tur:und:ver:
sec

und.1 Verificando a Representacao

A fim de verificar que nossa representagao funciona, temos de provar duas
coisas. Primeiro, temos de mostrar que se M para na entrada w, entao
T(M,w) = a(M,w) é vilida. Em seguida, temos de mostrar a reciproca, isto
é, que se 7(M,w) = a(M,w) é vilida, entdo M de fato eventualmente para
quando executada na entrada w.

A estratégia para prova-las é bem diferente. Para o primeiro resultado, te-
mos de mostrar que a sentenga da légica de primeira ordem (a saber, 7(M, w)—
a(M,w)) é valida. A maneira mais ficil de fazer isso é dar a derivagao. Nossa
prova, porém, deve funcionar para todos os M e w, de modo que nao ha re-
almente uma tunica sentenca para a qual tenhamos de dar a derivacao, mas
infinitas. Assim, o melhor que podemos fazer é provar por indugao que, sejam
quais forem M e w, e por mais passos que M leve para parar na entrada w,
haverd a derivagao de 7(M,w) — a(M, w).

Naturalmente, nossa indugao procedera sobre o nimero de passos que M
leva antes de atingir uma configuracao de parada. Em nossa prova indu-
tiva, estabeleceremos que para cada passo n da execugao de M na entrada w,
T(M,w) E x(M,w,n), em que x(M,w,n) descreve corretamente a configuragao
de M executada em w apds n passos. Ora, se M para na entrada w apos,
digamos, n passos, x(M,w,n) descreverd uma configuracao de parada. Mos-
traremos também que x(M,w,n) E a(M,w) sempre que x(M,w,n) descreve
uma configuracdo de parada. Assim, se M para na entrada w, entdo para
algum n, M estard em uma configuragao de parada apdés n passos. Logo,
T(M,w) E x(M,w,n) em que x(M,w,n) descreve uma configuracdo de parada,
e como nesse caso x(M,w,n) F a(M,w), obtemos que T(M, w) F a(M,w), isto
é, que F 7(M,w) — a(M,w).

A estratégia para a reciproca é bem diferente. Aqui supomos que E 7(M, w)—
a(M,w) e temos de provar que M para na entrada w. Da hipGtese obtemos
que 7(M,w) F a(M,w), isto é, a(M,w) é verdadeira em toda estrutura em que
T(M,w) é verdadeira. Assim, descreveremos a estrutura 9% em que 7(M, w)
¢é verdadeira: seu dominio serd N, e a interpretacao de todos os Q4 e S, sera
dada pelas configuracées de M durante uma execucao na entrada w. Assim,
por exemplo, M E Q,(M,7) se, e somente se, T, quando executada na en-
trada w por n passos, estd no estado ¢ e examinando o quadrado m. Ora,
como 7(M,w) E a(M,w) por hipétese, e como M E 7(M,w) por construgao,
M E a(M,w). Mas M E a(M,w) se, e somente se, ha algum n € |M| = N tal
que M, executada na entrada w, estd em uma configuracao de parada apds n
passos.

Definicao und.1. Seja x(M,w,n) a sentenca

Qq(M, ) A Sy (0,) A+ -+ A Sy (k, 1) AV (k < x — So(z,7))

em que q é o estado de M no instante n, M estd examinando o quadrado m
no instante n, o quadrado i contém o simbolo ¢; no instante n para 0 < i < k,
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e k é o quadrado nao-vazio mais a direita da fita no instante 0, ou o quadrado
mais a direita que o cabecgote de fita visitou apds n passos, o que for maior.

Lema und.2. Se M ezecutada na entrada w estd em uma configura¢do de turund:ver:
parada apds n passos, entio x(M,w,n)F a(M,w). lem:halt-config-implies-halt

Prova. Suponha que M pare para a entrada w apds n passos. Ha algum es-
tado ¢, quadrado m e simbolo o tais que:

1. Ap6s n passos, M estd no estado g examinando o quadrado m no qual
aparece .

2. A fungdo de transigdo 6(g, o) é indefinida.

X(M,w,n) é a descricio dessa configuragao e incluird as cldusulas Q,(7,7) e
So(m,m). Essas cldusulas juntas implicam a(M, w):

33y () (Qulz,y) ASs(,y)))

(g,0)€X

ja que Qg (M, 1) A S (M, M) BV (, 1yex(Qq(M, 1) A Sq(m, 1)), pois (¢, 0”) €
X. O

explanation Assim, se M para na entrada w, entdo hd algum n tal que x(M,w,n) F
a(M,w). Mostraremos agora que para qualquer instante n, 7(M, w) E x(M,w,n).

Lema und.3. Para cadan, se M nao parou apdsn passos, T(M,w) E x(M, w, nthr-und:ver:
lem:config

Prova. Base da indugdo: Sen = 0, entéo as férmulas componentes de x (M, w, 0)
s@o também férmulas componentes de 7(M,w), logo implicadas por ela.

Hipdtese de indugéo: Se M nao parou antes do n-ésimo passo, entdo 7(M, w) E
X(M,w,n). Temos de mostrar que (a menos que x (M, w,n) descreva uma con-
figuracao de parada), 7(M,w) E x(M,w,n + 1).

Suponha n > 0 e que, apés n passos, M iniciada em w esteja no estado ¢
examinando o quadrado m. Como M ndo para apés n passos, deve haver no
programa de M uma instrucao de uma das trés formas seguintes:

1' 5(q7 U) = <q,7 OJ? R> tur:und:ver:
right

2. 6(q? U) = <q/7 0-/7 L> tur:und:ver:
left

3. 5(q7 J) = <q/7 0—/3 N> tur:und:ver:
stay

Consideraremos cada um desses trés casos por sua vez.
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1. Suponha que haja uma instrucdo da forma (1). Por ????, isso significa
que

Vo Vy (Qq(z,y) A So(z,y)) —
(Qu (2", 4" ) N Sor(,4') A p(z,y)))

é uma férmula componente de 7(M,w). Isso implica a seguinte sentenca
(instanciagdo universal, T por x e T por y):

(Qq(m, 7)) A So (M, 1)) —
(Qq (M, 1) A Sor (M, 1) A (T, ).

Por hipétese de indugao, 7(M,w) E x(M,w,n), isto é,

Qq(M, 1) A Sy (0,7) A=+ A Sg, (K, )N
Vo (k < 2 — So(z,7))

Como apds n passos o quadrado de fita m contém o, a férmula compo-
nente correspondente é S, (m,7), de modo que isso implica:

Qq(m,m) A Sy (M, 7)
Obtemos agora
Qq (M, 7') A Sor (M, ') A
Soo(0,7) A+ A So (R, 7') A
vz (k <z — So(z,7'))

como segue: A primeira linha vem diretamente do consequente do con-
dicional precedente, por modus ponens. Cada férmula componente na
linha do meio—que exclui S, (m,7')—decorre da férmula componente
correspondente em x(M,w,n) junto com ¢(m, 7).

Se m < k, 7(M,w) - m < k (?7) e, por transitividade de <, temos
Vo (k < x—m < x). Sem =k, entdo Yz (k < z — M < x) apenas por
légica. A 1ltima linha decorre entdo da férmula componente correspon-
dente em x(M,w,n), de Vz (k < z —m < z) e de p(m,n). Se m < k,
isto j& é x(M,w,n + 1).

Agora suponha m = k. Nesse caso, apds n + 1 passos, o cabecote de fita
também visitou o quadrado k + 1, que agora é o quadrado mais a direita
visitado. Assim, x(M,w,n + 1) tem uma nova férmula componente,
SO(F,W’), e a udltima férmula componente é Vz (El < z = So(z,m)).
Temos de verificar que essas duas sentencas também sao implicadas.

J4 temos Vx (k < 2 — So(x,7’)). Em particular, isso nos da k < [
So(El,ﬁ’). Do axioma Vzz < 2’ obtemos k < k. Por modus ponens,
segue-se Sg (El,ﬁ’).
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. - 7! . s
Além disso, como 7(M,w) b k < k , 0 axioma da transitividade de < nos

—/ . . ~ . s
ddVa (k' < z—So(z,7m')). (Deixamos a verificagao disso como exercicio.)

2. Suponha que haja uma instrugdo da forma (2). Entéo, por 7?77,

Vo vy (Qq(', y) A So(a',y)) —

Qg (z,4") A S (2, 4) Ap(,9))) A
Yy ((Qq,(0,9) A So(0,y)) —

(Qq,(0,4) A S (0,4') A 0(0,)))

é uma férmula componente de 7(M,w). Se m > 0, entdo seja l = m — 1
(isto é, m = 1+ 1). A primeira férmula componente da sentencga acima
implica o seguinte:

(Qu(I',m) A S,(I',m)) —
(Qq (L, 7W) A Sor (T, 7) A (1,70))

Caso contrario, seja I = m = 0 e considere a seguinte sentenca implicada
pela segunda férmula componente:

((Qq (0,m) A S5(0,m)) —

como antes. (Note que no primeiro caso, I =1+ 1 = T e no segundo
caso [ =0.) Mas isto é justamente x(M,w,n + 1).

3. O caso (3) é deixado como exercicio.
Mostramos que para qualquer n, 7(M,w) E x(M,w,n). O
Problema und.1. Complete o caso (3) da prova de Lema und.3.

Problema und.2. Dé a derivaciao de S,,(i,7') a partir de S,,(i,7) e p(m,n)
(supondo i # m, isto é, i < m ou m < 7).

Problema und.3. Dé a derivacio de Vx (El < x — So(x,7')) a partir de
Vo (k <x— So(z, 7)), Vox <z’ eVaVyVz((z <yAy<z)—z<z).)

Lema und.4. Se M para na entrada w, entao 7(M,w) — a(M,w) € vdlida.
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tur:und:ver:

lem:halt-if-valid

Prova. Por Lema und.3, sabemos que, para qualquer instante n, a descrigao x (M, w, n)

da configuragdo de M no instante n é implicada por 7(M,w). Suponha que M
pare apds k passos. Nesse ponto, ela estard examinando o quadrado m, para
algum m € N. Entao x(M,w, k) descreve uma configuragio de parada de M,
isto ¢, contém como férmulas componentes tanto Q, (77, k) quanto S, (7, k) com
0(g,0) indefinida. Assim, por Lema und.2, x(M,w, k) F a(M,w). Mas como
T(M,w) E x(M,w, k), temos 7(M, w) E a(M,w) e portanto 7(M, w)—a(M, w)
é vélida. O

Para completar a verificacao de nossa afirmagao, temos também de estabe-
lecer a direcao reversa: se 7(M,w) — a(M,w) é valida, entdo M de fato para
quando iniciada na entrada w.

Lema und.5. SekF 7(M,w) — a(M,w), entdo M para na entrada w.

Prova. Considere a Ljys-estrutura 99 com dominio N que interpreta o como 0,
/ como a fungdo sucessor e < como a rela¢do menor-que, e os predicados Qg
e S, como segue:

ot iniciada em w, apds n passos,

Qy = {(m,n): ) . }
M esta no estado ¢ examinando o quadrado m
iniciada em w, apés n passos

ST = {(m,n) : » ap P ’ }

o quadrado m de M contém o simbolo o

Em outras palavras, construimos a estrutura 9t de modo que ela descreva o que
M iniciada na entrada w de fato faz, passo a passo. Claramente, M E 7(M, w).
Se E 7(M,w) = a(M,w), entdo também M F a(M, w), isto é,

ME3eIy () (Qulx,y) A Ss(x,1))).

(g,0)€X

Como 9| = N, deve haver m, n € N tais que MM F Q,(M, ) A S,(T, ) para
algum ¢ e o tais que (g, o) é indefinida. Pela definigdo de 9, isso significa que
M iniciada na entrada w apds n passos estd no estado ¢ e lendo o simbolo o,
e a fungao de transicao é indefinida, isto é, M parou. O
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