und.l1 Teorema de Trakhtenbrot

turunditra: Na 77 definimos as sentengas 7(M,w) e a(M,w) para uma maquina de Tu- explanation
*“ ring M e uma cadeia de entrada w. Em seguida, mostramos em ?? e ?? que
T(M,w) = a(M,w) é vélida se, e somente se, M, iniciada na entrada w, even-
tualmente para. Como o Problema da Parada é indecidivel, isso implica que
a validade e a satisfatibilidade de sentencas da légica de primeira ordem sao
indecidiveis (?77?7).

Mas a validade e a satisfatibilidade de sentencas sao definidas para estru-
turas arbitrarias, finitas ou infinitas. Vocé poderia suspeitar que é mais facil
decidir se a sentenca é satisfativel em uma estrutura finita (ou vélida em todas
as estruturas finitas). Podemos adaptar a prova da insolubilidade do problema
da decisao de modo que ela mostre que nao é esse o caso.

Primeiro, se vocé voltar & prova de 77, vera que o que fizemos ali foi produzir
um modelo M de 7(M,w) que descreve exatamente o que a méaquina M faz
quando iniciada na entrada w. O dominio daquele modelo era N, isto é, infinito.
Mas se M de fato para na entrada w, podemos construir um modelo finito 97’
da mesma maneira. Suponha que M iniciada na entrada w pare apds k passos.
Tome como dominio || o conjunto {0,...,n}, em que n é o maior entre k e
o comprimento de w, e seja

,mt'(x){x+1 sex<n

n caso contrério,

e (x,y) € <M ge, e somente se, + < y ou & = y = n. Quanto ao resto,
M’ é definida tal como 9. Pela definicdo de M’, tal como na prova de 77,
M E 7(M,w). E como supusemos que M para na entrada w, M E a(M,w).
Assim, 9 é um modelo finito de 7(M,w) A a(M,w) (note que substituimos
— por A).

Estamos a meio caminho de uma prova: mostramos que se M para na
entrada w, entdo 7(M,w) A o(M,w) tem um modelo finito. Infelizmente, a
reciproca disso nao vale, isto é, hd maquinas de Turing que nao param em
alguma entrada w, mas 7(M, w) A a(M,w) ainda assim tem um modelo finito.
Por exemplo, considere a méaquina M com o tunico estado gy e a instrugao
0(q0,0) = {qo,0,N). Iniciada na entrada vazia w = A, essa maquina nunca
para: estd em um laco infinito, mas nao altera a fita nem move o cabecote. To-
das as configuragdes sdo as mesmas (mesmo estado, mesma posicao do cabegote,
mesmo conteddo da fita). Podemos definir uma estrutura finita 9" que satis-
faz 7(M, A) Aa(M, A) (exercicio). Podemos, no entanto, modificar 7(M, w) de
modo adequado para que tais estruturas sejam descartadas.

Problema und.1. Seja M uma maquina de Turing com o tnico estado ¢ € a
tinica instrucao (go,0) = (¢,0, N). Seja || = {0,1,2}, " (0) = ™M (1) =1
e M'(2) =2, e <™ = {(0,1),(1,1),(2,2)}. Defina QT", ST e ST de
modo que 7(M, A) e (M, A) se tornem verdadeiras e explique por que o sao.
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Dica: Observe que d(go,>) é indefinida. Garanta que

Qyo (1,7) A S (0,m) AVz (0 < 2 — So(x,m)) para todon € N
Ty (Qqo (0,) A S (0,y))

sao ambas verdadeiras em 9.

Considere as sentengas que descrevem a operagdo da méquina de Turing M
na entrada w = oy, ... 05,

1. Axiomas que descrevem numeros e < (tal como na definicado de 7(M, w)
na ?77).

2. Axiomas que descrevem a configuracao de entrada: tal como na definicao
de 7(M,w).
3. Axiomas que descrevem a transigdo de uma configuragao para a seguinte:

Para o que segue, seja o(z,y) como antes, e seja

Y(y)=Ve(z <y—az#y).

a) Para toda instrucéo d(g;, o) = (g;,0’, R), a sentenca: tursund:tra:
rep-right

Vo vy (Qq, (z,y) A So(z,y)) —
(qu (xlv yl) A SU’ (iE, yl) A (P(x, y) A 1/1(1/)))

b) Para toda instrucao d(g;, o) = (g;,0’, L), a sentenca tur-undstra:
rep-left

Va vy (Qq: (¢',y) A So(a',y)) —
(Qq; (@, ") A Sor (2 ') A p(,y))) A
Yy ((Qq; (0,9) A S5 (0,9)) —
(Qg; (0,9") A S (0,9") A p(0,y) AY(y')))

c) Para toda instrugao 6(¢;,0) = (gj,0’, N), a sentenca: tur:und:tra:
rep-stay
Va vy (Qq, (,y) A So(z,y)) —
(Qq; (@,9") A Sor(@,9") N p(z,y) AY(Y)))

Como vocé pode ver, as sentencas que descrevem as transigoes de M
s@o as mesmas que a sentencga correspondente em 7(M,w), exceto que
adicionamos ¥(y’) ao final. ¥ (y’) garante que o nimero 3’ da “préxima”
configuracao é diferente de todos os nimeros anteriores o, o', . ...

Seja 7/(M,w) a conjuncao de todas as sentengas acima para a mdquina de
Turing M e a entrada w.

Lema und.l. Se M iniciada na entrada w para, entao 7' (M, w) A a(M,w) turundstra:
tem um modelo finito. lem:halts-sat
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tur:und:tra:

lem:sat-halts

tur:und:tra:
thm:trakhtenbrodt

tur:und:tra:

cor:fproof-incomp

Prova. Seja 9 como na prova de ??, exceto que
)

|| = {0,...,n},
! ]. <
/m(x)_{x—i— sex <n N
n caso contrario,

(x,y) € <Mssex <your=y=n,

em que n = max(k,len(w)) e k é o menor numero tal que M iniciada na
entrada w parou apds k passos. Deixamos como exercicio a verificagao de que
M E 7 (M,w) NE(M,w). O

Problema und.2. Complete a prova de Lema und.l provando que 9 E
T(M,w) N E(M,w).

Lema und.2. Se 7' (M,w)Aa(M,w) tem um modelo finito, entao M iniciada
na entrada w para.

Prova. Mostramos a contrapositiva. Suponha que M iniciada em w nao pare.
Se 7'(M,w) A a(M,w) néo tem modelo algum, terminamos. Entao suponha
que M seja um modelo de 7(M,w) A a(M,w). Temos de mostrar que ele nao
pode ser finito.

Podemos provar, tal como em 7?7, que se M, iniciada na entrada w, nao
parou apds n passos, entdo 7' (M, w) E x(M,w,n) Ap(@). Como M iniciada na
entrada w nao para, 7'(M,w) E x(M,w,n) Ap(7) para todo n € N. Note que,
por 7?7, 7/(M,w) E k < 7 para todo k < n. Além disso, ¥(n) Fk <7 —k # 7.
Assim, MM E k # 7 para todo k < n, isto é, os infinitos termos k devem ter
todos valores diferentes em 9t. Mas isso requer que |91 seja infinito, de modo
que M ndo pode ser um modelo finito de 7'(M, w) A a(M, w). O

Problema und.3. Complete a prova de Lema und.2 provando que se M, ini-
ciada na entrada w, ndo parou apds n passos, entdo 7/ (M, w) E (7).

Teorema und.3 (Teorema de Trakhtenbrot). E indecidivel se uma sen-
tenca arbitrdria da ldgica de primeira ordem tem um modelo finito (isto €, é
finitamente satisfativel).

Prova. Suponha que houvesse uma méquina de Turing F' que decide o pro-
blema da satisfatibilidade finita. Entao, dada qualquer maquina de Turing M
e entrada w, poderfamos computar a sentenca 7'(M,w) A a(M,w) e usar F
para decidir se ela tem um modelo finito. Por Lemas und.1 e und.2, ela tem se,
e somente se, M iniciada na entrada w para. Assim, poderiamos usar F' para
resolver o problema da parada, que sabemos ser insoltvel. O

Corolario und.4. Nao pode haver um sistema de derivacio que seja correto
e completo para a validade finita, isto €, um sistema de derivacao que tenha
F 1 se, e somente se, M E ¢ para toda estrutura finita 9.
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Prova. Exercicio. O

Problema und.4. Prove Corolario und.4. Observe que v ¢é satisfeita em toda
estrutura finita se, e somente se, =) nao é finitamente satisfativel. Explique por
que a satisfatibilidade finita é semidecidivel no sentido de ??. Use isso para
argumentar que se houvesse um sistema de derivacao para a validade finita,
entao a satisfatibilidade finita seria decidivel.
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