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Capitulo udf

O Tamanho dos Conjuntos

Este capitulo discute enumeragoes e conjuntos contaveis e incontaveis.
Varias segoes vém em duas versoes: uma mais elementar, que toma enu-
meracoes como listas, ou sobrejecoes de Z™1; e uma mais abstrata que define
enumeragoes como bije¢coes com N.

siz.1 Introducao

Quando Georg Cantor desenvolveu a teoria dos conjuntos na década de 1870,
um dos seus objetivos era tornar aceitdvel a ideia de uma colegao infinita—
um infinito atual, como diriam os medievais. Parte central disto foi o seu
tratamento do tamanho de conjuntos diferentes. Se a, b e ¢ sdo todos distintos,
entdo o conjunto {a, b, ¢} é intuitivamente maior que {a,b}. Mas e os conjuntos
infinitos? Serao todos do mesmo tamanho? Acontece que nao.

A primeira ideia importante aqui é a de enumerag¢do. Podemos listar qual-
quer conjunto finito enumerando todos os seus membros. Para alguns conjuntos
infinitos, também podemos listar todos os seus membros se permitirmos que a
propria lista seja infinita. Tais conjuntos chamam-se enumeraveis. O resultado
surpreendente de Cantor, que compreenderemos completamente no fim deste
capitulo, foi que alguns conjuntos infinitos ndo sdo enumeraveis.

siz.2 Enumeragoes e Conjuntos Enumeraveis

Esta secao discute enumeragoes de conjuntos, definindo-as como so-
brejecoes de Z*. Faz as coisas devagar, para leitores com pouca formacao
matematica. Uma versao alternativa, mais concisa, é dada na Secao siz.11,




que define enumeragoes de outro modo: como bijegoes com N (ou um seg-
mento inicial).

explanation J& demos exemplos de conjuntos listando seus membros. Discutamos agora, de
maneira mais geral, como e quando podemos listar os membros de um conjunto,
mesmo que esse conjunto seja infinito.

explanation

Definigao siz.1 (Enumeracao, informalmente). Informalmente, uma enu
merag¢ao de um conjunto A é uma lista (possivelmente infinita) de membros
de A tal que todo membro de A aparece na lista em alguma posicéo finita. Se
A tem uma enumeracao, entao diz-se que A é enumerdvel.

Alguns pontos sobre enumeragoes:

1.

7.

Contamos como enumeragcoes apenas listas que tém um comeco e em que
todo membro além do primeiro tem um tnico membro imediatamente
anterior. Em outras palavras, ha apenas um nimero finito de elementos
entre o primeiro membro da lista e qualquer outro membro. Em particu-
lar, isso significa que todo membro de uma enumeragao tem uma posigao
finita: o primeiro membro tem posicao 1, o segundo posicao 2, etc.

Podemos ter enumeragoes diferentes do mesmo conjunto A que diferem
pela ordem em que os membros aparecem: 4, 1, 25, 16, 9 enumera os
(conjunto dos) cinco primeiros quadrados tao bem quanto 1, 4, 9, 16, 25.

Enumeracoes redundantes ainda sao enumeracoes: 1, 1, 2, 2, 3, 3, ...
enumera o mesmo conjunto que 1, 2, 3, ....

Ordem e redundancia importam quando especificamos uma enumeracao:
podemos enumerar os inteiros positivos comecando com 1, 2, 3, 1, ...,
mas o padrao é mais facil de ver quando enumerados da maneira padrao
como 1,2, 3,4, ...

Enumeragoes devem ter um comeco: ..., 3, 2, 1 nao é uma enumeragao
dos inteiros positivos porque nao tem primeiro membro. Para ver como
isso segue da definicdo informal, pergunte a si mesmo: “em que posicao
na lista o nimero 76 aparece?”

O seguinte ndao é uma enumeragcao dos inteiros positivos: 1, 3, 5, ..., 2,
4,6, ... O problema é que os niimeros pares ocorrem nas posigoes 0o + 1,
00 + 2, 00 + 3, em vez de em posigoes finitas.

O conjunto vazio é enumeravel: é enumerado pela lista vazial

Proposigao siz.2. Se A tem uma enumeracao, tem uma enumera¢do sem
repeticoes.
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Prova. Suponha que A tem uma enumeragao x1, 3, ... em que cada x; é um
membro de A. Podemos remover repeticoes de uma enumeragao removendo
membros repetidos. Por exemplo, podemos transformar a enumeracao em uma
nova na qual listamos x; se ele é um membro de A que néo estd entre xq, ...,
xr;_1 ou removemos x; da lista se ja aparece entre x1, ..., T;_1. O

O ultimo argumento mostra que, para obter um bom controle sobre enu-
meragoes e conjuntos enumeraveis e provar coisas sobre eles, precisamos de
uma definigao mais precisa. O seguinte a fornece.

Definicao siz.3 (Enumeracao, formalmente). Uma enumera¢do de um con-
junto A # @ é qualquer funcao sobrejetiva f: Z1T — A.

Convengamo-nos de que a definicao formal e a definicao informal usando explanation
uma lista possivelmente infinita sao equivalentes. Primeiro, qualquer funcao
sobrejetiva de ZT para um conjunto A enumera A. Tal funcdo determina uma
enumeragao conforme definido informalmente acima: a lista f(1), f(2), f(3),

. Como f é sobrejetiva, todo membro de A é garantidamente o valor de f(n)
para algum n € ZT. Logo, todo membro de A aparece em alguma posicao finita
na lista. Como a funcao pode nao ser injetiva, a lista pode ser redundante, mas
isso é aceitdvel (como observado acima).

Por outro lado, dada uma lista que enumera todos os membros de A, po-
demos definir uma fungao sobrejetiva f: Z* — A fazendo f(n) ser o n-ésimo
membro da lista, ou o ultimo membro da lista se ndo hé n-ésimo membro. O
Unico caso em que isso nao produz uma fungao sobrejetiva é quando A é vazio,
e portanto a lista é vazia. Assim, toda lista nao vazia determina uma fungao
sobrejetiva f: ZT — A.

strsizenm:  Definigao siz.4. Um conjunto A é enumerdvel sse é vazio ou tem uma enu-
defn:enumerable meragéo.

Exemplo siz.5. Uma fungiao que enumera os inteiros positivos (ZT) é sim-
plesmente a funcao identidade dada por f(n) = n. Uma funcdo que enumera
os nimeros naturais N é a funcao g(n) =n — 1.

Exemplo siz.6. As funcgoes f: ZT — Z+ e g: ZT — Z+ dadas por

fln)=2ne

g(n)=2n-1
enumeram os inteiros positivos pares e os inteiros positivos impares, respec-
tivamente. Contudo, nenhuma das funcdes é uma enumeracao de Z*, ja que

nenhuma é sobrejetiva.

Problema siz.1. Defina uma enumeracao dos quadrados positivos 1, 4, 9, 16,
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Exemplo siz.7. A fungdo f(n) = (—1)" [("—;1)] (onde [z] denota a fungao
teto, que arredonda z para cima até o inteiro mais préximo) enumera o conjunto
dos inteiros Z. Note como f gera os valores de Z “saltando” de um lado para
outro entre inteiros positivos e negativos:

Vocé também pode pensar em f como definida por casos da seguinte forma:

0 sen=1
f(n)=¢n/2 se n é par
—(n—1)/2 sen éimpare>1

Problema siz.2. Mostre que se A e B sao enumeraveis, entao AU B também
é. Para isso, suponha que hé funcoes sobrejetivas f: ZT — Aeg: ZT — B, e
defina uma funcao sobrejetiva h: ZT — AU B e mostre que ela é sobrejetiva.
Considere também os casos em que A ou B = ().

Problema siz.3. Mostre que se B C A e A é enumeravel, entdo B também
é. Para isso, suponha que h4 uma funcio sobrejetiva f: ZT — A. Defina uma
funcao sobrejetiva g: ZT — B e mostre que ela é sobrejetiva. O que acontece
se B =07

Problema siz.4. Mostre por inducao em n que se Ay, Ao, ..., A, séo todos
enumeraveis, entao A; U---U A, também é. Vocé pode assumir o fato de que
se dois conjuntos A e B sao enumeraveis, entao A U B também é.

Embora seja talvez mais natural ao listar os membros de um conjunto
comegcar a contar a partir do 12 membro, os mateméaticos gostam de usar os
nimeros naturais N para contar coisas. Eles falam do 0°, 12, 22, e assim por
diante, membro de uma lista. Correspondentemente, podemos definir uma
enumeragao como uma fungao sobrejetiva de N para A. E claro que as duas
defini¢oes sao equivalentes.

Proposicao siz.8. Hd uma sobrejecio f: Zt — A sse hd uma sobrejecdo  sfrsizenm:
g: N — A. prop:enum-shift

Prova. Dada uma sobrejegio f: ZT — A, podemos definir g(n) = f(n + 1)
para todo n € N. E facil ver que g: N — A é sobrejetiva. Reciprocamente,
dada uma sobrejecao g: N — A, defina f(n) = g(n —1). O

Isso nos dé o seguinte resultado:
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sfr:sizenm:
cor:enum-nat

sfr:sizzenm:

prop:enum-bij

sfr:siz:enm:

cor:enum-nat-bij

Corolario siz.9. Um conjunto A é enumerdvel sse € vazio ou hd uma fungdo
sobrejetiva f: N — A.

Discutimos acima que uma lista de membros de um conjunto A pode ser
transformada em uma lista sem repetigoes. Isso também vale para enumeragoes,
mas é um pouco mais dificil de formular e provar rigorosamente. Qualquer
funcdo f: ZT — A deve estar definida para todo n € ZT. Se hi apenas
um numero finito de membros em A, entdo claramente nao podemos ter uma
funcdo definida nos infinitos membros de Z* que toma como valores todos
os membros de A mas nunca toma o mesmo valor duas vezes. Nesse caso,
isto é, no caso em que a lista sem repetigoes é finita, devemos escolher um
dominio diferente para f, um com apenas um numero finito de membros. Nao
ter repetigoes significa que f deve ser injetiva. Como também é sobrejetiva,
estamos procurando uma bijegao entre algum conjunto finito {1,...,n} ou Z*
e A.

Proposigao siz.10. Se f: ZT — A € sobrejetiva (isto €, uma enumeragdo
de A), hd uma bijecio g: Z — A onde Z ¢Z* ou{l,...,n} para algumn € Z*.

Prova. Definimos a func¢ao g recursivamente: seja g(1) = f(1). Se g(¢) ja foi
definido, seja g(i+1) o primeiro valor de f(1), f(2), ... que ainda nao esta entre
g(1), ..., g(7), se houver um. Se A tem apenas n membros, entdao g(1), ...,
g(n) estao todos definidos, e assim definimos uma funcao g: {1,...,n} — A.
Se A tem infinitos membros, entao para qualquer i deve haver um membro
de A na enumeragao f(1), f(2), ..., que ainda néo estd entre g(1), ..., g(4).
Nesse caso definimos uma fungao g: Z* — A.

A fungdo g é sobrejetiva, j4 que qualquer elemento de A estd entre f(1),
f(2), ... (pois f é sobrejetiva) e assim eventualmente serd um valor de g(¢)
para algum . Também é injetiva, j4 que se houvesse j < i tal que g(j) = g(4),
entdo g(i) ja estaria entre g(1), ..., g(¢ — 1), contrariamente & forma como
definimos g¢. O

Corolério siz.11. Um conjunto A é enumerdvel sse € vazio ou hd uma bijecao
f: N—= Aonde N=N ouN =H{0,...,n} para algum n € N.

Prova. A é enumerével sse A é vazio ou ha uma sobrejetiva f: ZT — A. Pela
Proposicao siz.10, o ultimo vale sse hd uma fungado bijetiva f: Z — A onde

Z =Z% ou Z = {l,...,n} para algum n € ZT. Pelo mesmo argumento
da prova da Proposicao siz.8, isso por sua vez é o caso sse hda uma bijecao
g:N— Aonde N=Nou N ={0,...,n—1}. O

Problema siz.5. De acordo com a Definicao siz.4, um conjunto A é enu-
meravel sse A = () ou hd uma sobrejetiva f: ZT — A. Também é possivel
definir “conjunto enumeravel” precisamente por: um conjunto é enumeravel
sse hd uma funcdo injetiva g: A — ZT. Mostre que as definicoes sdo equiva-
lentes, isto ¢, mostre que hd uma funcao injetiva g: A — Z* sse A = () ou ha
uma sobrejetiva f: ZT — A.
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explanation

explanation

siz.3 Meétodo do Zigue-Zague de Cantor

Ja consideramos algumas enumeracoes “faceis”. Vejamos algo um pouco mais sfrsiz:zigzag:
dificil. Considere-se o conjunto dos pares de ntmeros naturaisdefinido por: e

Nx N={(n,m) : n,m € N}

Podemos organizar estes pares ordenados numa matriz, assim:

0 1 2 3
0 [ (0,0) | (0,1) | {0,2) [ (0,3)
1| (1,0) | (1,1) [ (1,2) | (1,3)
2 [ (2,00 | (2,1) | (2,2) | (2,3)
313,00 (3,1) | (3,2) | (3,3)

Claramente, cada par ordenado em N X N aparece exatamente uma vez na
matriz. Em particular, (n,m) aparece na n-ésima linha e na m-ésima coluna.
Mas como organizar os elementos de tal matriz numa lista “unidimensional”?
O padrao na matriz abaixo demonstra uma forma de o fazer (embora haja,
claro, muitas outras):

oO|1]2 ]3] 4
0] 0] 1 316 |10
1124|711
215 | 8 |12
319 |13
4|14

Este padrao chama-se método do zigue-zague de Cantor. Enumera N x N do
seguinte modo:

(0,0),(0,1),(1,0),(0,2), (1,1),(2,0),(0,3), (1, 2), (2, 1), (3,0), ..
Isto estabelece o seguinte:

Proposigao siz.12. N x N € enumerdvel. sfr:sizzigzag:

natsquaredenumerable
Prova. Seja f: N — N x N a fungéo que a cada k € N associa o tuplo (n,m) €
N x N tal que k£ é o valor na n-ésima linha e m-ésima coluna da matriz do
zigue-zague de Cantor. O

Esta técnica generaliza-se bem. Por exemplo, podemos usé-la para enume-
rar o conjunto dos triplos ordenados de nimeros naturais, isto é:

N x N x N = {(n,m,k) : n,m, k € N}
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Pensamos em N x N x N como o produto cartesiano de N x N com N; isto é,
N? = (N x N) x N = {{(n,m), k) : n,m, k € N}

e assim podemos enumerar N® com uma matriz rotulando um eixo com a enu-
meracao de N e o outro com a enumeracido de N2:

e

)

0
0,0
0,1
1,0
0,2

[=]k=lk=]k=]
B e N

b
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)
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2
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(

o~~~
o~~~
o~~~

) 7 ) ) 7 )

Assim, com um método como o zigue-zague de Cantor, obtemos analogamente
uma enumeracdo de N3. E podemos continuar, obtendo enumeracdes de N™
para qualquer nimero natural n. Logo:

Proposigao siz.13. N" é enumerdvel, para todo n € N.
Problema siz.6. Mostre que (ZT)" é enumerdvel, para todo n € N.

Problema siz.7. Mostre que (Z1)* é enumeravel. Pode assumir Problema siz.6.

siz.4 Funcgoes de Pareamento e Cdédigos

strsizpai: O método do zigue-zague de Cantor torna visualmente evidente a enumerabi- explanation
**¢ lidade de N*. Mas vamos concentrar-nos na nossa matriz que representa N2.
Seguindo a linha em zigue-zague na matriz e contando as posigoes, podemos ve-
rificar que (1, 2) fica associado ao nimero 7. Seria 1itil, contudo, poder calcular
isto de modo mais direto. Ou seja, seria util dispor da inversa da enumeragao
em zigue-zague, g: N2 — N, tal que

9({0,0)) =0, g({0,1)) =1, g({1,0)) =2, ..., 9((1,2)) =7, ...

Isto permitir-nos-ia calcular exatamente em que posicao da enumeragao cai
(n,m).

De fato, podemos definir g diretamente com base em duas observagoes. Pri-
meiro: se a n-ésima linha e a m-ésima coluna contém o valor v, entao a (n+1)-
ésima linha e a (m — 1)-ésima coluna contém o valor v+ 1. Segundo: a primeira
linha da nossa enumeracgao consiste nos nimeros triangulares, comegando por
0, 1, 3, 6, etc. O k-ésimo numero triangular é a soma dos nimeros naturais
< k, que se pode calcular como k(k + 1)/2. Juntando estas duas observagoes,
consideremos a funcgao:

o(n,m) = (n+m+21)(n+m) .
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Escreve-se frequentemente g(n,m) em vez de g({n,m)), j4 que é mais facil
para os olhos. Isto diz-nos que se determine primeiro o (n + m)-ésimo nimero
triangular e depois que lhe somemos n. A fungao preenche a matriz exatamente
da maneira que desejamos. Em particular, o par (1,2) é enviado para %3 +1=
7.

Esta funcao g é a inversa de uma enumeragao de um conjunto de pares.
Tais fungoes chamam-se func¢oes de emparelhamento.

Definigao siz.14 (Fungao de emparelhamento). Uma fungéo f: AxB —
N é uma funcao de emparelhamento aritmética se f for injetiva. Dizemos
também que f codifica A x B, e que f(z,y) é o cddigo de (z,y).

explanation Podemos usar funcoes de emparelhamento para codificar, por exemplo, pa-
res de niimeros naturais; ou, em outras palavras, podemos representar cada par
de elementos por um unico nimero. Usando a inversa da funcao de emparelha-
mento, podemos descodificar o nimero, isto é, determinar que par representa.

Problema siz.8. Dé uma enumeracao do conjunto de todos os niimeros raci-
onais nao negativos.

Problema siz.9. Mostre que Q é enumeravel. Recordemos que qualquer nimero
racional se pode escrever como uma fragao z/m com z € Z, m € NT.

Problema siz.10. Defina uma enumeracao de B*.

Problema siz.11. Recordando o curso introdutorio de logica, cada tabela de
verdade possivel exprime uma funcao de verdade. Em outras palavras, as
funcdes de verdade sdo todas as funcoes de B¥ — B para algum k. Prove que
o conjunto de todas as fungoes de verdade é enumeravel.

Problema siz.12. Mostre que o conjunto de todos os subconjuntos finitos de
um conjunto infinito enumerdvel arbitrario é enumeravel.

Problema siz.13. Um subconjunto de N diz-se confinito sse for o comple-
mento de um conjunto finito; isto é, A C N é confinito sse N\ A for finito. Seja
I o conjunto cujos membros sao exatamente os subconjuntos finitos e confinitos
de N. Mostre que I é enumeravel.

Problema siz.14. Mostre que a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis

é enumeravel. Isto é, sempre que Ay, Ao, ... sdo conjuntos e cada A; é
’ ~ o~ oo ’ 7 z

enumerdvel, entdo a unido |J;-; A; de todos eles também é enumerdvel. [Nota:

isto é dificil!]

Problema siz.15. Seja f: A x B — N uma fun¢do de emparelhamento ar-
bitraria. Mostre que a inversa de f é uma enumeracdo de A x B.

Problema siz.16. Especifique uma funcio que codifique N3.
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sfr:siz:pai-alt:
sec

siz.5 Uma Funcao de Emparelhamento Alternativa

H4 outras enumeracoes de N2 que facilitam descobrir quais sdo suas inversas. explanation
Eis uma. Em vez de visualizar a enumeragao em uma matriz, comece com a

lista de inteiros positivos associados a espagos (inicialmente) vazios. Imagine
preencher esses espagos sucessivamente com pares (n,m) da seguinte forma.
Comegando com os pares que tém 0 na primeira posigao (isto é, pares (0,m)),

coloque o primeiro (isto é, (0,0)) no primeiro espago vazio, depois pule um

espago vazio, coloque o segundo (isto é, (0,2)) no préximo espago vazio, pule

outro, e assim por diante. O comego (incompleto) de nossa enumeragao agora

se parece com isto

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(0,0) (0,1) (0,2) (0, 3) (0, 4)

Repita isso com pares (1,m) nos lugares que ainda permanecem vazios, nova-
mente pulando cada outro espaco vazio:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(0,0) (1,0) (0,1) (0,2) (1,1) (0,3) 0,4) (1,2)

Insira pares (2,m), (2, m), etc., da mesma forma. Nossa enumeracdo completa
assim comeca assim:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(0,0) (1,0) (0,1) (2,00 (0,2) (1,1) (0,3) (3,00 (0,4) (1,2)

Se numerarmos as células na matriz acima de acordo com essa enumeragao,
nao encontraremos uma linha zigue-zague arrumada, mas este arranjo:

0| 1|23 |4]|35
o1 3|5 |79 11
1126 |10] 14 ] 18
2|4 12|20 | 28
3|8 |24 |40
4|16 | 48
5|32

Podemos ver que os pares na linha 0 estao nas posigoes impares de nossa
enumeragao, isto é, o par (0,m) estd na posigdo 2m + 1; os pares na segunda
linha, (1,m), estdo em posi¢des cujo nimero é o dobro de um nimero fmpar,
especificamente, 2-(2m+1); os pares na terceira linha, (2, m), estdo em posigoes
cujo numero é quatro vezes um numero impar, 4- (2m+ 1); e assim por diante.
Os fatores de (2m + 1) para cada linha, 1, 2, 4, 8, ..., sdo exatamente as
poténcias de 2: 1 = 29, 2 =21 4 = 22 8 = 23 ... De fato, o expoente
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explanation

relevante é sempre o primeiro membro do par em questdao. Assim, para o par
(n,m) o fator é 2". Isso nos d4 a férmula geral: 2 - (2m + 1). Contudo, isso
é um mapeamento de pares para inteiros positivos, isto é, (0,0) tem posicao 1.
Se quisermos comegar na posi¢cao 0 devemos subtrair 1 do resultado. Isso nos
da:
Exemplo siz.15. A funcio h: N> — N dada por

h(n,m) =2"(2m+1) — 1

é uma funcao de emparelhamento para o conjunto de pares de ntimeros natu-
o N2
rais N=.

De acordo com nossa segunda enumeragao de N2, o par (0,0) tem cédigo
h(0,0) =2°(2-0+1)—1=0; (1,2) tem cédigo 2! - (2:2+1)-1=2-5—-1=09;
(2,6) tem cédigo 22 - (26 +1) — 1 = 51.

As vezes basta codificar pares de ndmeros naturais N2 sem exigir que a
codificagao seja sobrejetora. Tais codificagoes tém inversas que sdo apenas
fungoes parciais.

Exemplo siz.16. A funcio j: N2 — N* dada por
jln,m)=2"3™m

¢ uma funcao injetiva N? — N.

siz.6 Conjuntos Nao enumeraveis

Esta segdo prova a nao enumerabilidade de B¥ e p(Z™) usando a de-
finicdo na Secao siz.2. Foi concebida para ser um pouco mais elementar e
um pouco mais detalhada que a versao na Segao siz.11

Alguns conjuntos, como o conjunto Z* dos inteiros positivos, sdo infinitos.
Até agora vimos exemplos de conjuntos infinitos que eram todos enumerdvel.
Contudo, ha também conjuntos infinitos que nao tém essa propriedade. Tais
conjuntos sao chamados de nao enumerdvel.

Em primeiro lugar, talvez ja seja surpreendente que existam conjuntos nao
enumeravel. Para qualquer conjunto enumeravel A hd uma funcao sobrejetiva
f:Z*t — A. Se um conjunto é nio enumerdavel, nao h4 tal fungio. Isto é,
nenhuma funcdo mapeando os infinitos membros de ZT para A pode esgotar
todo A. Assim, hd “mais” membros em A do que os infinitos inteiros positivos.

Como se provaria que um conjunto é nao enumeravel? E preciso mostrar
que nenhuma tal funcao sobrejetora pode existir. Equivalentemente, é preciso
mostrar que os elementos de A nao podem ser enumerados em uma lista infinita
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thm:nonenum-bin-omega

unidirecional. A melhor maneira de fazer isso é mostrar que toda lista de
membros de A deve deixar de fora pelo menos um elemento; ou que nenhuma
funcdo f: ZT — A pode ser sobrejetiva. Podemos fazer isso usando o método
diagonal de Cantor. Dada uma lista de membros de A, digamos, 1, Z2, ...,
construimos outro elemento de A que, por sua construcao, nao pode estar
naquela lista.

Nosso primeiro exemplo é o conjunto B de todas as sequéncias infinitas,
sem lacunas, de Os e 1s.

Teorema siz.17. B“ ¢ nao enumerdvel.

Prova. Suponha, por absurdo, que B“ é enumeravel, isto é, suponha que ha
uma lista s1, s2, S3, S4, ... de todos os membros de B¥. Cada um desses s;
¢ em si uma sequéncia infinita de Os e 1s. Chamemos o j-ésimo elemento da
i-ésima sequéncia nessa lista de s;(j). Entao a i-ésima sequéncia s; é

Si(l), Si(Q), Si(3), e

Podemos organizar essa lista, e os elementos de cada sequéncia s; nela, em
uma matriz:

1 2 3 4
1 Sl(].) 81(2) 81(3) 81(4)
2| s2(1) | 32(2) | $2(3) | s2(4)
3| s3(1) | s3(2) | s3(3) | s3(4)
4 84(1) 84(2) 84(3) S4(4)
Os rétulos ao lado indicam o numero da sequéncia na lista si, so, ...; 0s

nimeros no topo rotulam os membros das sequéncias individuais. Por exemplo,
$1(1) é um nome para qualquer nimero, um 0 ou um 1, que é o primeiro membro
na sequéncia sp, e assim por diante.

Agora construimos uma sequéncia infinita, 3, de 0s e 1s que néo pode estar
nessa lista. A definicdo de 5 dependerd da lista si, so, .... Qualquer lista
infinita de sequéncias infinitas de Os e 1s d4 origem a uma sequéncia infinita s
que estd garantidamente fora da lista.

Para definir 35, especificamos todos os seus membros, isto é, especificamos
3(n) para todo n € ZT. Fazemos isso lendo a diagonal da matriz acima (daf
o nome “método diagonal”) e depois trocando cada 1 por 0 e cada 0 por 1.
De maneira mais abstrata, definimos §(n) como 0 ou 1 conforme o n-ésimo
membro da diagonal, s,(n), é 1 ou 0.

1 ses,(n)=0
1

s(n) =

0 sesp(n)

Se vocé prefere férmulas a definigdes por casos, também pode definir 5(n) =
1 —s,(n).

size-of-sets-complete rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 11


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

explanation

Claramente 5 é uma sequéncia infinita de Os e 1s, ja que é apenas a sequéncia
espelhada da sequéncia de Os e 1s que aparecem na diagonal de nossa matriz.
Assim § é um membro de B. Mas nao pode estar na lista s1, s, ... Por qué?

Nao pode ser a primeira sequéncia na lista, s;, porque difere de s; no
primeiro membro. Seja qual for s1(1), definimos 3(1) como o oposto. Nao pode
ser a segunda sequéncia na lista, porque s difere de sy no segundo elemento:
se s2(2) é 0, 5(2) é 1, e vice-versa. E assim por diante.

Mais precisamente: se S estivesse na lista, haveria algum k tal que 5 = si.
Duas sequéncias sao idénticas sse concordam em toda posigao, isto é, para
qualquer n, 35(n) = si(n). Em particular, tomando n = k como caso especial,
3(k) = si(k) teria de valer. si(k) é 0 ou 1. Se é 0, entéo 5(k) deve ser 1—¢
assim que definimos 5. Mas se si(k) = 1, de novo por causa da forma como
definimos 3, (k) = 0. Em ambos os casos 3(k) # s (k).

Comecamos supondo que hd uma lista de membros de B“, s1, s, ... A
partir dessa lista construimos uma sequéncia § que provamos nao poder estar
na lista. Mas ela definitivamente é uma sequéncia de Os e 1s se todos os s; sao
sequéncias de Os e 1s, isto é, 5 € B¥. Isso mostra em particular que nao pode
haver lista de todos os membros de B%, ja que para qualquer tal lista também
poderiamos construir uma sequéncia s garantidamente fora da lista, de modo
que a suposicao de que ha uma lista de todas as sequéncias em B“ leva a uma
contradicao. O

Esse método de prova é chamado de “diagonalizagao” porque usa a diagonal
da matriz para definir 5. A diagonalizacao nao precisa envolver a presenca de
uma matriz: podemos mostrar que conjuntos nao sao enumeravel usando uma
ideia semelhante mesmo quando nao ha matriz nem diagonal propriamente
dita.

Teorema siz.18. (Z™1) nao é enumerdvel.

Prova. Procedemos da mesma forma, mostrando que para toda lista de subcon-
juntos de Z* ha um subconjunto de Z* que nao pode estar na lista. Suponha
que a seguinte é uma lista dada de subconjuntos de Z*:

217Z27Z35"'

Agora definimos um conjunto Z tal que para qualquer n € Z*, n € Z sse
né¢ Zy: B
Z={neZ":n¢Z,} O

Z é claramente um conjunto de inteiros positivos, j& que por suposicio cada Z,
0 é, e assim Z € p(Z*). Mas Z nao pode estar na lista. Para mostrar isso,
estabeleceremos que para cada k € Zt, Z # Zj.

Seja k € ZT arbitrario. Definimos Z de modo que para qualquer n € Z7t,
n € Z ssen ¢ Z,. Em particular, tomando n =k, k € Z sse k ¢ Z;. Mas isso
mostra que Z # 7, j4 que k é um membro de um mas ndo do outro, e assim
Z e Z;, tém membros diferentes. Como k foi arbitrério, Z nio esta na lista 7,
Zay ...
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A prova precedente nao mencionou uma diagonal, mas vocé pode pensar
nela como envolvendo uma diagonal se a imaginar assim: imagine os conjuntos
Z1, Za, ..., escritos em uma matriz, onde cada membro j € Z; é listado
na j-ésima coluna. Digamos que os primeiros quatro conjuntos nessa lista sao
{1,2,3,...}, {2,4,6,...}, {1,2,5} e {3,4,5,...}. Entdo a matriz comecaria
com

Zy={1, 2, 3, 4, 5 6, ...}
Zy =A{ 2, 4, 6, ...}
Zs={1, 2, 5 }

}

Z4 = { 3a 4, 57 6)

Entéao Z é o conjunto obtido percorrendo a diagonal, deixando de fora quaisquer
numeros que aparecem ao longo da diagonal e incluindo aqueles j onde a matriz
tem uma lacuna na j-ésima linha/coluna. No caso acima, deixarfamos de fora
1 e 2, incluirfamos 3, deixariamos de fora 4, etc.

Problema siz.17. Mostre que p(N) é ndo enumerdvel por um argumento di-
agonal.

Problema siz.18. Mostre que o conjunto de funcdes f: Z*T — ZT é nao enu-
meravel por um argumento diagonal explicito. Isto é, mostre que se f1, fa, ...,
é uma lista de funcdes e cada f;: ZT — Z7T, entdo hé alguma f: Z+ — Z1 fora
dessa lista.

siz.7 Reducao

Esta secao prova a nao enumerabilidade por redugao, correspondendo
aos resultados na Secao siz.6. Uma versao alternativa, ligeiramente mais
condensada, correspondente aos resultados na Segao siz.12, é fornecida na
Secao siz.13.

Mostramos p(Z1) como nao enumeravel por um argumento de diagonalizagio.
J4 tinhamos uma prova de que B“, o conjunto de todas as sequéncias infi-
nitas de Os e 1s, é nao enumerdvel. Eis outra maneira de provar que o(Z™)
¢ nao enumeravel: mostre que se p(ZT) é enumerdvel, entao BY também é
enumerdvel. Como sabemos que B¥ nao é enumerdvel, (Z%) também nao
pode ser. Isso é chamado de reduzir um problema a outro—neste caso, re-
duzimos o problema de enumerar B* ao problema de enumerar p(Z"). Uma
solugdo para o ultimo—uma enumeragao de p(Z™)—daria uma solugao para o
primeiro—uma enumeragao de B«.

Como reduzimos o problema de enumerar um conjunto B ao de enumerar
um conjunto A? Fornecemos uma maneira de transformar uma enumeragao
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explanation

de A em uma enumeracao de B. A maneira mais facil de fazer isso é definir

uma fungdo sobrejetiva f: A — B. Se x1, =3, ... enumera A, entdo f(x7),
f(z2), ... enumeraria B. Em nosso caso, procuramos uma func¢ao sobrejetora
fipZT) — Bv.

Problema siz.19. Mostre que se hd uma funcao injetiva g: B — A, e B é nao
enumeravel, entdo A também é. Faga isso mostrando como vocé pode usar g
para transformar uma enumeracao de A em uma de B.

Prova do Teorema siz.18 por redugdo. Suponha que p(Z™) fosse enumeravel, e
portanto que ha uma enumeragao dele, 2y, Zs3, Z3, ...

Defina a fungao f: p(Z%) — B“ fazendo f(Z) ser a sequéncia s, tal que
sp(n) =1ssen € Z, e sg(n) =0 caso contrério. Isso define claramente uma
funcao, j4 que sempre que Z C Z%, qualquer n € Z* ou é um membro de Z
ou nao é. Por exemplo, o conjunto 2Z% = {2,4,6,...} dos pares positivos é
mapeado para a sequéncia 010101 . .., o conjunto vazio é mapeado para 0000 . ..
e o conjunto ZT para 1111....

Também é sobrejetiva: toda sequéncia de Os e 1s corresponde a algum con-
junto de inteiros positivos, nomeadamente aquele que tem como membros os
inteiros correspondentes as posicoes onde a sequéncia tem 1s. Mais precisa-
mente, suponha s € B. Defina Z C Z* por:

Z={neZ":s(n)=1}

Entao f(Z) = s, como pode ser verificado consultando a definigao de f.
Agora considere a lista

f(Zl)a f(ZQ), f(Zg), .

Como f é sobrejetiva, todo membro de B deve aparecer como valor de f para
algum argumento, e assim deve aparecer na lista. Essa lista portanto deve
enumerar todo B“.

Assim, se p(Z71) fosse enumerdvel, B¥ seria enumerdvel. Mas B“ é nao
enumerdvel (Teorema siz.17). Logo ©(Z*1) é ndao enumerdvel. O

E f4cil confundir a direcdo em que a reducio vai. Por exemplo, uma funcio
sobrejetiva g: BY — B ndo estabelece que B é nao enumerdvel. (Considere
g: B“ — B definida por g(s) = s(1), a funcdo que mapeia uma sequéncia de Os
e 1s para seu primeiro membro. Ela é sobrejetiva, porque algumas sequéncias
comegam com 0 e outras comegam com 1. Mas B é finito.) Note também que
a funcao f deve ser sobrejetiva, caso contrario o argumento nao se sustenta:
f(z1), f(z2), ... ndo estariam garantidos de incluir todos os membros de B.
Por exemplo,

h(n) =000...0
——

n Os

define uma funcao h: Z* — B, mas Z* é enumeravel.
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Problema siz.20. Mostre que o conjunto de todos os conjuntos de pares de
inteiros positivos é nao enumeravel por um argumento de redugao.

Problema siz.21. Mostre que o conjunto X de todas as fungoes f: N —
N é nao enumerdvel por um argumento de redugdo (Dica: dé uma fungao
sobrejetora de X para B«.)

Problema siz.22. Mostre que N“| o conjunto de sequéncias infinitas de niimeros
naturais, é nao enumeravel por um argumento de redugao.

Problema siz.23. Seja P o conjunto de fungoes do conjunto dos inteiros po-
sitivos para o conjunto {0}, e seja Q o conjunto de fungoes parciais do conjunto
dos inteiros positivos para o conjunto {0}. Mostre que P é enumerével e @ nao
é. (Dica: reduza o problema de enumerar B“ a enumerar Q).

Problema siz.24. Seja S o conjunto de todas as fungoes sobrejetivas do con-
junto dos inteiros positivos para o conjunto {0,1}, isto é, S consiste de todas
as sobrejetivas f: ZT — B. Mostre que S é nao enumeravel.

Problema siz.25. Mostre que o conjunto R de todos os ntimeros reais é nao
enumeravel.

siz.8 Equinumerosidade

sfrsizequ: 'Temos uma nocao intuitiva do “tamanho” dos conjuntos, que funciona bem
*°° para conjuntos finitos. E quanto aos infinitos? Se quisermos uma forma formal
de comparar os tamanhos de dois conjuntos de qualquer cardinalidade, é boa
ideia comecar por definir quando dois conjuntos tém o mesmo tamanho. Eis
Frege:

Se um garcom quer ter certeza de que pos exatamente tantas facas
quantos pratos sobre a mesa, ndo precisa contar nem uns nem ou-
tros, se simplesmente puser uma faca a direita de cada prato, de
modo que cada faca na mesa fique a direita de algum prato. Os
pratos e as facas ficam assim correlacionados de modo tunico, e de
fato por essa mesma relagao espacial. ( , , §70)

A intuigdo central desta passagem traduz-se numa defini¢do formal:

strsizequ:  Definicao siz.19. A é equinumeroso a B, escrevendo-se A &~ B, sse existir
comparisondef 1 a hijecao f: A — B.

sfrisizequ:  Proposigao siz.20. A relacao de equinumerosidade € uma relagdo de equi-
equinumerosityisequi 'Ualéncia/
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Prova. E preciso mostrar que a equinumerosidade é reflexiva, simétrica e tran-
sitiva. Sejam A, B e C conjuntos.

Reflezividade. A aplicagdo identidade Ids: A — A, com Id4(z) = = para
todo z € A, é uma bijecao. Logo A ~ A.

Simetria. Suponhamos A ~ B, isto é, que existe uma bijecao f: A — B.
Como f é bijetiva, a inversa f~! existe e também é bijetiva. Logo f~': B — A
é uma bijecao, pelo que B ~ A.

Transitividade. Suponhamos A ~ B e B =~ (, isto é, que existem bijecoes
f:A— Beg: B— C. Entao a composi¢ao go f: A — C é bijetiva, logo
A=C. O

Proposigao siz.21. Se A = B, entdo A é enumerdvel se e sé se B o é.

A prova seguinte usa Defini¢ao siz.4 se Secao siz.2 estiver incluida e
Definicao siz.27 caso contrério.

Prova. Suponhamos A ~ B, logo existe alguma bijecao f: A — B, e suponha-
mos que A é enumerdvel. Entdo ou A = ) ou existe uma fungao sobrejetiva
g: Z* — A. Se A = (), entao B = () também (caso contrério existiria um mem-
broy € B sem z € A com g(x) = y). Se, por outro lado, g: ZT — A for
sobrejetiva, entdo f o g: Z* — B é sobrejetiva. De fato, seja y € B. Como
f é sobrejetiva, existe x € A tal que f(z) = y. Como g é sobrejetiva, existe
n € Z* tal que g(n) = z. Logo,

(fog)(n) = flg(n)) = f(z) =y

e portanto f o g é sobrejetiva. Temos que f o g é uma enumeragao de B, logo
B é enumeravel.

Se B é enumeravel, obtemos que A é enumeravel repetindo o argumento
com a bijecao f~': B — A em lugar de f. O

Problema siz.26. Mostre que, se A~ Ce B~ D,e ANB=CND = {,
entdo AUB~ CUD.

Problema siz.27. Mostre que, se A ¢é infinito e enumeravel, entao A ~ N.

siz.9 Conjuntos de Tamanhos Diferentes e o Teorema de
Cantor

Apresentamos uma formulagdo precisa da ideia de que dois conjuntos tém o
mesmo tamanho. Também podemos precisar a ideia de que um conjunto é
menor que outro. A nossa definigdo de “é menor do que (ou equinumeroso)”
exigird, em vez de uma bijecao entre os conjuntos, uma injecao do primeiro

para o segundo. Se tal fungao existir, o tamanho do primeiro conjunto é menor
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ou igual ao do segundo. Intuitivamente, uma injecao de um conjunto em ou-
tro garante que a imagem da funcao tem pelo menos tantos membros quanto
o dominio, pois nao ha dois membros do dominio que vao parar ao mesmo
membro da imagem.

Definigao siz.22. A ndo € maior do que B, escrevendo-se A < B, sse existir
uma injecao f: A — B.

E claro que isto é uma relagao reflexiva e transitiva, mas nao simétrica (fica
como exercicio). Podemos ainda introduzir uma nogao que diz que um conjunto
é (estritamente) menor que outro.

Definigao siz.23. A é menor do que B, escrevendo-se A < B, sse existir
uma injecao f: A — B mas nao existir bijecao g: A — B, isto é, A < B e
A% B.

E claro que esta relacdo é irreflexiva e transitiva. (Também fica como
exercicio.) Com esta notagdo, um conjunto A é enumerdvel sse A < N, e
A é nao enumerdvel sse N < A. Isto permite reformular o Teorema siz.32 como
a observacao de que N < p(N). De fato, ( ) provou que este dltimo
ponto é completamente geral:

Teorema siz.24 (Cantor). A < p(A), para qualquer conjunto A.

Prova. A aplicacao f(x) = {x} é uma injecao f: A — p(A), pois se z # y,
entdo também {x} # {y} por extensionalidade, logo f(z) # f(y). Temos pois
A = p(A4).

Apresentamos a prova longa se Secao siz.6 estiver presente; caso
contrario, uma prova mais curta alinhada com a Segao siz.12.

Mostraremos agora que nao pode existir fungao sobrejetiva g: A — p(A),
quanto mais bijetiva, e portanto que A % p(A). Suponhamos que g: A — p(A).
Como g é total, todo x € A é mapeado para um subconjunto g(z) C A.
Podemos mostrar que g nao pode ser sobrejetora. Para isso, definimos um
subconjunto A C A que, por definicio, ndo pode estar no contradominio de g.

Seja B
A={reAd:z¢gx)}.

Como g(z) estd definido para todo x € A, A é claramente um subconjunto
bem definido de A. Mas nao pode estar no contradominio de g. Seja z € A
arbitrario; mostramos que A # g(x). Se x € g(x), entdo ndo satisfaz = ¢
g(z), logo, pela definicdo de A, temos x ¢ A. Se x € A, tem de satisfazer a
propriedade definidora de A, isto é, z € A e x ¢ g(z). Como x era arbitrario,
isto mostra que, para cada x € A, x € g(z) sse v ¢ A, logo g(z) # A. Em
outras palavras, A ndo pode estar no contradominio de g, o que contradiz a

suposicao de que g é sobrejetora. O
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explanation

E instrutivo comparar a prova do Teorema siz.24 com a do Teorema siz.18.
Ali mostramos que, para qualquer lista Z;, Zo, ..., de subconjuntos de Z*,
se pode construir um conjunto Z de nimeros garantidamente fora da lista.
Estava garantido que ndo estava na lista porque, para todo n € Z*, n € Z,
sse n ¢ Z. Assim, ha sempre algum niimero que é um membro de um entre Z,,
ou Z mas nio do outro. Seguimos a mesma ideia aqui, exceto que os indices n
sdo agora membros de A em vez de Z1. O conjunto A estd definido de modo
a diferir de g(z) para cada x € A, porque x € g(z) sse z ¢ A. De novo, hi
sempre um membro de A que é um membro de um entre g(z) e A mas nao do
outro. E tal como Z portanto nio pode estar na lista Z1, Z, ..., A ndo pode
estar no contradominio de g.

E instrutivo comparar a prova do Teorema siz.24 com a do Teorema siz.32.
Ali mostramos que, para qualquer lista Ny, N1, Na, ..., de subconjuntos de N,
podemos construir um conjunto D de nimeros garantidamente fora da lista.
Estava garantido que ndo estava na lista porque n € N, sse n ¢ D, para
todo n € N. Seguimos a mesma ideia aqui, exceto que os indices n sao agora
membros de A em vez de N. O conjunto D esta definido de modo a diferir
de g(z) para cada = € A, porque x € g(z) sse x ¢ D.

A prova vale também a pena comparar com a do Paradoxo de Russell, 77.
De fato, o Teorema de Cantor foi a inspiragao para o paradoxo de Russell.

Problema siz.28. Mostre que nao pode existir uma injecao g: p(4) — A,
para qualquer conjunto A. Sugestdo: suponha g: p(A4) — A injetiva. Consi-
dere D = {¢g(B) : B C Aeg(B) ¢ B}. Sejaxz = g(D). Use o fato de g ser
injetiva para obter uma contradicao.

siz.10 A Nocgao de Tamanho e Schroder-Bernstein

Eis um pensamento intuitivo: se A nao é maior do que B e B nao é maior do que
A, entao A e B sao equinumerosos. Sejamos honestos: se isto estivesse errado,
dificilmente poderiamos justificar que a nogao definida de equinumerosidade
tem a ver com comparacoes de “tamanhos” entre conjuntos. Felizmente, o
pensamento intuitivo esta certo. Isto justifica-se pelo Teorema de Schroder-
Bernstein.

Teorema siz.25 (Schréder-Bernstein). Se A <X B e B < A, entio A = B.

Em outras palavras, se existir uma injecao de A para B e uma injecao de
B para A, entao existe uma bijecao de A para B.

Este resultado é, contudo, realmente bastante dificil de provar. De fato,
embora Cantor o tivesse enunciado, outros provaram-no.! Por agora, pode (e
deve) aceité-lo como verdadeiro.

Felizmente, Schroder-Bernstein é correto e legitima pensarmos nas relagoes
que definimos, isto é, A ~ B e A < B, como tendo a ver com “tamanho”. Além
disso, Schroder-Bernstein é muito wtil. Pode ser dificil imaginar uma bijegao

1Para mais sobre a histéria, ver por exemplo ( , pp- 165-6).
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entre dois conjuntos equinumerosos. O Teorema de Schréder-Bernstein permite
decompor a comparacao em casos em que sO precisamos de uma injecao do
primeiro para o segundo e vice-versa.

As segoes Secao siz. 11, Secao siz.12, Segao siz.13 sdo versoes alternativas
da Secao siz.2, Segao siz.6, Secao siz.7 de Tim Button para uso em seu texto
Open Set Theory. Sao um pouco mais avancadas e usam uma definigao
diferente de enumerabilidade mais adequada em um contexto de teoria dos
conjuntos (isto é, bijegdo com N ou um segmento inicial, em vez de ser
listavel ou ser a imagem de uma fungao sobrejetora de ZT).

siz.11 Enumeracgoes e Conjuntos Enumeraveis

sfr:siz:enm-alt:
sec

Esta segao define enumeragoes como bijegbes com (segmentos iniciais)
de N, como se faz em teoria dos conjuntos. Por isso difere ligeiramente das
definigoes em Secao siz.2 e repete os exemplos dessa segao. E também um
pouco mais concisa.

Podemos especificar um conjunto finito simplesmente enumerando os seus mem-
bros. Fazemo-lo quando definimos um conjunto assim:

A= {al,a2a~"7an}'

Supondo que os membros aq, ..., a, sao todos distintos, obtemos uma bijecao
entre A e os primeiros n nimeros naturais 0, ..., n — 1. Reciprocamente, como
todo o conjunto finito tem apenas finitos membros, todo o conjunto finito pode
ser posto nessa correspondéncia. Em outras palavras, se A é finito, existe
uma bijecao entre A e {0,...,n — 1}, onde n é o niimero de membros de A.
Se admitirmos certos tipos de conjuntos infinitos, admitiremos também que
alguns conjuntos infinitos possam ser enumerados. Podemos precisar isto di-
zendo que um conjunto infinito é enumerado por uma bijecao entre ele e todo

o N.

Definicao siz.26 (Enumeracao, no sentido conjuntista). Uma enumeracdao
de um conjunto A é uma bijecao cujo contradominio é A e cujo dominio é ou
um conjunto inicial de nimeros naturais {0, 1,...,n} ou todo o conjunto dos
nimeros naturais N.

Ha uma base intuitiva para este uso da palavra enumeracao. Dizer que explanation
enumeramos um conjunto A é dizer que existe uma bijecao f que nos permite

contar os elementos do conjunto A. O elemento de indice 0 é f(0), o de indice 1
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3

é f(1), ...o de indice n é f(n)....? O raciocinio fica ainda mais claro com o
seguinte:

Definigao siz.27. Um conjunto A é enumerdvel se e s6 se A = () ou existe strsiz:enm-alt:
uma enumeracao de A. Dizemos que A é nao enumeravel se e s6 se A ndo é defrienumerable
enumeravel.

explanation Logo um conjunto é enumeravel se e s6 se é vazio ou se podemos usar uma
enumeracao para contar os seus membros.

Exemplo siz.28. Uma fungao que enumera os nimeros naturais é simples-
mente a func¢do identidade Idy: N — N dada por Idy(n) = n. Uma fungao que
enumera os nimeros naturais positivos, Nt = N\ {0}, é a fungdo g(n) =n+1,
isto é, a funcao sucessora.

Problema siz.29. Mostre que um conjunto A é enumerdvel se e s6 se A = (}
ou existe uma sobrejecao f: N — A. Mostre que A é enumerdavel se e s6 se
existe uma injecao g: A — N.

Exemplo siz.29. As fungoes f: N— N e g: N — N dadas por
fn)y=2ne
g(n)=2n+1

enumeram, respectivamente, os nimeros naturais pares e os {mpares. Mas
nenhuma é sobrejetiva, logo nenhuma é uma enumeracao de N.

Problema siz.30. Defina uma enumeracao dos quadrados perfeitos 1, 4, 9,
16, ...

Exemplo siz.30. Seja [z] a funcdo teto, que arredonda z por excesso para o
inteiro mais préximo. Entao a funcao f: N — Z dada por:

fn)=(=1)"[3]
enumera o conjunto dos inteiros Z do seguinte modo:
fO) f@) £ fB3) f@4) f(5) f(6)
21 —[z1 31 -3 [e] -3 [3]
0 -1 1 -2 2 -3 3

Repare como f gera os valores de Z “saltitando” entre inteiros positivos e
negativos. Também se pode ver f definida por casos assim:

z se n é par

n)=1<2
fm) —ntl ge n 6 fmpar

2Sim, contamos a partir de 0. Claro que também poderfamos comecar em 1. N&o faria
grande diferenca. Bastaria substituir N por Z*.
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sfr:siz:nen-alt:

thm:nonenum-bin-omega

Problema siz.31. Mostre que se A e B sdo enumeraveis, entdo AUB também

e.

Problema siz.32. Mostre por inducdo em n que se Ay, Ao, ..., A, sdo todos
enumeraveis, entao A; U---U A,, também é.

siz.12 Conjuntos Nao Enumeraveis

Esta se¢do prova a nao enumerabilidade de B¥ e de p(N) usando as
definigbes na Secao siz.11, isto é, exigindo uma bijecao com N em vez de
uma sobrejecao a partir de Z+.

O conjunto N dos nimeros naturais € infinito. Também é trivialmente enu-
meravel. O fato notavel, porém, é que existem conjuntos ndo enumerdveis,
isto é, conjuntos que ndo sdo enumeraveis (ver Definigao siz.27).

Isto pode surpreender. Afinal, dizer que A é nao enumerdvel é dizer que
ndo existe bijecao f: N — A; isto é, nenhuma funcao que mapeie os infinitos
membros de N para A esgota todo A. Logo, se A é nao enumeravel, ha “mais”
membros em A do que nimeros naturais.

Para provar que um conjunto é nao enumeravel, é preciso mostrar que nao
pode existir uma bijecao adequada. A melhor forma é mostrar que qualquer
tentativa de enumerar membros de A tem de deixar pelo menos um membro de
fora; isto mostra que nenhuma funcao f: N — A é sobrejetiva. Uma estratégia
geral para o estabelecer é usar o método diagonal de Cantor. Dada uma lista
de membros de A, digamos x1, 9, ..., construimos outro membro de A que,
pela sua construcao, nao pode estar nessa lista.

Tudo isto compreende-se melhor com um exemplo. O nosso primeiro exem-
plo é o conjunto B“ de todas as cadeias infinitas de Os e 1s. (O simbolo ‘B’
significa binario, e podemos pensar nele como o conjunto de dois elementos

{0,1}.)

Teorema siz.31. B“ € ndao enumerdvel.

Prova. Considere-se qualquer enumeracao de um subconjunto de B¥. Temos
entao uma lista sg, s1, s2, ... em que cada s, é uma cadeia infinita de Os e 1s.
Seja s, (m) o m-ésimo digito da cadeia s,,. Podemos pois pensar na lista como
uma matriz, colocando s, (m) na n-ésima linha e m-ésima coluna:

1 2 3
0| s0(0) | so(l) | s0(2) | s0(3)
1 81(0) Sl(l) 81(2) 81(3)
2| 52(0) | s2(1) | s2(2) | s2(3)
3| 53(0) | ss(1) | s3(2) | ss(3)
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explanation

explanation

Construiremos agora uma cadeia infinita, d, de 0s e 1s que né@o estd nesta
lista, especificando cada uma das suas entradas, isto é, d(n) para todo n €
N. Intuitivamente, lemos a diagonal da matriz acima (dai o nome “método
diagonal”) e trocamos cada 0 por 1 e cada 1 por 0. De modo mais abstrato,
definimos d(n) como 0 ou 1 consoante o n-ésimo membro da diagonal, s,(n),
seja 1 ou 0, isto é:

1

0

Claramente d € B%, pois é uma cadeia infinita de Os e 1s. Mas construimos d
de modo que d(n) # s,(n) para qualquer n € N, isto é, d difere de s, na sua
n-ésima entrada. Logo d # s, para qualquer n € N, pelo que d nao pode estar
na lista sg, s1, So, ...

Mostramos assim que, dada uma enumeragao arbitraria de algum subcon-
junto de B“, ela omite algum membro de B¥. Logo nao existe enumeragao do
conjunto B¥, isto é, B¥ é nao enumeravel. O]

se sp(n) =0

d(n) = )

se sp(n)

Este método de prova chama-se “diagonalizacao” porque usa a diagonal da
matriz para definir d. Contudo, a diagonalizagao nao exige necessariamente
uma matriz. De fato, podemos mostrar que um conjunto é nao enumeravel por
uma ideia semelhante mesmo quando nao hé matriz nem diagonal literal. O
resultado seguinte ilustra como.

Teorema siz.32. p(N) nao é enumerdvel.

Prova. Procedemos da mesma forma, mostrando que qualquer lista de subcon-
juntos de N omite algum subconjunto de N. Suponhamos, pois, que temos uma
lista Ng, N1, Na, ... de subconjuntos de N. Definimos um conjunto D assim:
n€ D ssen ¢ Ny:

D={neN:n¢N,}

Claramente D C N. Mas D nao pode estar na lista: por construgdo, n € D sse
n & Np, logo D # N,, para qualquer n € N. O

A prova precedente nao mencionou uma diagonal. Ainda assim, pode
pensar-se nela como envolvendo uma diagonal, imaginando os conjuntos Ny,
Ny, ... dispostos numa matriz em que escrevemos N, na n-ésima linha co-
locando m na m-ésima coluna sse m € N,. Por exemplo, se os primeiros
quatro conjuntos da lista sdo {0,1,2,...}, {1,3,5,...},{0,1,4} e {2,3,4, ...},
a matriz comecaria com

N0:{07 17 2) }
le{ 17 37 57 }
N2:{07 ]-, 4 }
Ns={ 2, 3, 4, )
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Entao D é o conjunto obtido percorrendo a diagonal, pondo n € D sse n
ndo esta na diagonal. No caso acima, excluiriamos 0 e 1, incluiriamos 2, ex-
cluirfamos 3, etc.

Problema siz.33. Mostre que o conjunto de todas as fungoes f: N — N é nao
enumeravel por um argumento diagonal explicito. Isto é, mostre que, se f1, fo,

é uma lista de fungoes e cada f;: N — N, entao existe alguma g: N - N
que nao esta nesta lista.

siz.13 Reducgao

Esta secao prova a nao enumerabilidade por reducao, alinhada com
os resultados na Secao siz.12. Uma versao alternativa, ligeiramente mais
elaborada, alinhada com os resultados na Secao siz.6, encontra-se na
Secao siz.7.

Provamos que B“ é nao enumeravel por um argumento de diagonalizacao. Usa-
mos um argumento semelhante para mostrar que p(N) é nao enumeravel. H4
outra forma de provar que p(N) é nao enumerdvel: mostrar que se p(N) €
enumerdvel entao BY também € enumerdvel. Como sabemos que B é nao
enumeravel, segue que p(N) também o é.

Isto chama-se reduzir um problema a outro. Neste caso, reduzimos o pro-
blema de enumerar B¥ ao problema de enumerar p(N). Uma solugdo para este
ultimo—uma enumeracao de p(N)—daria uma solugdo para o primeiro—uma
enumeragao de B¥.

Para reduzir o problema de enumerar um conjunto B ao de enumerar um
conjunto A, indicamos uma forma de transformar uma enumeragao de A numa
enumeracao de B. A forma mais simples é definir uma sobrejecao f: A — B.
Se 1, T2, ... enumeram A, entdo f(x1), f(z2), ... enumerariam B. No nosso
caso, procuramos uma sobrejecao f: p(N) — BY.

Problema siz.34. Mostre que, se existir uma fun¢ao injetiva g: B — A, e
B for nao enumeravel, entdo A também o é. Faga-o mostrando como pode
usar ¢ para transformar uma enumeracao de A numa de B.

Prova do Teorema siz.32 por redugdo. Para a redugdo, suponhamos que p(N)
é enumeravel e portanto que existe uma enumeragao Ny, Na, N3, ...

Definimos a funcao f: (N) — B“ pondo f(N) igual & cadeia s tal que
sk(n) =1ssen € N, e si(n) =0 caso contrério.

Isto define claramente uma funcao, pois sempre que N C N, qualquer n € N
ou é um membro de N ou néo é. Por exemplo, o conjunto 2N = {2n : n €
N} = {0,2,4,6,...} dos naturais pares é mapeado para a cadeia 1010101 .. .;
() é¢ mapeado para 0000...; N é mapeado para 1111....
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Também é sobrejetiva: toda a cadeia de Os e 1s corresponde a algum con-
junto de niimeros naturais, nomeadamente aquele que tem como membros os
naturais nas posigoes em que a cadeia tem um 1. Com mais precisao, se s € B¥,
defina-se N C N por:

N={neN:s(n)=1}

Entao f(N) = s, como se verifica consultando a defini¢do de f.
Consideremos agora a lista

f(N1), f(N2), f(N3), ...

Como f é sobrejetiva, todo o membro de B“ tem de aparecer como valor
de f para algum argumento, e portanto na lista. Esta lista teria de enumerar
todo B“.

Logo, se p(N) fosse enumerdvel, B¥ seria enumerdvel. Mas B¥ é nao enu-
merdvel (Teorema siz.31). Logo p(N) é nao enumeravel. O

Problema siz.35. Mostre que o conjunto X de todas as funcoes f: N — N
é nao enumerdvel por um argumento de reducao (Sugestao: dé uma fungao
sobrejetora de X para B.)

Problema siz.36. Mostre que o conjunto de todos os conjuntos de pares de
numeros naturais, isto é, (N x N), é nao enumeravel por um argumento de
reducao.

Problema siz.37. Mostre que N“ o conjunto das sequéncias infinitas de
nimeros naturais, € nao enumerdvel por um argumento de redugao.

Problema siz.38. Seja S o conjunto de todas as sobrejecoes de N para o
conjunto {0, 1}, isto é, S consiste em todas as sobrejegoes f: N — B. Mostre

que S é nao enumeravel.

Problema siz.39. Mostre que o conjunto R de todos os nimeros reais é nao
enumeravel.

Créditos das Imagens
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