Parte 1

Teoria Ingénua dos Conjuntos



The material in this part is an introduction to basic naive set theory.
With the inclusion of Tim Button’s Teoria dos Conjuntos Aberta, this
also covers the construction of number systems, and discussion of infinity,
which are not required for the logical parts of the OLP.
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Capitulo 1

Conjuntos

1.1 Extensionalidade

Um conjunto é uma colecao de objetos, considerada como um tnico objeto.
Os objetos que compGem o conjunto chamam-se elementos ou membros do
conjunto. Se z é um membro de um conjunto A, escrevemos x € A; caso
contrario, escrevemos x ¢ A. O conjunto que nao tem membros chama-se o
conjunto vazio e denota-se “()”.

Nao importa como especificamos o conjunto, ou como ordenamos oS seus
membros, ou mesmo quantas vezes contamos os seus membros. Sé importa
quais sao os seus membros. Codificamos isto no principio seguinte.

Definicao 1.1 (Extensionalidade). Se A e B séo conjuntos, entdo A = B
se e 86 se todo membro de A é também um membro de B, e vice-versa.

A extensionalidade autoriza certa notacao. Em geral, quando temos objetos
ai, ..., an, entdo {ai,...,a,} é o conjunto cujos membros sdo ai,...,an.
Enfatizamos a palavra “0”, pois a extensionalidade nos diz que s6 pode haver
um tal conjunto. De fato, a extensionalidade também autoriza o seguinte:

{a,a,b} = {a,b} = {b,a}.

Isto traduz a ideia de que, quando consideramos conjuntos, nao nos importa a
ordem dos seus membros, nem quantas vezes sao especificados.

Exemplo 1.2. Sempre que temos varios objetos, podemos reuni-los num con-
junto. O conjunto dos irmaos de Richard, por exemplo, é um conjunto que
contém uma pessoa, e podemos escrevé-lo como S = {Ruth}. O conjunto dos
inteiros positivos menores que 4 é {1,2, 3}, mas também se pode escrever como
{3,2,1} ou mesmo como {1,2,1,2,3}. Sdo todos o mesmo conjunto, pela ex-
tensionalidade. De fato, todo membro de {1,2,3} é também um membro de
{3,2,1} (e de {1,2,1,2,3}), e vice-versa.

Com frequéncia especificaremos um conjunto por alguma propriedade que
os seus membros compartilham. Usaremos a seguinte notagao abreviada para
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isso: {z : ¢(z)}, onde ¢(z) representa a propriedade que x tem de satisfazer
para ser contado entre os membros do conjunto.

Exemplo 1.3. No nosso exemplo, também poderiamos ter especificado .S como
S = {x: x é irmao de Richard}.

Exemplo 1.4. Diz-se que um numero é perfeito se e sé se for igual & soma dos
seus divisores préprios (isto é, niimeros que o dividem sem resto mas nao sao
iguais ao préprio nimero). Por exemplo, 6 é perfeito porque os seus divisores
prépriossao 1, 2, e 3, e 6 = 1+2+3. De fato, 6 é o tinico inteiro positivo menor
que 10 que é perfeito. Assim, usando a extensionalidade, podemos dizer:

{6} = {x : x é perfeito e 0 < x < 10}

Lemos a notagao a direita como “o conjunto dos x tais que x é perfeito e
0 <z <10”. A identidade aqui confirma que, quando consideramos conjuntos,
nao nos importa como sao especificados. E, mais em geral, a extensionalidade
garante que h& sempre apenas um conjunto dos = tais que ¢(x). Logo, a
extensionalidade justifica chamar a {z : ¢(x)} o conjunto dos z tais que ¢(z).

A extensionalidade nos d4 um modo de mostrar que conjuntos sao idénticos:
para mostrar que A = B, mostre que sempre que x € A entdo também x € B,
e sempre que y € B entao também y € A.

Problema 1.1. Prove que hd no maximo um conjunto vazio, isto é, mostre
que se A e B sao conjuntos sem membros, entao A = B.

1.2 Subconjuntos e conjuntos poténcia

Com frequéncia quereremos comparar conjuntos. E um tipo ébvio de com-
paracao que se pode fazer é o seguinte: tudo o que estd num conjunto estd
também no outro. Esta situagao é suficientemente importante para introduzir-
mos nova notagao.

Definigao 1.5 (Subconjunto). Se todo membro de um conjunto A é também
um membro de B, entdo dizemos que A é um subconjunto de B, e escrevemos
A C B. Se A nao é subconjunto de B, escrevemos A & B. Se A C B mas
A # B, escrevemos A C B e dizemos que A é um subconjunto prdprio de B.

Exemplo 1.6. Todo conjunto é subconjunto de si préprio, e () é subconjunto
de todo conjunto. O conjunto dos ntmeros naturais pares é subconjunto do
conjunto dos nidmeros naturais. Também {a,b} C {a,b,c}. Mas {a,b, e} nao é
subconjunto de {a, b, c}.

Exemplo 1.7. O nimero 2 é um membro do conjunto dos inteiros, ao passo
que o conjunto dos numeros pares é subconjunto do conjunto dos inteiros.
Contudo, um conjunto pode tanto ser um membro quanto subconjunto de
algum outro conjunto, por exemplo, {0} € {0,{0}} e também {0} C {0,{0}}.
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A extensionalidade d4 um critério de identidade para conjuntos: A = B
se e s6 se todo membro de A é também um membro de B e vice-versa. A
defini¢ao de “subconjunto” define A C B precisamente como a primeira metade
deste critério: todo membro de A é também um membro de B. Claro que a
definicao também se aplica se trocarmos A e B: isto é, B C A se e s6 se todo
membro de B é também um membro de A. E isso, por sua vez, é exatamente a
parte “vice-versa” da extensionalidade. Em outras palavras, a extensionalidade
implica que conjuntos sao iguais se e s se sao subconjuntos um do outro.

Proposigao 1.8. A=B seesdse ACBeBCA.

Agora é também boa ocasido para introduzir mais alguma notacédo 1til. Ao
definir quando A é subconjunto de B dissemos que “todo membro de Aé...,”
e preenchemos os “...” com “um membro de B”. Mas esta é uma forma tao
comum de expressao que convém introduzir notacao formal para ela.

Definicao 1.9. (Vz € A)p abrevia Vaz(z € A — ¢). Do mesmo modo, (Jz €
A)p abrevia Jz(z € AN ).

Com esta notagao, podemos dizer que A C B se e s6 se (Vo € A)x € B.
Passamos agora a considerar um certo tipo de conjunto: o conjunto de todos
os subconjuntos de um dado conjunto.

Definicao 1.10 (Conjunto poténcia). O conjunto constituido por todos os
subconjuntos de um conjunto A chama-se o conjunto poténcia de A, e denota-se

p(A).
p(4) = {B: B C 4}
Exemplo 1.11. Quais sdo todos os subconjuntos possiveis de {a,b,c}? Sao:

0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}. O conjunto de todos estes
subconjuntos é p({a,b, c}):

p({a,b,c}) = {0,{a}, {0}, {c}, {a, b}, {b,c},{a, c},{a,b,c}}
Problema 1.2. Liste todos os subconjuntos de {a,b, ¢, d}.

Problema 1.3. Mostre que se A tem n membros, entdo p(A) tem 2™ membros.

1.3 Alguns Conjuntos Importantes

Exemplo 1.12. Trabalharemos sobretudo com conjuntos cujos membros sao
objetos matematicos. Quatro desses conjuntos sao tao importantes que tém
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nomes especificos:

N={0,1,2,3,...}
o conjunto dos nimeros naturais
Z={..,-2-1,01,2,..}
o conjunto dos niimeros inteiros
Q={"n:m,ne€Zen#0}
o conjunto dos numeros racionais
R = (—00,00)

o conjunto dos nimeros reais (o continuo)

Sao todos conjuntos infinitos, isto é, cada um tem infinitos membros.

A medida que percorremos estes conjuntos, vamos acrescentando mais nimeros

ao nosso repertério. De fato, deve ficar claro que N C Z C Q C R: afinal, todo
nimero natural é um inteiro; todo inteiro é racional; e todo racional é real.
Igualmente, deve ficar claro que N C Z C @, pois —1 ¢é inteiro mas nao natural,
e 1/2 é racional mas néo inteiro. E menos 6bvio que Q C R, isto é, que ha
nimeros reais que nao sao racionais.

Também usaremos por vezes o conjunto dos inteiros positivos ZT = {1,2,3, ...

e o conjunto que contém apenas os dois primeiros naturais B = {0, 1}.

Exemplo 1.13 (Cadeias). Outro exemplo interessante é o conjunto A* das
cadeias finitas sobre um alfabeto A: qualquer sequéncia finita de elementos
de A é uma cadeia sobre A. Incluimos a cadeia vazia A entre as cadeias sobre A,
para todo alfabeto A. Por exemplo,

B* = {4,0,1,00,01, 10, 11,
000, 001,010,011, 100, 101,110, 111, 0000, . . .}.

Se x = x1...x, € A* é uma cadeia constituida por n “letras” de A, entao
dizemos que o comprimento da cadeia é n e escrevemos len(x) = n.

Exemplo 1.14 (Sequéncias infinitas). Para qualquer conjunto A podemos
também considerar o conjunto A“ das sequéncias infinitas de membros de A.
Uma sequéncia infinita ajasagay . . . consiste numa lista infinita numa sé direcao
de objetos, cada um dos quais é um membro de A.

1.4 Unioes e Intersecoes

Na Secao 1.1, introduzimos definigoes de conjuntos por abstragao, isto é, de-
finigdes da forma {z : p(z)}. Aqui invocamos alguma propriedade ¢, e essa
propriedade pode mencionar conjuntos que j& definimos. Assim, por exemplo,
se A e B sdo conjuntos, o conjunto {x : x € AV x € B} consiste em todos
aqueles objetos que sdo membros de A ou de B, isto é, é o conjunto que retne
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os membros de A e B. Podemos visualizar isto como na Figura 1.1, onde a
area realgada indica os membros dos dois conjuntos A e B juntos.

-
f—
—

-,

Figura 1.1: A unido A U B de dois conjuntos é o conjunto dos membros de A
juntamente com os de B.

sfr:set:uni:

fig:union Esta operagao sobre conjuntos—combina-los—¢é muito 1til e comum, e por
isso damos-lhe um nome formal e um simbolo.

Definigao 1.15 (Unido). A unido de dois conjuntos A e B, escrita AU B, é
o conjunto de todas as coisas que sdo membros de A, de B, ou de ambos.

AUB={z:z € AVz € B}

Exemplo 1.16. Como a multiplicidade de membros nao importa, a uniao de
dois conjuntos que tém um membro em comum contém esse membro apenas
uma vez, por exemplo, {a,b,c} U {a,0,1} = {a,b,c,0,1}.

A unido de um conjunto com um dos seus subconjuntos é simplesmente o
conjunto maior: {a,b,c}U{a} = {a,b,c}.

A unido de um conjunto com o conjunto vazio é idéntica ao conjunto:

{a,b,c} UD = {a,b,c}.

Problema 1.4. Prove que se A C B, entao AU B = B.

explanation

Também podemos considerar uma operagao “dual” a uniao. Ea operagao
que forma o conjunto de todos os membros que sdo membros de A e sdo também
membros de B. Esta operagao chama-se interse¢ao, e pode representar-se como
na Figura 1.2.
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Figura 1.2: A intersecdo A N B de dois conjuntos é o conjunto dos membros
que tém em comum.

sfr:set:uni:
Definicao 1.17 (Intersegao). A intersecao de dois conjuntos A e B, escrita fig:intersection
AN B, é o conjunto de todas as coisas que sdo membros de ambos A e B.

ANB={z:x€ ANz € B}

Dois conjuntos dizem-se disjuntos se a sua intersecao é vazia. Isso significa que
nao tém membros em comum.

Exemplo 1.18. Se dois conjuntos nao tém membros em comum, a sua in-
tersecao é vazia: {a,b,c} N{0,1} = 0.

Se dois conjuntos tém membros em comum, a sua interse¢ao é o conjunto
de todos esses membros: {a,b,c} N {a,b,d} = {a,b}.

A intersec¢do de um conjunto com um dos seus subconjuntos é simplesmente
o conjunto menor: {a,b,c} N{a,b} = {a,b}.

A intersegao de qualquer conjunto com o conjunto vazio é vazia: {a,b,c} N

0=0.
Problema 1.5. Prove rigorosamente que se A C B, entdo AN B = A.

explanation Também podemos formar a uniao ou a intersecao de mais de dois conjuntos.
Uma forma elegante de tratar disso em geral é a seguinte: suponhamos que
reunimos num tunico conjunto todos os conjuntos dos quais queremos formar
a unido (ou a interse¢do). Entdo podemos definir a unido de todos os nossos
conjuntos originais como o conjunto de todos os objetos que pertencem a pelo
menos um membro desse conjunto, e a intersegao como o conjunto de todos os
objetos que pertencem a todo membro desse conjunto.

Definigao 1.19. Se A é um conjunto de conjuntos, entdo |J A é o conjunto
dos membros dos membros de A:

U A = {x : x pertence a um membro de A}, isto é,

= {x : existe um B € A tal que z € B}
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Definigdo 1.20. Se A é um conjunto de conjuntos, entdo [ A é o conjunto
dos objetos que todos os elementos de A tém em comum:

m A = {x : x pertence a todo membro de A}, isto é,
= {z : para todo B € A,z € B}
Exemplo 1.21. Suponha A = {{a,b},{a,d, e},{a,d}}. Entdo|JA = {a,b,d, e}
e A=/{a}.
Problema 1.6. Mostre que se A é um conjunto e A € B, entdo A C |JB.

Também poderfamos fazer o mesmo para uma sequéncia de conjuntos A,

Ao, ...

U A; = {x : x pertence a um dos 4;}
i

m A; = {x : x pertence a todos os A;}.

i
Quando temos um 7ndice de conjuntos, isto é, algum conjunto I tal que
consideramos A; para cada i € I, podemos também usar estas abreviaturas:

Udi=fAizien;

NAi=({Ai:iel}

il
Finalmente, podemos querer pensar no conjunto de todos os membros em A
que nao estao em B. Podemos representa-lo como na Figura 1.3.

Figura 1.3: A diferenca A\ B de dois conjuntos é o conjunto dos membros de A
que nao sao também membros de B.

sfr:set:uni:

aifference Definicao 1.22 (Diferencga). A diferenca de conjuntos A \ B é o conjunto
de todos os membros de A que nao sao também membros de B, isto é,

A\B={xz:x€ Aex ¢ B}.

Problema 1.7. Prove que se A C B, entdao B\ A # 0.
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explanation

1.5 Pares, Tuplas, Produtos Cartesianos

Da extensionalidade segue-se que os conjuntos nao tém ordem entre 0s Seus sfriset:pai:
elementos. Por isso, se queremos representar ordem, usamos pares ordenados *°
(x,y). Num par nao ordenado {z,y}, a ordem nao importa: {z,y} = {y,z}.
Num par ordenado, importa: se x # y, entao (x,y) # (y,x).

Como devemos pensar os pares ordenados na teoria dos conjuntos? O es-
sencial é preservar a ideia de que pares ordenados sao idénticos se e sé se
compartilham o mesmo primeiro elemento e o mesmo segundo elemento, isto
é:

(a,b) = {c,d) seesésea=ceb=d.

Podemos definir pares ordenados na teoria dos conjuntos usando a definicao de
Wiener-Kuratowski.

Defini¢ao 1.23 (Par ordenado). (a,b) = {{a}, {a,b}}. sfriset:pai:

wienerkuratowski
Problema 1.8. Usando Definicao 1.23, prove que {(a,b) = {(c,d) se e s6 se
a=ceb=d.

Tendo fixado uma definigao de par ordenado, podemos usa-la para definir
outros conjuntos. Por exemplo, por vezes queremos sequéncias ordenadas de
mais de dois objetos, p.ex., triplos (z,y,z), quddruplos (z,y, z,u), e assim por
diante. Podemos pensar nos triplos como pares ordenados especiais, em que
o primeiro elemento é ele préprio um par ordenado: (z,y,z) é {(z,y),z). O
mesmo vale para quidruplos: (z,y,z,u) é ({{x,y), z),u), e assim por diante.
Em geral, falamos de n-tuplas ordenadas {x1,...,x,).

Certos conjuntos de pares ordenados, ou outras n-tuplas ordenadas, serao
lteis.

Definigao 1.24 (Produto cartesiano). Dados conjuntos A e B, o seu pro-
duto cartesiano A x B é definido por

AxB={{z,y):x € Aeyc B}.
Exemplo 1.25. Se A ={0,1}, e B = {1, a,b}, entdo o seu produto é
AXB= {<Ov 1>7 <07 CL>, <Ov b>v <17 1>a <la a>7 <1, b>}

Exemplo 1.26. Se A é um conjunto, o produto de A consigo préprio, A x A,
também se escreve A2, E o conjunto de todos os pares (z,y) com x,y € A. O
conjunto de todos os triplos (x,y,z) é A3, e assim por diante. Podemos dar
uma definigao recursiva:

A=A
ARl = AF x A

Problema 1.9. Liste todos os membros de {1,2,3}3.
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Proposigao 1.27. Se A tem n membros e B tem m membros, entio A x B
tem n - m elementos.

Prova. Para todo membro z em A, h4 m membros da forma (z,y) € A x B.
Seja B, = {(z,y) : y € B}. Como sempre que 1 # x2, (z1,y) # (z2,y), tem-
se By, N By, =0. Mas se A= {x1,...,2,}, entdo Ax B=B,, U---UB,_,e
portanto tem n - m membros.

Para visualizar isto, dispomos os membros de A x B numa grade:

By, = {{z1,y1) (@1,%2) ... (T1,Ym)}
By, = {{v2,y1) (2,92) ... (T2,Ym)}
Buy= {ony) @ag) oo (@nry))

Como os z; sao todos distintos, e os y; sao todos distintos, quaisquer dois pares
nesta grade sao distintos, e ha n - m deles. O

Problema 1.10. Mostre, por indugao em k, que para todo k > 1, se A tem n
membros, entdo A* tem n¥ membros.

Exemplo 1.28. Se A é um conjunto, uma palavra sobre A é qualquer sequéncia
de membros de A. Uma sequéncia pode ser vista como uma n-tupla de mem-
bros de A. Por exemplo, se A = {a,b,c}, entdo a sequéncia “bac” pode ser
vista como o triplo (b,a,c). Palavras, isto é, sequéncias de simbolos, sdo de
importancia crucial na ciéncia da computacao. Por convencao, contamos os
membros de A como sequéncias de comprimento 1, e (} como a sequéncia de
comprimento 0. O conjunto de todas as palavras sobre A é entao

A*={0}uAuA?uAU...

1.6 Paradoxo de Russell

A extensionalidade autoriza a notacao {z : ¢(x)}, para o conjunto dos x tais
que ¢(x). Contudo, tudo o que a extensionalidade realmente autoriza é o
seguinte pensamento. Se ha um conjunto cujos membros sao exatamente os
que satisfazem @, entdo ha apenas um tal conjunto. Dito de outro modo: fixada
alguma ¢, o conjunto {z : p(x)} é tinico, se existir.

Mas este condicional é importante! Crucialmente, nem toda propriedade
se presta a compreensao. Isto é, algumas propriedades ndo definem conjuntos.
Se todas definissem, cairiamos em contradigoes flagrantes. O exemplo mais
famoso disso é o Paradoxo de Russell.

Os conjuntos podem ser membros de outros conjuntos—por exemplo, o
conjunto poténcia de um conjunto A é constituido por conjuntos. Por isso faz
sentido perguntar ou investigar se um conjunto é um membro de outro conjunto.
Pode um conjunto ser membro de si proprio? Nada na ideia de conjunto parece
excluir isso. Por exemplo, se todos os conjuntos formam uma colegao de objetos,
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digression

alguém poderia pensar que podem reunir-se num Unico conjunto—o conjunto
de todos os conjuntos. E ele, sendo conjunto, seria um membro do conjunto de
todos os conjuntos.

O Paradoxo de Russell surge quando consideramos a propriedade de nao
ter a si préprio como um membro, de ser nao auto-membro. E se supusermos
que héd um conjunto de todos os conjuntos que nao tém a si préprios como
um membro? Sera que

R={z:z ¢z}

existe? Verifica-se que podemos provar que nao.

Teorema 1.29 (Paradoxo de Russell). Nao hd conjunto R = {x : x ¢ x}.

Prova. Se R = {x : x ¢ x} existisse, entdo R € Rseesése R ¢ R, o que é
uma contradigao. O

Vamos percorrer esta prova mais devagar. Se R existe, faz sentido perguntar
se R € R ou nao. Suponhamos que de fato R € R. Agora, R foi definido como
o conjunto de todos os conjuntos que nao sao membros de si préprios. Logo, se
R € R, entao R nao tem a propriedade definidora de R. Mas s6 os conjuntos
que tém essa propriedade estao em R, logo R nao pode ser um membro de R,
isto é, R ¢ R. Mas R ndo pode ao mesmo tempo ser e nao ser um membro
de R, logo temos uma contradicao.

Como a suposicao de que R € R leva a uma contradicao, temos R ¢ R. Mas
isto também leva a uma contradi¢ao! Poisse R ¢ R, entao R tem a propriedade
definidora de R, e assim R seria um membro de R, tal como todos os outros
conjuntos nao auto-membros. E de novo, R nao pode ao mesmo tempo nao ser
e ser um membro de R.

Como montar uma teoria dos conjuntos que evite cair no Paradoxo de Rus-
sell, isto é, que evite afirmar de modo inconsistente que R = {x : x ¢ x} existe?
Teriamos de estabelecer axiomas que nos déem condigoes muito precisas para
dizer quando os conjuntos existem (e quando nao existem).

A teoria dos conjuntos esbogada neste capitulo ndo faz isso. E genuinamente
ingénua. Diz apenas que os conjuntos obedecem a extensionalidade e que, se
temos alguns conjuntos, podemos formar a sua uniao, intersecao, etc. E possivel
desenvolver a teoria dos conjuntos com mais rigor do que isto.
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Capitulo 2

Relacoes

2.1 Relagoes como Conjuntos

strrel:set:  Na Secao 1.3, mencionamos alguns conjuntos importantes: N, Z, Q, R. Sem explanation
¢ duvida que se lembram de algumas relacoes interessantes entre os membros

de alguns destes conjuntos. Por exemplo, cada um destes conjuntos tem uma
relagao de ordem completamente padrao sobre si. Ha também a relagao ser
idéntico a, segundo a qual cada objeto sé se relaciona consigo proprio e com
nenhum outro. H4 muitas outras relagoes interessantes que encontraremos, e
ainda mais relagOes possiveis. Antes de as revermos, contudo, comegaremos
por observar que podemos ver relagoes como um tipo especial de conjunto.

Para isso, recordemos duas coisas da Secao 1.5. Primeiro, recordemos a
nocao de par ordenado: dados a e b, podemos formar (a, b). E importante notar
que a ordem dos elementos importa aqui. Assim, se a # b entao (a,b) # (b, a).
(Contrastemos isto com pares nao ordenados, isto é, conjuntos de 2 elementos,
onde {a,b} = {b,a}.) Segundo, recordemos a nocao de produto cartesiano: se
A e B sdo conjuntos, entdao podemos formar A x B, o conjunto de todos os
pares (z,y) com x € A e y € B. Em particular, A> = A x A é o conjunto de
todos os pares ordenados de A.

Consideremos agora uma relagdo particular num conjunto: a relagdo < no
conjunto N dos ntimeros naturais. Seja o conjunto de todos os pares de niimeros
(n,m) onde n < m, isto é,

R={{n,m):n,meNen<m}.

H4 uma ligagdo estreita entre n ser menor que m, e o par (n,m) ser membro
de R, nomeadamente:

n < m se e sé se (n,m) € R.

De fato, sem qualquer perda de informagcao, podemos considerar o conjunto R
como sendo a relacao < em N.

Do mesmo modo podemos construir um subconjunto de N? para qualquer
relacao entre numeros. Reciprocamente, dado qualquer conjunto de pares de
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explanation

nimeros S C N2, hi uma relacio correspondente entre niimeros, nomeada-
mente, a relacdo segundo a qual n se liga a m se e s6 se (n,m) € S. Isto
justifica a definigao seguinte:

Definicao 2.1 (Relagao bindria). Uma relagcdo bindria num conjunto A é
um subconjunto de A%2. Se R C A2 é uma relacdo bindria em A e z,y € A, por
vezes escrevemos Rxy (ou zRy) para (x,y) € R.

Exemplo 2.2. O conjunto N? dos pares de niimeros naturais pode ser listado
numa matriz bidimensional assim:
(0,0)
(1,0)

)

)

)

W W W w
==

0

1
(2,0 2
(3,0 3

b

N~~~

Colocamos a diagonal, aqui, em negrito, pois o subconjunto de N? constituido
pelos pares que estao na diagonal, isto €,

{(0,0),(1,1),(2,2),... },

é a relagao identidade em N. (Como a relagao identidade é popular, definamos
Ida = {(z,x) : * € A} para qualquer conjunto A.) O subconjunto de todos os
pares acima da diagonal, isto é,

L = {<O7 ]‘>’ <O7 2>7 MR <]‘72>’ <173>7 M <2’ 3>7 <274>’ M '}7

¢é a relagdo menor que, isto é, Lnm se e s6 se n < m. O subconjunto dos pares
abaixo da diagonal, isto é,

G ={(1,0),(2,0),(2,1),(3,0),(3,1),(3,2),... },

é a relacao maior que, isto é, Gnm se e s6 se n > m. A unido de L com I,
que podemos chamar K = L U I, é a relacao menor ou igual a: Knm se e
s6 se n < m. Do mesmo modo, H = G U I é a relagao maior ou igual a.
Estas relagoes L, G, K, e H sao tipos especiais de relagoes chamadas ordens.
L e G gozam da propriedade de que nenhum nitimero estd em relacao L ou
G consigo préprio (isto é, para todo m, ndo se verifica nem Lnn nem Gnn).
Relagoes com esta propriedade chamam-se irreflezivas, e, se também forem
ordens, chamam-se ordens estritas.

Embora ordens e identidade sejam relacoes importantes e naturais, convém
enfatizar que, segundo a nossa definicio, qualquer subconjunto de A? é uma
relacio em A, por mais artificial ou forcado que pareca. Em particular, )
é uma relagdo em qualquer conjunto (a relagao vazia, que nenhum par de
elementos satisfaz), e A% em si é também uma relagio em A (uma que todo par
de elementos satisfaz), chamada a relagcdo universal. Mas também algo como
E ={{n,m):n>>5o0um xn >34} conta como relagio.

Problema 2.1. Liste os membros da relagdo C no conjunto p({a,b,c}).
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2.2 Reflexoes Filosoficas

Na Secao 2.1, definimos relagoes como certos conjuntos. Devemos fazer uma
pausa e colocar uma questao filoséfica rapida: o que é que tal definicao faz? E
extremamente duvidoso que devamos querer dizer que descobrimos fatos me-
tafisicos de identidade; que, por exemplo, a relagao de ordem em N acabou por
ser o conjunto R = {{n,m) : n,m € Nen < m} que definimos na Secao 2.1.
Eis trés razoes para isso.

Primeiro: na Definigao 1.23, definimos (a, by = {{a}, {a,b}}. Consideremos
em vez disso a definigao ||a,b|| = {{b}, {a,b}} = (b,a). Quando a # b, temos
que (a, b) # ||a,b||. Mas poderiamos com a mesma facilidade ter tomado |a, b||
como a nossa definigdo de par ordenado, em vez de {(a,b). Ambas as defini¢oes
teriam funcionado igualmente bem. Assim, temos dois candidatos igualmente
bons a “ser” a relagao de ordem nos nimeros naturais, nomeadamente:

R={(n,m):n,meNen<m}
S={|n,m| :n,meNen<m}.

Como R # S, pela extensionalidade, é claro que ndo podem ambos ser idénticos
a relacdo de ordem em N. Mas seria meramente arbitrario, e por isso um
pouco embaragoso, afirmar que R em vez de S (ou vice-versa) € a relagdo de
ordenagao, como questao de fato. (Isto é um caso muito simples de um argu-
mento contra o reducionismo em teoria dos conjuntos que Benacerraf tornou
famoso em . Voltaremos a ele vérias vezes.)

Segundo: se pensamos que toda a relagao deve ser identificada com um
conjunto, entao a prépria relagao de pertinéncia a conjuntos, €, deveria ser um
conjunto particular. De fato, teria de ser o conjunto {(x,y) : © € y}. Mas
serd que este conjunto existe? Dado o Paradoxo de Russell, é uma afirmagao
nao trivial que tal conjunto exista. De fato, é possivel desenvolver a teoria dos
conjuntos de modo rigoroso como teoria axiomatica, e essa teoria de fato nega
a existéncia deste conjunto. Logo, mesmo que algumas relagoes possam ser
tratadas como conjuntos, a relacao de pertinéncia a conjuntos terd de ser um
caso especial.

Terceiro: quando “identificamos” relagoes com conjuntos, dissemos que nos
permitirfamos escrever Rxy para (x,y) € R. Isto estd bem, desde que a relagao
de pertinéncia, “€”, seja tratada como um predicado. Mas se pensamos que
“e” denota um certo tipo de conjunto, entao a expressdo “(x,y) € R” consiste
apenas em trés termos singulares que denotam conjuntos: “(x,y)”, “€”, e “R”.
E tal lista de nomes nao é mais capaz de exprimir uma proposicao do que a
sequéncia sem sentido: “o copo porta-canetas a mesa”’. De novo, mesmo que
algumas relacoes possam ser tratadas como conjuntos, a relagao de pertinéncia
a conjuntos tem de ser um caso especial. (Isto retine num sé argumento uma
versao simples do paradoxo do conceito cavalo de Frege, e uma objecao célebre
que Wittgenstein dirigiu a Russell.)

Entao onde nos deixa isto? Bem, nao ha nada de errado em dizermos que
as relagoes nos nuimeros sao conjuntos. S6 temos de compreender o espirito em
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explanation

que tal observacao é feita. Nao enunciamos um fato metafisico de identidade.
Limitamo-nos a notar que, em certos contextos, podemos (e iremos) tratar
(certas) relagoes como certos conjuntos.

2.3 Propriedades Especiais das Relagoes

Alguns tipos de relagoes revelam-se tdo comuns que receberam nomes especiais.
Por exemplo, < e C relacionam os seus respectivos dominios (digamos, N no
caso de < e p(A) no caso de C) de modos semelhantes. Para precisar exata-
mente como estas relagoes sao semelhantes, e como diferem, as categorizamos
segundo algumas propriedades especiais que as relagoes podem ter. Verifica-se
que (combinagoes de) algumas destas propriedades especiais sdo especialmente
importantes: ordens e relagoes de equivaléncia.

Definicao 2.3 (Reflexividade). Uma relacio R C A2 é refleziva se e s6 se,
para todo = € A, Rzz.

Definigao 2.4 (Transitividade). Uma relacio R C A? é transitiva se e s6
se, sempre que Rxry e Ryz, entao também Rzz.

Definigao 2.5 (Simetria). Uma relagdo R C A? é simétrica se e s6 se, sem-
pre que Rzy, entao também Ryzx.

Definigao 2.6 (Antissimetria). Uma relacio R C A% é antissimétrica se e
s6 se, sempre que tanto Rxy quanto Ryzx, entdo x = y (ou, noutras palavras:
se x # y entdo ou ~Rxy ou —Ryx).

Numa relacdo simétrica, Rxy e Ryx verificam-se sempre em conjunto, ou
nenhuma se verifica. Numa relagdo antissimétrica, a dnica forma de Rzy e
Ryx se verificarem em conjunto é que x = y. Note-se que isto nao exige
que Rzy e Ryx se verifiquem quando x = y, apenas que isso nao esta excluido.
Assim, uma relagao antissimétrica pode ser reflexiva, mas néo é o caso que toda
relagao antissimétrica seja reflexiva. Note-se também que ser antissimétrica e
ser meramente nao simétrica sdo condigoes diferentes. De fato, uma relagao
pode ser ao mesmo tempo simétrica e antissimétrica (por exemplo, a relagao
identidade o é).

Definigao 2.7 (Conexidade). Uma relagio R C A? é conera se para todos
z,y € A, se x # y, entdo ou Rxy ou Ryzx.

Problema 2.2. Dé exemplos de relagoes que sejam (a) reflexivas e simétricas
mas nao transitivas, (b) reflexivas e antissimétricas, (c) antissimétricas, tran-
sitivas, mas néo reflexivas, e (d) reflexivas, simétricas e transitivas. Nao use
relagoes sobre niimeros ou conjuntos.

Definigao 2.8 (Irreflexividade). Uma relagio R C A? diz-se irrefleziva se,
para todo x € A, ndo Rxx.
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Definigao 2.9 (Assimetria). Uma relagdo R C A? diz-se assimétrica se para
nenhum par z,y € A se tem tanto Rxy quanto Ryzx.

Note-se que se A # (), entao nenhuma relacao irreflexiva em A é reflexiva e
toda relacdo assimétrica em A é também antissimétrica. Contudo, hd R C A2
que nao sao reflexivas nem irreflexivas, e ha relagoes antissimétricas que nao
sao assimétricas.

2.4 Relagoes de Equivaléncia

A relacdo identidade num conjunto é reflexiva, simétrica e transitiva. Relagbes R
que tém todas as trés destas propriedades sao muito comuns.

Definigao 2.10 (Relacgao de equivaléncia). Uma relacio R C A% que é re-
flexiva, simétrica e transitiva chama-se uma relacdo de equivaléncia. Membros
x e y de A dizem-se R-equivalentes se Rxy.

As relagoes de equivaléncia dao origem a nocgao de classe de equivaléncia.
Uma relacao de equivaléncia “reparte” o dominio em partigoes distintas. Den-
tro de cada particao, todos os objetos estao relacionados uns com os outros;
e objetos de partigoes diferentes nao se relacionam entre si. Por vezes, é 1til
falar destas particoes diretamente. Para esse fim, introduzimos uma definigao:

Definigao 2.11. Seja R C A? uma relacio de equivaléncia. Para cada z € A,
a classe de equivaléncia de x em A é o conjunto [z]gp = {y € A : Rzxy}. O
quociente de A por R é A/r = {[z]r : € A}, isto é, o conjunto destas classes
de equivaléncia.

O resultado seguinte justifica a definicao de classe de equivaléncia, provando
que as classes de equivaléncia sdo de fato as particoes de A:

Proposicao 2.12. Se R C A? é uma relacio de equivaléncia, entdo Rxy se e
sd se [x|r = [y]r-

Prova. Para o sentido da esquerda para a direita, suponhamos Rzy, e seja
z € [z]g. Por defini¢do, entdao, Rxz. Como R é uma relacdo de equivaléncia,
Ryz. (Explicando melhor: como Rxy e R é simétrica temos Ryx, e como Rzz
e R é transitiva temos Ryz.) Logo z € [y]g. Generalizando, [z]g C [y]r.
Mas de modo perfeitamente andlogo, [y|lg C [z]r. Logo [z]r = [y]|r, pela
extensionalidade.

Para o sentido da direita para a esquerda, suponhamos [z]gr = [y]z. Como
R é reflexiva, Ryy, logo y € [y]r. Assim também y € [z]r pela suposigdo de
que [z]g = [y]r. Logo Rxy. O

Exemplo 2.13. Um bom exemplo de relacoes de equivaléncia vem da aritmética

modular. Para quaisquer a, b, e n € Z*, digamos que a =,, b se e s6 se dividir
a por n déd o mesmo resto que dividir b por n. (De modo um pouco mais
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explanation

simbdlico: a =, b se e s se, para algum k € Z, a — b = kn.) Agora, =,
é uma relagao de equivaléncia, para qualquer n. E ha exatamente n classes
de equivaléncia distintas geradas por =,,; isto é, N/= tem n membros. Séo:
o conjunto dos numeros divisiveis por n sem resto, isto é, [0]=,; o conjunto

dos ndmeros divisiveis por n com resto 1, isto é, [1]= ; ...; e o conjunto dos

n?
numeros divisiveis por n com resto n — 1, isto é, [n — 1]= .
Problema 2.3. Mostre que =,, é uma relacao de equivaléncia, para qualquer
n €Z%, e que N/= tem exatamente n membros.

2.5 Ordens

Muitas das nossas comparagoes envolvem descrever certos objetos como sendo
“menores que”, “iguais a” ou “maiores que” outros objetos, sob algum aspecto.
Isso envolve relagoes de ordem. Mas ha varios tipos de relacao de ordem. Por
exemplo, algumas exigem que quaisquer dois objetos sejam comparaveis, outras
ndo. Algumas incluem a identidade (como <) e outras a excluem (como <).
Ter aqui uma taxonomia ajuda-nos.

Definicao 2.14 (Pré-ordem). Uma relagdo que é ao mesmo tempo reflexiva
e transitiva chama-se uma pré-ordem.

sfr:rel:ord:
sec

Definicao 2.15 (Ordem parcial). Uma pré-ordem que também é antissimétrica

chama-se uma ordem parcial.

Defini¢ao 2.16 (Ordem linear). Uma ordem parcial que também é conexa
chama-se uma ordem total ou ordem linear.

Exemplo 2.17. Toda ordem linear é também uma ordem parcial, e toda or-
dem parcial é também uma pré-ordem, mas as implicagoes reciprocas nao va-
lem. A relagao universal sobre A é uma pré-ordem, pois é reflexiva e transitiva.
Mas, se A tem mais de um membro, a relagao universal nao é antissimétrica e,
portanto, ndo é uma ordem parcial.

Exemplo 2.18. Considere a relagao nao mais longa que < sobre B*: =z x y
sse len(z) < len(y). Trata-se de uma pré-ordem (reflexiva e transitiva), e até
conexa, mas nao é uma ordem parcial, pois nao é antissimétrica. Por exemplo,
01 <10 e 10 < 01, mas 01 # 10.

Exemplo 2.19. Uma ordem parcial importante é a relagao C sobre um con-
junto de conjuntos. Em geral ndo é uma ordem linear: se a # b e consideramos

©({a,b}) = {0, {a}, {b},{a,b}}, vemos que {a} & {b} e {a} # {b} e {b} £ {a}.

Exemplo 2.20. A relacao de divisibilidade sem resto nos d4 uma ordem par-
cial que ndo é linear. Para inteiros n e m, escrevemos n | m para significar que
n divide m (exatamente), isto é, sse existe algum inteiro k tal que m = kn. So-
bre N, isso é uma ordem parcial, mas nao linear: por exemplo, 2 3 e também
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3t 2. Vista como relagdo sobre Z, a divisibilidade é apenas uma pré-ordem,
pois ndo é antissimétrica: 1| —1e —1 |1 mas 1 # —1.

Exemplo 2.21. A relacao de extensao sobre um conjunto de sequéncias A* é
a seguinte: s C s’ sse s = A (a sequéncia vazia), s = ', ou s = ($1,...,5,) €
8 = (81, s5n,Snt1s---,Sm). Se s C s dizemos também que s é um segmento
inicial de s’. A relacdo de extensdo sobre A* é uma ordem parcial, mas nao
linear, p.ex., se a # b, entdo ab £ ba e ba [Z ab.

Definigao 2.22 (Ordem estrita). Uma ordem estrita é uma relacao irrefle-
xiva, assimétrica e transitiva.

Definicao 2.23 (Ordem linear estrita). Uma ordem estrita que também
¢ conexa chama-se ordem total estrita ou ordem linear estrita.

Exemplo 2.24. < é a ordem linear correspondente a ordem linear estrita <.
C é a ordem parcial correspondente a ordem estrita C.

Qualquer ordem estrita R sobre A pode transformar-se numa ordem par-
cial adicionando a diagonal Id 4, isto é, adicionando todos os pares (x,x). (Isto
chama-se o fecho reflexivo de R.) Reciprocamente, a partir de uma ordem par-
cial obtém-se uma ordem estrita removendo Id 4. Os dois resultados seguintes
tornam isto preciso.

Proposicao 2.25. Se R ¢ uma ordem estrita sobre A, entdo RT = RUIdy
é uma ordem parcial. Além disso, se R é uma ordem linear estrita, entdo Rt
é uma ordem linear.

Prova. Suponhamos que R é uma ordem estrita, isto é, R C A% e R é irreflexiva,
assimétrica e transitiva. Seja RT = RUId4. Temos de mostrar que R* é
reflexiva, antissimétrica e transitiva.

RT é claramente reflexiva, pois (x,z) € Id4 C RT para todo x € A.

Para mostrar que R é antissimétrica, suponhamos, para reducao ao ab-
surdo, que R*zy e RYyx mas x # y. Como (x,y) € RUId4, mas (z,y) ¢ Ida,
temos de ter (z,y) € R, isto é, Rxy. Do mesmo modo, Ryx. Mas isto contradiz
a hipotese de que R é assimétrica.

Para estabelecer a transitividade, suponhamos que Rt zy e RTyz. Se tanto
(z,y) € R como (y,z) € R, entdo (r,z) € R, pois R ¢ transitiva. Caso
contrério, ou (z,y) € Idy, isto é, x = y, ou (y,z) € Idy, isto é, y = z. No
primeiro caso, temos RTyz por hipétese, z = y, logo R*xz. Analogamente no
segundo caso. Em qualquer caso, R*xz; assim, R* é também transitiva.

Quanto a cldusula “além disso”, suponhamos que R é também conexa.
Entao, para todo z # y, ou Rxy ou Ryzx, isto é, ou (z,y) € R ou (y,z) € R.
Como R C R™T, isto continua a valer para RT, logo Rt ¢ também conexa. [

Proposicao 2.26. Se R é uma ordem parcial sobre A, entdo R~ = R\ Ida
€ uma ordem estrita. Além disso, se R é uma ordem linear, entao R~ é uma
ordem linear estrita.
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Prova. Deixamos como exercicio. O
Problema 2.4. Apresente uma prova da Proposigao 2.26.

O resultado simples a seguir estabelece que ordens lineares estritas satisfa-
zem uma propriedade no estilo da extensionalidade:

Proposigao 2.27. Se < € uma ordem linear estrita sobre A, entdo: sfrorelzord:

prop:extensionality-strictlinearorc

(Va,be A)(Vx € A)(z <a>x <b)—a=h).

Prova. Suponhamos (Vo € A)(zx < a<>x < b). Se a < b, entdo a < a, o que
contradiz o fato de < ser irreflexiva; logo a £ b. De forma totalmente analoga,
b £ a. Logo a = b, pois < é conexa. O

2.6 Grafos

Um grafo é um diagrama no qual pontos—chamados “nés” ou “vértices” (plural sfrirel:grp:
de “vértice”)—sao conectados por arestas. Grafos sdo uma ferramenta onipre- o
sente em matematica discreta e em ciéncia da computagao. Sao incrivelmente

lteis para representar e visualizar relagoes e estruturas, desde coisas concretas

como redes de varios tipos até estruturas abstratas como os possiveis resultados

de decisoes. Existem muitos tipos diferentes de grafos na literatura que dife-

rem, p.ex., quanto a se as arestas sao direcionadas ou nao, tém rétulos ou nao,

se pode haver arestas de um né para o mesmo né, multiplas arestas entre os

mesmos nos, etc. Grafos direcionados tém uma conexao especial com relagoes.

Definigao 2.28 (Grafo direcionado). Um grafo direcionado G = (V, E) é
um conjunto de vértices V e um conjunto de arestas E C V2.

explanation De acordo com nossa definicao, um grafo é simplesmente um conjunto junto
com uma relacao nesse conjunto. Claro, ao falar de grafos, é natural esperar
que sejam representados graficamente: podemos desenhar um grafo conectando
dois vértices vy e vo por uma seta sse (vy,v9) € E. A tinica diferenga entre uma
relacao por si sé e um grafo é que um grafo especifica o conjunto de vértices,
isto é, um grafo pode ter vértices isolados. O ponto importante, porém, é que
toda relagdo R em um conjunto X pode ser vista como um grafo direcionado
(X, R), e reciprocamente, um grafo direcionado (V, E') pode ser visto como uma
relacio £ C V2 com o conjunto V explicitamente especificado.
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Exemplo 2.29. O grafo (V,E) com V ={1,2,3,4} e E = {(1,1),(1,2),(1,3),
(2,3)} se parece com isto:

@

Este é um grafo diferente de (V', E) com V' = {1, 2,3}, que se parece com isto:

Problema 2.5. Considere a relagado menor ou igual a < no conjunto {1, 2, 3,4}
como um grafo e desenhe o diagrama correspondente.

2.7 Arvores

Um tipo particular de ordem parcial que desempenha um papel importante em
todas as partes da légica é uma drvore. Arvores finitas aparecem em partes ele-
mentares da logica: por exemplo, féormulas podem ser entendidas em termos de
sua decomposi¢gao em uma arvore sintatica, enquanto derivacoes em muitos sis-
temas de derivacao também tomam a forma de arvores finitas. Arvores infinitas
aparecem ja na prova dos teoremas de completude para a légica proposicional
e de primeira ordem, e sao usadas em toda a légica matematica.

O conceito de arvore da teoria dos conjuntos estd intimamente relacionado
a nocao de arvore na teoria dos grafos. Aqui estd uma figura de uma arvore

(finita):
Q @ ©
ONNO
@)
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O né mais baixo r é a raiz. Todo né diferente de r tem exatamente um né
pai imediatamente abaixo dele. Podemos pensar na relagao em que um né x
estd para um né y se y pode ser alcangado a partir de x seguindo arestas para
cima como z sendo um ancestral de y.

A relacado de ancestralidade em uma &rvore é uma ordem parcial estrita.
Isso motiva a definicdo tedrico-conjuntista. Para enuncié-la, precisamos de
dois conceitos. Um menor elemento em um conjunto A parcialmente ordenado
por < é um membro x € A tal que para todo y € A temos que z < y. Um
conjunto é bem ordenado por < se cada um de seus subconjuntos nao vazios
tem um menor elemento.

Definig¢ao 2.30 (Arvore). Uma drvore é um par T = (A, <) tal que A é um
conjunto e < é uma ordem parcial em A com um unico menor elemento r € A
(chamado de raiz) tal que para todo z € A, o conjunto {y : y < x} é bem
ordenado por <.

Definigao 2.31 (Sucessores). Suponha T' = (A, <) é uma drvore. Se z,y €
A, z < y, e ndo existe z € A tal que z < z < y, entdo dizemos que y é um
sucessor de x.

Os sucessores de x € A também sdo chamados de seus filhos. Se y é um
sucessor de z, entao chamamos x de predecessor ou pai de y.

Proposicao 2.32. Se (A, <) € uma drvore, entdo todo x € A diferente da raiz
tem mo mdximo um predecessor.

Prova. Suponha y; < x e ya < z e y1 # y2. Entdo {y1,y2} C {2z : 2 < z}.
Como {z : z < 2} é bem ordenado por <, seu subconjunto {y1,y2} tem um
menor elemento, que obviamente deve ser ou y; ou yo. Entdao ou y; < ys ou
yo < y1. Supusemos que y; # yo, entdo na verdade ou y; < ys ou Yo < Yi.
Como supusemos que 41 < = € Yo < x, temos ainda que ou y; < Y2 < T ou
Y2 < y1 < z. Entao y; e y2 nao podem ambos ser predecessores de x. O

Definig¢ao 2.33. Uma érvore T = (A, <) é dita infinita se A é um conjunto
infinito, e finita caso contrario. Se T é tal que todo x € A tem apenas um
nimero finito de sucessores, entao dizemos que T é finitamente ramificada.

Definicao 2.34 (Ramos). Dada uma drvore T = (A4, <), um ramo de T é
uma cadeia maximal em T, isto é, um conjunto B C A tal que para quaisquer
xz,y € Bouz <youy <z e para qualquer z € X \ B existe u € B tal que
nem z < u nem u < z. Usamos [T] para denotar o conjunto de todos os ramos
de T.

Exemplo 2.35. Um exemplo cldssico de arvore finitamente ramificada é a
drvore bindria infinita de sequéncias finitas de 0s e 1s, as vezes denotada {0, 1}*
ou B*, ordenada pela relacdo de extensdo C (p.ex., 101 C 101101). Como
qualquer cadeia binaria pode sempre ser estendida adicionando um 0 ou um 1 no
final, esta drvore contém infinitos elementos: todo elemento s tem exatamente
dois sucessores, s0 e sl. Sua raiz é a sequéncia vazia A.
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Exemplo 2.36. De maneira um pouco mais geral, o conjunto de sequéncias
finitas de numeros naturais N* com a relagdo de extensao C também é uma
drvore. E obviamente ndo finitamente ramificada: todo s € N* tem infinitos
sucessores sn, um para cada n € N. Todo A C N* que é fechado sob C é
uma subdrvore de N*. (Isto é, A é tal que se s € A e s’ C s, entdo também
s’ € A.) Todas as arvores finitas podem ser representadas como subérvores
finitas de N*.

Proposicao 2.37 (Lema de Koénig). Se T = (A, <) € uma drvore infinita
finitamente ramificada, entao T tem wm ramo infinito.

Um caso especial do Lema de Koénig amplamente usado em teoria da com-
putabilidade, conhecido como Lema Fraco de Kénig, é o seguinte: qualquer
subdrvore infinita de {0,1}* tem um ramo infinito.

2.8 Operacgoes sobre Relagoes

E frequentemente 1til modificar ou combinar relagoes. Na Proposicao 2.25,
consideramos a unido de relagoes, que é apenas a uniao de duas relagoes vistas
como conjuntos de pares. Do mesmo modo, na Proposicao 2.26, consideramos
a diferenca relativa de relagoes. Eis algumas outras operagoes que podemos
efetuar sobre relagoes.

Definigao 2.38. Sejam R e S relagoes, e A um conjunto qualquer.
A inversa de R é R™' = {{y,z) : (z,y) € R}.
O produto relativo de Re S é (R|S) = {{(x,2) : Jy(Rxy A Syz)}.
A restrigio de Ra A é Rl 4, = RN A2
A aplicagio de R a A é R[A] = {y: (3xv € A)Rzy}

Exemplo 2.39. Seja S C Z? a relagao sucessora sobre Z, isto é, S = {(z,y) €
Z? :x + 1=y}, de modo que Sxy sse x + 1 = y.
S~1 ¢ a relagdo antecessora sobre Z, isto é, {(z,y) € Z? 1 x — 1 = y}.
S|Sé{{x,y) €Z? 2 +2=vy}
S|y € a relagao sucessora sobre N.

S[{1,2,3}] é {2,3,4}.

Definigao 2.40 (Fecho transitivo). Seja R C A% uma relagao bindria.

O fecho transitivo de R é RT = J,_,,cny R", onde definimos recursivamente
R'=Re R = R"|R.

O fecho reflexivo transitivo de R é R* = RT Uldy4.

Exemplo 2.41. Tome a relacdo sucessora S C Z2. S%zy sse x +2 =y, S3xy
sse x + 3 =y, etc. Logo STxy sse x + n = y para algum n > 1. Em outras
palavras, STay sse z <y, e S*xy sse x < y.

Problema 2.6. Mostre que o fecho transitivo de R é de fato transitivo.
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explanation

Capitulo 3

Funcoes

3.1 Nocoes Basicas

Uma funcdo é um mapa que envia cada membro de um dado conjunto para um
membro especifico em algum (outro) conjunto dado. Por exemplo, a operagao
de somar 1 define uma fungao: cada numero n é mapeado para um unico
ndmero n + 1.

Mais em geral, fungbes podem tomar pares, triplos, etc., como entradas e
devolver algum tipo de saida. Muitas fungoes nos sao familiares da aritmética
bésica. Por exemplo, a adicao e a multiplicagao sao fungées. Tomam dois
nimeros e devolvem um terceiro.

Neste sentido matematico e abstrato, uma fungao é uma caiza preta: sé6
importa que saida fica associada a que entrada, nao o método de calcular a
saida.

Definicao 3.1 (Fungao). Uma funcao f: A — B é um mapeamento de cada
membro de A para um membro de B.

Chamamos A de dominio de f e B de contradominio de f. Os membros
de A chamam-se entradas ou argumentos de f, e o membro de B que fica
associado a um argumento x por f chama-se o valor de f para o argumento z,
escrevendo-se f(x).

A imagem Im(f) de f é o subconjunto do contradominio constituido pelos
valores de f para algum argumento; Im(f) = {f(z) : € A}.

O diagrama na Figura 3.1 pode ajudar a pensar em fungoes. A elipse
a esquerda representa o dominio da funcdo; a elipse a direita representa o
contradominio; e uma seta aponta de um argumento no dominio para o valor
correspondente no contradominio.
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Figura 3.1: Uma funcao é um mapeamento de cada membro de um conjunto
para um membro de outro. Uma seta vai de um argumento no dominio para o
valor correspondente no contradominio.

Exemplo 3.2. A multiplicacao toma pares de nimeros naturais como entra-
das e mapeia-os para nimeros naturais como saidas, logo vai de N x N (o
dominio) para N (o contradominio). Como se vé, a imagem é também N, pois
todon e Nén x 1.

Exemplo 3.3. A multiplicacdo é uma funcdo porque associa cada entrada—
cada par de ntmeros naturais—a uma tnica saida: x: N2> — N. Em contraste,
mapear um ntimero natural n para um real z tal que 22 = n nao é funcional,
pois cada inteiro positivo n tem duas rafzes quadradas: /n e —y/n. Podemos
torna-la funcional devolvendo s6 a raiz quadrada positiva: v/ : N — R.

Exemplo 3.4. A relagao que associa cada aluno de uma turma a sua nota final
é uma funcao—menhum aluno pode ter duas notas finais diferentes na mesma
turma. A relagdo que associa cada aluno de uma turma aos seus progenitores
nao é uma funcao: os alunos podem ter zero, ou dois, ou mais progenitores.

Podemos definir fungoes especificando de modo preciso qual é o valor da
fungao para cada argumento possivel. Formas de o fazer sao dar uma férmula,
descrever um método para calcular o valor, ou listar os valores para cada ar-
gumento. Como quer que as fungoes sejam definidas, temos de garantir que,
para cada argumento, especificamos um, e apenas um, valor.

Exemplo 3.5. Seja f: N — N definida por f(z) = z 4+ 1. Esta é uma de-
finicdo que especifica f como uma funcao que toma nimeros naturais e devolve
nimeros naturais. Diz-nos que, dado um ndmero natural z, f devolverd o seu
sucessor « + 1. Neste caso, o contradominio N nao é a imagem de f, pois o
nimero natural 0 nao é sucessor de nenhum niimero natural. A imagem de f
é o conjunto de todos os inteiros positivos, Z*.

Exemplo 3.6. Seja g: N — N definida por g(z) = = +2 — 1. Isto nos diz que
g € uma fungao que toma nimeros naturais e devolve niimeros naturais. Dado
um nuimero natural n, g devolvera o predecessor do sucessor do sucessor de n,
isto é, n + 1.

Acabamos de considerar duas funcgoes, f e g, com definicies diferentes.
Contudo, sdo a mesma fun¢do. Afinal, para qualquer niimero natural n, temos
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explanation

fln)=n+1=n+2-1= g(n). Em outras palavras: as nossas definigdes
de f e g especificam o mesmo mapeamento por meio de equagoes diferentes.
Implicitamente, pois, estamos nos apoiando num principio de extensionalidade
para fungoes,

se Vo f(x) = g(x), entdo f =g

desde que f e g compartilhem o mesmo dominio e contradominio.

Exemplo 3.7. Também podemos definir funcoes por casos. Por exemplo, po-
derfamos definir h: N — N por

se x é par

T se I e limpar.

Como todo numero natural é par ou impar, a saida desta funcao serd sempre
um numero natural. Basta lembrar que, se se define uma funcgao por casos,
cada entrada possivel tem de cair em exatamente um caso. Em alguns casos,
isto exigira uma prova de que os casos sao exaustivos e exclusivos.

3.2 Tipos de Funcoes

Sera util introduzir uma espécie de taxonomia para alguns dos tipos de fungoes str:fun:kin:
que encontramos com mais frequéncia. se

Para comegar, podemos querer considerar func¢oes com a propriedade de que
todo membro do contradominio é um valor da fungao. Tais fungdes chamam-se
sobrejetivas, e podem ser esquematizadas como na Figura 3.2.

»
gl

Figura 3.2: Uma funcao sobrejetiva tem todo membro do contradominio como
valor.

sfr:fun:kin:
Definigao 3.8 (Fungdo Sobrejetiva). Uma fungdo f: A — B é sobrejetiva fgsurjective
se e s6 se B é também a imagem de f, isto é, para todo y € B existe pelo
menos um z € A tal que f(z) =y, ou em simbolos:

(vy € B)(3w € A)f(x) = y.
Chamamos a tal fungdo uma sobrejecao de A para B.

Se quiser mostrar que f é uma sobrejecao, tem de mostrar que todo objeto
no contradominio de f é o valor de f(z) para alguma entrada z.
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Note-se que qualquer funcdo induz uma sobrejecao. Afinal, dada uma
fungdo f: A — B, seja f': A — Im(f) definida por f/'(x) = f(z). Como
Im(f) é definida como {f(z) € B : x € A}, esta fungao f’ é garantidamente
uma sobrejecao

Agora, qualquer funcdo mapeia cada entrada possivel para uma tnica saida.
Mas ha também fungoes que nunca mapeiam entradas diferentes para a mesma
saida. Tais fun¢oes chamam-se injetivas, e podem ser esquematizadas como na

Figura 3.3.

</

Figura 3.3: Uma fungao injetiva nunca mapeia dois argumentos diferentes para
o mesmo valor.

Definigao 3.9 (Fungdo Injetiva). Uma fungdo f: A — B é injetiva se e s6
se, para cada y € B, hd no mdximo um z € A tal que f(z) = y. Chamamos a
tal fungdo uma injecao de A para B.

Se quiser mostrar que f é uma injecao, tem de mostrar que, para quaisquer
membros z e y do dominio de f, se f(z) = f(y), entdo x = y.

Exemplo 3.10. A fungdo constante f: N — N dada por f(x) =1 nao é nem
injetiva, nem sobrejetiva.

A fungéo identidade f: N — N dada por f(z) = z é tanto injetiva quanto
sobrejetiva.

A fungdo sucessora f: N — N dada por f(z) = x + 1 é injetiva mas nao
sobrejetiva.

A funcao f: N — N definida por:

se x é par

z
f(l‘) = i 1 ;.
5 Se X e l1mpar.

é sobrejetiva, mas nao injetiva.

Muitas vezes, queremos considerar fungoes que sao tanto injetivas como
sobrejetivas. Chamamos a tais fungoes bijetivas. Parecem-se com a fungao
esquematizada na Figura 3.4. Bijecoes sao também por vezes chamadas cor-
respondéncias biunivocas, pois associam de modo unico elementos do contra-
dominio a elementos do dominio.
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L=

Figura 3.4: Uma funcao bijetiva associa de modo tnico os elementos do con-
tradominio aos do dominio.

sfr:fun:kin:
Definicao 3.11 (Bijegao). Uma funcao f: A — B é bijetiva se e 86 se é tanto fig:bijective
sobrejetiva como injetiva. Chamamos a tal funcdo uma bijecao de A para B
(ou entre A e B).

3.3 Funcoes como Relacoes

Uma funcdo que mapeia membros de A para membros de B define obviamente  sfr:fun:rel:
uma relacdo entre A e B, nomeadamente a relacio que se verifica entre x e y °°

se e s6 se f(z) =y. De fato, podemos até—se nos interessa reduzir os blocos

de construcao da matematica, por exemplo—identificar a funcao f com esta

relacao, isto é, com um conjunto de pares. Isto levanta entao a questao: que

relagoes definem fungoes deste modo?

Definigao 3.12 (Grafico de uma fungao). Seja f: A — B uma fungdo. O
grdfico de f é a relagdo Ry C A x B definida por

Ry = {(z,y) : f(z) = y}-

O gréfico de uma fungao fica unicamente determinado, pela extensionali-
dade. Além disso, a extensionalidade (sobre conjuntos) justifica de imediato o
principio implicito de extensionalidade para funcoes, segundo o qual, se f e g
compartilham dominio e contradominio, entao sao idénticas se coincidem em
todos os valores.

Do mesmo modo, se uma relagao é “funcional”, entao é o grafico de uma
funcao.

Proposigao 3.13. Seja R C A x B tal que: sfrifun:rel:
prop:graph-function
1. Se Rxy e Rxz, entdoy = z; e
2. para todo x € A existe algum y € B tal que (z,y) € R.
Entdo R € o grifico da fungio f: A — B definida por f(x) =y se e sd se Rxy.

Prova. Suponhamos que existe y tal que Rzy. Se existisse outro z # y tal que
Rzxz, a condigao sobre R seria violada. Logo, se existe y tal que Rxy, esse y é
unico, e assim f estd bem definida. Obviamente, Ry = R. O
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Toda funcédo f: A — B tem um grafico, isto é, uma relacdo em A x B
definida por f(z) = y. Por outro lado, toda relacigo R C A X B com as
propriedades dadas na Proposigao 3.13 é o grafico de uma funcao f: A — B.
Por causa desta ligagao estreita entre fungoes e os seus graficos, podemos pensar
numa funcgao simplesmente como o seu grafico. Em outras palavras, fungoes
podem identificar-se com certas relacoes, isto é, com certos conjuntos de tuplos.
Note, contudo, que o espirito desta “identificagao” é como na Secao 2.2: nao
é uma afirmagao sobre a metafisica das fungbes, mas a observacao de que é
conveniente tratar funcoes como certos conjuntos. Uma razao pela qual isto é
tao conveniente é que podemos agora considerar fazer operacoes semelhantes
sobre fungdes as que fizemos sobre relagoes (ver Secao 2.8). Em particular:

Definigao 3.14. Seja f: A — B uma fungido com C C A.

A restrigio de f a C é a fungéo f[-: C — B definida por (f])(z) = f(x)
para todo z € C. Em outras palavras, f|o = {{(z,y) € Ry : z € C}.

A aplicagio de f a C é f[C] = {f(z) : x € C}. Chamamos-lhe também a
imagem de C por f.

Segue-se destas definigoes que Im(f) = f[dom(f)], para qualquer funcao f.
Estas nogoes sao exatamente as que se esperaria, dadas as definigoes na Secao 2.8
e a nossa identificagdo de funcoes com relagoes. Mas outras duas operagoes—
inversas e produtos relativos—exigem um pouco mais de detalhe. Trataremos
disso na Secao 3.4 e na Secao 3.5.

3.4 Inversas de Fungoes

Pensamos nas fung¢oes como mapas. Uma pergunta natural sobre fungoes é,
pois, se o mapeamento pode ser “invertido”. Por exemplo, a fungao sucessora
f(z) = z + 1 pode ser invertida, no sentido em que a fungao g(y) = y — 1
“desfaz” o que f faz.

Mas é preciso ter cuidado. Embora a definicdo de ¢ defina uma fungao
Z — Z, nao define uma fun¢do N — N, pois ¢g(0) ¢ N. Assim, mesmo em casos
simples, nao é 6bvio que uma funcao possa ser invertida; pode depender do
dominio e do contradominio.

Isto torna-se mais preciso com a nogao de inversa de uma fungao.

Definigao 3.15. Uma funcdo g: B — A é uma inversa de uma fungao f: A —
Bse f(g(y)) =y eg(f(z)) =z paratodox € Aey € B.

Se f tem uma inversa g, escrevemos muitas vezes f~! em vez de g.
Agora determinaremos quando as fungoes tém inversas. Um bom candidato
ainversa de f: A— B é g: B — A “definida por”

g(y) = “0” x tal que f(x) =y.

[3aebl

Mas as aspas em “definida por” (e em “0”) sugerem que isto ndo é uma de-
finicao. Pelo menos, nem sempre funcionard com total generalidade. Pois, para
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que esta defini¢ao especifique uma funcgado, tem de haver um e apenas um x tal
que f(x) = y—a saida de g tem de ficar unicamente determinada. Além disso,
tem de estar especificada para todo y € B. Se existirem x7 e z9 € A com
1 # w9 mas f(x1) = f(x3), entdo g(y) nado ficaria unicamente determinada
para y = f(x1) = f(x2). E se ndo existir z algum tal que f(z) =y, entdo g(y)
nem sequer fica especificada. Em outras palavras, para g estar definida, f tem
de ser tanto injetiva quanto sobrejetiva.
Vamos com calma. Dividiremos a questao em duas: dada uma fungao f: A —

B, quando existe uma fungio g: B — A tal que g(f(z)) = z? Tal g “desfaz”
o que f faz, e chama-se inversa a esquerda de f. Em segundo lugar, quando
existe uma funcdo h: B — A tal que f(h(y)) = y? Tal h chama-se inversa a
direita de f—f “desfaz” o que h faz.

Proposigao 3.16. Se f: A — B ¢ injeliva, entdo existe uma inversa a es-
querda g: B — A de f tal que g(f(x)) = x para todo x € A.

Prova. Suponhamos que f: A — B é injetiva. Consideremos y € B. Se
y € Im(f), existe x € A tal que f(z) = y. Como f é injetiva, ha apenas um
tal z € A. Entdo podemos definir: g(y) = z, isto é, g(y) é “0” = € A tal que
f(z) = y. Sey ¢ Im(f), podemos maped-lo para qualquer a € A. Assim,
podemos escolher a € A e definir g: B — A por:

[z sef@) =y
9y) = {a se y ¢ Im(f).

Esté definida para todo y € B, pois para cada tal y € Im(f) had exatamente
um z € A tal que f(z) = y. Por definigao, se y = f(x), entdo g(y) = x, isto é,
9(f(z)) = =. O

Problema 3.1. Mostre que, se f: A — B tem uma inversa a esquerda g,
entao f ¢é injetiva.

Proposigao 3.17. Se f: A — B € sobrejetiva, entdo existe wma inversa a
direita h: B — A de f tal que f(h(y)) =y para todo y € B.

Prova. Suponhamos que f: A — B é sobrejetiva. Consideremos y € B. Como
[ é sobrejetiva, existe z,, € A com f(z,) =y. Entao podemos definir: h(y) =
xy, isto é, para cada y € B escolhemos algum z € A tal que f(z) = y; como
f é sobrejetiva hé sempre pelo menos um de onde escolher.! Por definicao, se
x = h(y), entdo f(x) =y, isto é, para todo y € B, f(h(y)) = y. O

LComo f é sobrejetiva, para todo y € B o conjunto {z : f(x) = y} é ndo vazio. A nossa
definigao de h exige que escolhamos um tnico z em cada um destes conjuntos. Que isto seja
sempre possivel ndo é de todo ébvio—a possibilidade de fazer estas escolhas é simplesmente
assumida como axioma. Em outras palavras, esta proposi¢do pressupoe o chamado Axioma
da Escolha, questdao a que aqui ndo damos destaque. Contudo, em muitos casos concretos,
p-ex., quando A = N ou é finito, ou quando f é bijetiva, o Axioma da Escolha nao é necessario.
(No caso em que f é bijetiva, para cada y € B o conjunto {z : f(z) = y} tem exatamente
um membro, logo ndo hé escolha a fazer.)
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Problema 3.2. Mostre que, se f: A — B tem uma inversa a direita h, entao
f é sobrejetiva.

Combinando as ideias da prova anterior, obtemos agora que toda bijecao
tem uma inversa, isto é, existe uma tnica fungao que é tanto inversa a esquerda
quanto a direita de f.

Proposicao 3.18. Se f: A — B ¢ bijetiva, existe uma funcio f~': B — A
tal que, para todo x € A, f=1(f(x)) = x e, para todo y € B, f(f~(y)) = y.

Prova. Exercicio. O

Problema 3.3. Prove Proposicdo 3.18. Tem de definir f~!, mostrar que é
uma funcio, e mostrar que é uma inversa de f, isto é, f71(f(x)) = x e
f(f~Y(y)) =y paratodoxz € Aey € B.

explanation

H& uma forma ligeiramente mais geral de extrair inversas. Vimos na Segao 3.2 explanation

que toda funcao f induz uma sobrejegao f': A — Im(f) pondo f'(x) = f(x)
para todo z € A. Claramente, se f é injetiva, entao f’ é bijetiva, logo tem
uma inversa unica pela Proposicao 3.18. Por um pequeno abuso de notagao,
chamamos por vezes & inversa de f’ simplesmente “a inversa de f.”

Proposigao 3.19. Mostre que, se f: A — B tem uma inversa a esquerda g e
uma inversa a direita h, entdo h = g.

Prova. Exercicio. O
Problema 3.4. Prove Proposicao 3.19.
Proposigao 3.20. Toda funcdo f tem no mdzimo uma inversa.

Prova. Suponhamos que g e h sao ambas inversas de f. Entao, em parti-
cular, g é uma inversa a esquerda de f e h é uma inversa a direita. Pela
Proposigao 3.19, g = h. O

3.5 Composicao de Funcoes

Vimos na Secio 3.4 que a inversa f~! de uma bijecdo f é ela prépria uma
funcao. Outra operacao sobre funcoes é a composi¢ao: podemos definir uma
nova fungao compondo duas fungoes, f e g, isto é, aplicando primeiro f e
depois g. Claro que isto s6 é possivel se as imagens e os dominios forem
compativeis, isto é, a imagem de f tem de ser um subconjunto do dominio
de g. Esta operacgao sobre fungoes é o andlogo da operagao de produto relativo
sobre relagoes na Secao 2.8.

Um diagrama pode ajudar a explicar a ideia de composi¢ao. Na Figura 3.5,
representamos duas fungoes f: A — B e g: B — C e a sua composicao (go f).
A fungao (go f): A — C associa cada membro de A a um membro de C.
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explanation

Especificamos a que membro de C fica associado um membro de A do seguinte
modo: dada uma entrada z € A, aplicamos primeiro a funcao f a z, obtendo
algum f(z) = y € B, depois aplicamos a fun¢ao g a y, obtendo algum g(f(z)) =
g(y) =z€C.

Figura 3.5: A composicdo g o f de duas fungoes f e g.

sfr:fun:cmp:

Definigao 3.21 (Composicao). Sejam f: A — B e g: B — C fungdes. A fig:composition
composigio de f com g é go f: A— C, onde (go f)(z) = g(f(x)).

Exemplo 3.22. Consideremos as fungoes f(xz) = z + 1, e g(x) = 2z. Como
(go f)(z) = g(f(x)), para cada entrada x deve primeiro tomar-se o sucessor,
depois multiplicar o resultado por dois. Logo a composigao é dada por (g o

Pla) = 2(x +1).

Problema 3.5. Mostre que, se f: A — B e g: B — C sdo ambas injetiva,
entdo go f: A — C é injetiva.

Problema 3.6. Mostre que, se f: A — B e g: B — C sdo ambas sobrejetiva,
entdo go f: A — C é sobrejetiva.

Problema 3.7. Suponhamos f: A — B e g: B — C. Mostre que o gréfico de
goféRs|R,.

3.6 Funcoes Parciais

As vezes é 1til relaxar a definicdo de funcdo de modo que néo seja exigido sfr:fun:par:
que a saida da funcdo esteja definida para todas as entradas possiveis. Tais **
mapeamentos sao chamados de fungdes parciais.

Definig¢ao 3.23. Uma fungdo parcial f: A + B é um mapeamento que associa
a cada membro de A no maximo um membro de B. Se f associa um membro
de B a x € A, dizemos que f(z) estd definido, e caso contrario indefinido.
Se f(z) estd definido, escrevemos f(x) |, caso contrdrio f(z) 1. O dominio
de uma fungao parcial f é o subconjunto de A onde ela estd definida, isto €,

dom(f) ={z € A: f(z) I}.
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Exemplo 3.24. Toda funcéo f: A — B é também uma funcgao parcial. Fungoes
parciais que estao definidas em todo A—isto é, o que até agora chamavamos
simplesmente de funcao—também sao chamadas de fungoes totais.

Exemplo 3.25. A funcio parcial f: R -+ R dada por f(z) = 1/x é indefinida
para x = 0 e definida em todo o restante.

Problema 3.8. Dada f: A + B, defina a fungéo parcial g: B + A por: para
qualquer y € B, se existe um unico z € A tal que f(z) = y, entdo g(y) = x;
caso contrario ¢g(y) 1. Mostre que se f é injetiva, entdo g(f(x)) = = para todo
z € dom(f) e f(g(y)) = y para todo y € Im(f).

Definigao 3.26 (Grafico de uma fungdo parcial). Seja f: A -+ B uma
funcao parcial. O grdfico de f é a relagdo Ry C A x B definida por

Ry = {{(z,y) : f(x) =y}

Proposigao 3.27. Suponha que R C A x B tem a propriedade de que sempre
que Rxy e Rxy' entdoy =1vy'. Entio R € o grdfico da fungao parcial f: A+ B
definida por: se existe umy tal que Rxy, entao f(x) =y, caso contrdrio f(x) 1.
Se R também ¢ serial, isto é, para cada x € A existe um y € B tal que Rxy,
entao f € total.

Prova. Suponha que existe um y tal que Rxy. Se existisse outro y’ # y tal que
Ruxy’, a condigao sobre R seria violada. Portanto, se existe um y tal que Rxy,
esse y € Uinico, e assim f é bem definida. Obviamente, Ry = R e f é total se R
é serial. O

sets-functions-relations-complete rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 33


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Capitulo 4

O Tamanho dos Conjuntos

Este capitulo discute enumeragoes e conjuntos contaveis e incontaveis.
Vérias secoes vém em duas versoes: uma mais elementar, que toma enu-
meracoes como listas, ou sobrejecoes de Z™T; e uma mais abstrata que define
enumeragoes como bije¢coes com N.

4.1 Introducao

Quando Georg Cantor desenvolveu a teoria dos conjuntos na década de 1870,
um dos seus objetivos era tornar aceitdvel a ideia de uma colegao infinita—
um infinito atual, como diriam os medievais. Parte central disto foi o seu
tratamento do tamanho de conjuntos diferentes. Se a, b e ¢ sdo todos distintos,
entdo o conjunto {a, b, ¢} é intuitivamente maior que {a,b}. Mas e os conjuntos
infinitos? Serao todos do mesmo tamanho? Acontece que nao.

A primeira ideia importante aqui é a de enumera¢do. Podemos listar qual-
quer conjunto finito enumerando todos os seus membros. Para alguns conjuntos
infinitos, também podemos listar todos os seus membros se permitirmos que a
prépria lista seja infinita. Tais conjuntos chamam-se enumeraveis. O resultado
surpreendente de Cantor, que compreenderemos completamente no fim deste
capitulo, foi que alguns conjuntos infinitos ndo sdo enumeraveis.

4.2 Enumeracoes e Conjuntos Enumeraveis

Esta secao discute enumeragoes de conjuntos, definindo-as como so-
brejecoes de Z*1. Faz as coisas devagar, para leitores com pouca formacao
matematica. Uma versao alternativa, mais concisa, é dada na Secao 4.11,
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que define enumeragoes de outro modo: como bijegoes com N (ou um seg-
mento inicial).

Ja demos exemplos de conjuntos listando seus membros. Discutamos agora, de explanation
maneira mais geral, como e quando podemos listar os membros de um conjunto,
mesmo que esse conjunto seja infinito.

Defini¢ao 4.1 (Enumeragao, informalmente). Informalmente, uma enu-
merag¢ao de um conjunto A é uma lista (possivelmente infinita) de membros
de A tal que todo membro de A aparece na lista em alguma posigao finita. Se
A tem uma enumeracao, entao diz-se que A é enumerdvel.

Alguns pontos sobre enumeragoes: explanation

1. Contamos como enumeragoes apenas listas que tém um comego e em que
todo membro além do primeiro tem um tnico membro imediatamente
anterior. Em outras palavras, hd apenas um nimero finito de elementos
entre o primeiro membro da lista e qualquer outro membro. Em particu-
lar, isso significa que todo membro de uma enumeragao tem uma posigao
finita: o primeiro membro tem posicao 1, o segundo posicao 2, etc.

2. Podemos ter enumeracoes diferentes do mesmo conjunto A que diferem
pela ordem em que os membros aparecem: 4, 1, 25, 16, 9 enumera os
(conjunto dos) cinco primeiros quadrados tdo bem quanto 1, 4, 9, 16, 25.

3. Enumeracoes redundantes ainda sao enumeracoes: 1, 1, 2, 2, 3, 3, ...
enumera 0 mesmo conjunto que 1, 2, 3, ....

4. Ordem e redundancia importam quando especificamos uma enumeracao:
podemos enumerar os inteiros positivos comecando com 1, 2, 3, 1, ...,
mas o padrao é mais facil de ver quando enumerados da maneira padrao
como 1,2, 3,4, ...

5. Enumeracoes devem ter um comeco: ..., 3, 2, 1 ndo é uma enumeragao
dos inteiros positivos porque nao tem primeiro membro. Para ver como
isso segue da definicdo informal, pergunte a si mesmo: “em que posicao
na lista o nimero 76 aparece?”

6. O seguinte ndo é uma enumeracao dos inteiros positivos: 1, 3, 5, ..., 2,
4,6, ... O problema é que os niimeros pares ocorrem nas posigoes 0o + 1,
00 4 2, 0o + 3, em vez de em posigoes finitas.

7. O conjunto vazio é enumeravel: é enumerado pela lista vazial

Proposigao 4.2. Se A tem uma enumeracdo, tem uma enumeracao sem re-
peticoes.
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Prova. Suponha que A tem uma enumeragao 1, Zz, ... em que cada z; é um
membro de A. Podemos remover repeticbes de uma enumeracao removendo
membros repetidos. Por exemplo, podemos transformar a enumeracao em uma
nova na qual listamos x; se ele é um membro de A que nédo esta entre xq, ...,
x;_1 ou removemos x; da lista se ja aparece entre xy, ..., T;_1. O

O ultimo argumento mostra que, para obter um bom controle sobre enu-
meragoes e conjuntos enumeraveis e provar coisas sobre eles, precisamos de
uma definigao mais precisa. O seguinte a fornece.

Definicao 4.3 (Enumeracao, formalmente). Uma enumerag¢do de um con-
junto A # () é qualquer funcdo sobrejetiva f: Z1T — A.

explanation Convengamo-nos de que a defini¢ao formal e a defini¢ao informal usando
uma lista possivelmente infinita sao equivalentes. Primeiro, qualquer funcao
sobrejetiva de ZT para um conjunto A enumera A. Tal funcao determina uma
enumeragao conforme definido informalmente acima: a lista f(1), f(2), f(3),

. Como f é sobrejetiva, todo membro de A é garantidamente o valor de f(n)
para algum n € ZT. Logo, todo membro de A aparece em alguma posicio finita
na lista. Como a funcao pode nao ser injetiva, a lista pode ser redundante, mas
isso é aceitdvel (como observado acima).

Por outro lado, dada uma lista que enumera todos os membros de A, po-
demos definir uma fungao sobrejetiva f: Z* — A fazendo f(n) ser o n-ésimo
membro da lista, ou o tltimo membro da lista se ndo hé n-ésimo membro. O
Unico caso em que isso nao produz uma fungao sobrejetiva é quando A é vazio,
e portanto a lista é vazia. Assim, toda lista nao vazia determina uma fungao
sobrejetiva f: ZT — A.

Definigao 4.4. Um conjunto A é enumeravel sse é vazio ou tem uma enu- sfrsizenm:
meragéo, defn:enumerable

Exemplo 4.5. Uma fungio que enumera os inteiros positivos (Z7) é simples-
mente a fungdo identidade dada por f(n) = n. Uma fungdo que enumera os
numeros naturais N é a fungao g(n) =n — 1.

Exemplo 4.6. As fungoes f: ZT — Z* e g: ZT — Z+ dadas por

fln)=2ne

g(n)=2n-1
enumeram os inteiros positivos pares e os inteiros positivos impares, respec-
tivamente. Contudo, nenhuma das funcdes é uma enumeracio de Z*, ja que

nenhuma é sobrejetiva.

Problema 4.1. Defina uma enumeracao dos quadrados positivos 1, 4, 9, 16,
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sfr:sizzenm:

prop:enum-shift

Exemplo 4.7. A funcao f(n) = (—1)”[@] (onde [2] denota a fungao teto,
que arredonda x para cima até o inteiro mais préximo) enumera o conjunto dos
inteiros Z. Note como f gera os valores de Z “saltando” de um lado para outro
entre inteiros positivos e negativos:

Vocé também pode pensar em f como definida por casos da seguinte forma:

0 sen=1
f(n)=¢n/2 se n é par
—(n—1)/2 sen éimpare>1

Problema 4.2. Mostre que se A e B sao enumeraveis, entao A U B também
é. Para isso, suponha que h4 funcoes sobrejetivas f: ZT — Ae g: ZT — B, e
defina uma funcao sobrejetiva h: ZT — AU B e mostre que ela é sobrejetiva.
Considere também os casos em que A ou B = ().

Problema 4.3. Mostre que se B C A e A é enumeravel, entdo B também é.
Para isso, suponha que h4 uma funcao sobrejetiva f: Zt — A. Defina uma
funcao sobrejetiva g: ZT — B e mostre que ela é sobrejetiva. O que acontece
se B =07

Problema 4.4. Mostre por indugdo em n que se Ay, As, ..., A, sdo todos
enumeraveis, entao A; U---U A, também é. Vocé pode assumir o fato de que
se dois conjuntos A e B sao enumeraveis, entao A U B também é.

Embora seja talvez mais natural ao listar os membros de um conjunto
comecar a contar a partir do 12 membro, os mateméaticos gostam de usar os
numeros naturais N para contar coisas. Eles falam do 0°, 1°, 22, e assim por
diante, membro de uma lista. Correspondentemente, podemos definir uma
enumeragao como uma fungao sobrejetiva de N para A. E claro que as duas
definigoes sao equivalentes.

Proposicao 4.8. Hd uma sobrejecio f: ZT — A sse hd uma sobrejecdo
g: N— A

Prova. Dada uma sobrejegao f: ZT — A, podemos definir g(n) = f(n + 1)
para todo n € N. E facil ver que g: N — A é sobrejetiva. Reciprocamente,
dada uma sobrejecao g: N — A, defina f(n) = g(n —1). O

Isso nos dé o seguinte resultado:
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Corolario 4.9. Um conjunto A é enumerdvel sse € vazio ou hd uma func¢do
sobrejetiva f: N — A.

Discutimos acima que uma lista de membros de um conjunto A pode ser
transformada em uma lista sem repetigoes. Isso também vale para enumeracoes,
mas é um pouco mais dificil de formular e provar rigorosamente. Qualquer
funcdo f: ZT — A deve estar definida para todo n € ZT. Se h4 apenas
um nimero finito de membros em A, entdo claramente nao podemos ter uma
funcdo definida nos infinitos membros de Z* que toma como valores todos
os membros de A mas nunca toma o mesmo valor duas vezes. Nesse caso,
isto é, no caso em que a lista sem repetigoes é finita, devemos escolher um
dominio diferente para f, um com apenas um numero finito de membros. Nao
ter repetigoes significa que f deve ser injetiva. Como também é sobrejetiva,
estamos procurando uma bijegao entre algum conjunto finito {1,...,n} ou Z*
e A.

Proposigao 4.10. Se f: Z* — A é sobrejetiva (isto €, uma enumeracio
de A), hd uma bijecio g: Z — A onde Z éZ* ou{l,...,n} para algumn € Z*.

Prova. Definimos a func¢ao g recursivamente: seja g(1) = f(1). Se g(4) ja foi
definido, seja g(i+1) o primeiro valor de f(1), f(2), ... que ainda nao estd entre
g(1), ..., g(7), se houver um. Se A tem apenas n membros, entdo g(1), ...,
g(n) estao todos definidos, e assim definimos uma funcao g: {1,...,n} — A.
Se A tem infinitos membros, entao para qualquer i deve haver um membro
de A na enumeragao f(1), f(2), ..., que ainda néo estd entre g(1), ..., g(i).
Nesse caso definimos uma fungao g: Z* — A.

A fungao g é sobrejetiva, j4 que qualquer elemento de A estd entre f(1),

f(2), ... (pois f é sobrejetiva) e assim eventualmente serd um valor de g(i)
para algum ¢. Também é injetiva, j4 que se houvesse j < i tal que g(j) = g(4),
entdo g(i) ja estaria entre g(1), ..., g(¢ — 1), contrariamente & forma como
definimos g¢. O

Corolério 4.11. Um conjunto A é enumerdvel sse € vazio ou hd uma bijecdo
fi: N— Aonde N=N ou N =H{0,...,n} para algum n € N.

Prova. A é enumerével sse A é vazio ou hé uma sobrejetiva f: ZT — A. Pela
Proposicao 4.10, o ultimo vale sse ha uma funcao bijetiva f: Z — A onde

Z =7% ou Z ={1,...,n} para algum n € Z*. Pelo mesmo argumento da
prova da Proposicao 4.8, isso por sua vez é o caso sse ha uma bijecao g: N — A
onde N=Nou N ={0,...,n—1}. O

Problema 4.5. De acordo com a Defini¢ao 4.4, um conjunto A é enumerdvel
sse A = () ou hd uma sobrejetiva f: ZT — A. Também é possivel definir “con-
junto enumeravel” precisamente por: um conjunto é enumeravel sse ha uma
funcao injetiva g: A — ZT. Mostre que as definicoes sao equivalentes, isto é,
mostre que hd uma funcao injetiva g: A — Z™* sse A = () ou ha uma sobrejetiva
fZr — A.
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4.3 Meétodo do Zigue-Zague de Cantor

sfrisizizigrag: J& consideramos algumas enumeracgoes “faceis”. Vejamos algo um pouco mais explanation
*°¢ dificil. Considere-se o conjunto dos pares de ntimeros naturais, que definimos
na Sec¢ao 1.5 assim:

N x N={(n,m):n,m e N}

Podemos organizar estes pares ordenados numa matriz, assim:

0 1 2 3
0| (0,0) | (0,1) | (0,2) | (0,3)
1| (1,0) | (1,1) [ (1,2) | (1,3)
2 (2,0) | (2,1) | (2,2) | (2,3)
33,00 (3,1) ] (3,2) [ (3,3

Claramente, cada par ordenado em N x N aparece exatamente uma vez na
matriz. Em particular, (n, m) aparece na n-ésima linha e na m-ésima coluna.
Mas como organizar os elementos de tal matriz numa lista “unidimensional”?
O padrao na matriz abaixo demonstra uma forma de o fazer (embora haja,
claro, muitas outras):

oO|1]2 ]3] 4
oO,0| 1|3 ]| 6|10
12 (4] 7 |11
215 | 8 |12
319 |13
4|14

Este padrao chama-se método do zigue-zague de Cantor. Enumera N x N do
seguinte modo:

(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0),(0,3), (1,2), (2,1), (3,0), ..
Isto estabelece o seguinte:

sfrisizzigzag: Proposicao 4.12. N x N € enumerdvel.

natsquaredenumerable

Prova. Seja f: N — N x N a fungdo que a cada k € N associa o tuplo {(n,m) €
N x N tal que k£ é o valor na n-ésima linha e m-ésima coluna da matriz do
zigue-zague de Cantor. O

Esta técnica generaliza-se bem. Por exemplo, podemos usé-la para enume- explanation
rar o conjunto dos triplos ordenados de niimeros naturais, isto é:

N x N x N = {(n,m,k) : n,m, k € N}
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Pensamos em N x N x N como o produto cartesiano de N x N com N; isto é,
N? = (N x N) x N = {{(n,m), k) : n,m, k € N}

e assim podemos enumerar N® com uma matriz rotulando um eixo com a enu-
meracao de N e o outro com a enumeracio de N2:

0 1 2 3
(0,0) | (0,0,0) | (0,0,1) | (0,0,2) | {0,0,3)
(0,1) | (0,1,0) | (0,1,1) | (0,1,2) | (0,1,3)
(1,0) | (1,0,0) | (1,0,1) | (1,0,2) | (1,0,3)
(0,2) | (0,2,0) | (0,2,1) | (0,2,2) | (0,2,3)

Assim, com um método como o zigue-zague de Cantor, obtemos analogamente
uma enumeracdo de N3. E podemos continuar, obtendo enumeracdes de N”
para qualquer nimero natural n. Logo:

Proposigao 4.13. N” ¢ enumerdvel, para todo n € N.
Problema 4.6. Mostre que (Z)™ é enumerdvel, para todo n € N.

Problema 4.7. Mostre que (Z)* é enumerdvel. Pode assumir Problema 4.6.

4.4 Funcgoes de Pareamento e Codigos

explanation O método do zigue-zague de Cantor torna visualmente evidente a enumerabi- sfrsizpai:
lidade de N”. Mas vamos concentrar-nos na nossa matriz que representa N2. **
Seguindo a linha em zigue-zague na matriz e contando as posigoes, podemos ve-
rificar que (1, 2) fica associado ao nimero 7. Seria 1til, contudo, poder calcular
isto de modo mais direto. Ou seja, seria til dispor da inversa da enumeragao
em zigue-zague, g: N2 — N, tal que

9({0,0)) =0, g({0,1)) =1, g({1,0)) =2, ..., 9({1,2)) =7, ...

Isto permitir-nos-ia calcular exatamente em que posicao da enumeragao cai
(n,m).

De fato, podemos definir g diretamente com base em duas observagoes. Pri-
meiro: se a n-ésima linha e a m-ésima coluna contém o valor v, entao a (n+1)-
ésima linha e a (m — 1)-ésima coluna contém o valor v+ 1. Segundo: a primeira
linha da nossa enumeracgao consiste nos nimeros triangulares, comegando por
0, 1, 3, 6, etc. O k-ésimo ntimero triangular é a soma dos nimeros naturais
< k, que se pode calcular como k(k + 1)/2. Juntando estas duas observagoes,
consideremos a funcgao:

g(n,m) = (n+m+21)(n+m) .
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Escreve-se frequentemente g(n,m) em vez de g({n,m)), jA que é mais facil
para os olhos. Isto diz-nos que se determine primeiro o (n + m)-ésimo nimero
triangular e depois que lhe somemos n. A fungao preenche a matriz exatamente
da maneira que desejamos. Em particular, o par (1,2) é enviado para % +1=
7.

Esta funcao g é a inversa de uma enumeragao de um conjunto de pares.
Tais fungoes chamam-se func¢oes de emparelhamento.

Definigao 4.14 (Funcgao de emparelhamento). Uma fungdo f: A X B —
N é uma funcao de emparelhamento aritmética se f for injetiva. Dizemos
também que f codifica A x B, e que f(x,y) é o cddigo de (z,y).

Podemos usar funcoes de emparelhamento para codificar, por exemplo, pa-
res de niimeros naturais; ou, em outras palavras, podemos representar cada par
de elementos por um unico nimero. Usando a inversa da funcao de emparelha-
mento, podemos descodificar o numero, isto €, determinar que par representa.

Problema 4.8. Dé uma enumeragao do conjunto de todos os niimeros racio-
nais nao negativos.

Problema 4.9. Mostre que Q é enumeréavel. Recordemos que qualquer niimero
racional se pode escrever como uma fragao z/m com z € Z, m € N*.

Problema 4.10. Defina uma enumeragao de B*.

Problema 4.11. Recordando o curso introdutdrio de logica, cada tabela de
verdade possivel exprime uma funcao de verdade. Em outras palavras, as
funcdes de verdade sdo todas as funcoes de B¥ — B para algum k. Prove que
o conjunto de todas as fungoes de verdade é enumeravel.

Problema 4.12. Mostre que o conjunto de todos os subconjuntos finitos de
um conjunto infinito enumerdvel arbitrario é enumeravel.

Problema 4.13. Um subconjunto de N diz-se confinito sse for o complemento
de um conjunto finito; isto é, A C N é confinito sse N\ A for finito. Seja I
o conjunto cujos membros sao exatamente os subconjuntos finitos e confinitos
de N. Mostre que I é enumeravel.

Problema 4.14. Mostre que a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis

é enumeravel. Isto é, sempre que Ay, Ao, ... sdo conjuntos e cada A; é
’ ~ .~ oo 7 7 ’

enumerdvel, entdo a unido |J;-; A; de todos eles também é enumerdvel. [Nota:

isto é dificil!]

Problema 4.15. Seja f: A x B — N uma fun¢do de emparelhamento ar-
bitraria. Mostre que a inversa de f é uma enumeracao de A x B.

Problema 4.16. Especifique uma funcio que codifique N3.
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explanation

4.5 Uma Funcao de Emparelhamento Alternativa

H4 outras enumeracoes de N2 que facilitam descobrir quais sfio suas inversas. sfrsizpai-alt:
Eis uma. Em vez de visualizar a enumeracao em uma matriz, comece com a "°

lista de inteiros positivos associados a espagos (inicialmente) vazios. Imagine

preencher esses espagos sucessivamente com pares (n,m) da seguinte forma.
Comegando com os pares que tém 0 na primeira posigao (isto é, pares (0,m)),

coloque o primeiro (isto é, (0,0)) no primeiro espago vazio, depois pule um

espago vazio, coloque o segundo (isto é, (0,2)) no préximo espago vazio, pule

outro, e assim por diante. O comego (incompleto) de nossa enumeragao agora

se parece com isto

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(0,0) (0,1) (0,2) (0, 3) (0,4)

Repita isso com pares (1, m) nos lugares que ainda permanecem vazios, nova-
mente pulando cada outro espago vazio:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(0,0) (1,0) (0,1) 0,2) (1,1) (0,3) 0,4) (1,2)

Insira pares (2,m), (2, m), etc., da mesma forma. Nossa enumeragdo completa
assim comeca assim:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,0) (1,0) (0,1) (2,00 (0,2) (1,1) (0,3) (3,00 (0,4) (1,2)

Se numerarmos as células na matriz acima de acordo com essa enumeragao,
nao encontraremos uma linha zigue-zague arrumada, mas este arranjo:

0| 1|23 |4]|35
o 1|3 |5 |7 |91
1|2 |6 |10 1418
2|4 11220 | 28
3|8 ]24|40
4|16 | 48
5|32

Podemos ver que os pares na linha 0 estao nas posigoes impares de nossa
enumeragao, isto é, o par (0,m) estd na posigdo 2m + 1; os pares na segunda
linha, (1,m), estdo em posi¢des cujo nimero é o dobro de um nimero fmpar,
especificamente, 2-(2m+1); os pares na terceira linha, (2, m), estdo em posi¢oes
cujo nimero é quatro vezes um numero impar, 4- (2m+ 1); e assim por diante.
Os fatores de (2m + 1) para cada linha, 1, 2, 4, 8, ..., sdo exatamente as
poténcias de 2: 1 = 29, 2 =21 4 = 22 8 = 23 ... De fato, o expoente
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relevante é sempre o primeiro membro do par em questdo. Assim, para o par
(n,m) o fator é 2". Isso nos d4 a férmula geral: 2" - (2m + 1). Contudo, isso
é um mapeamento de pares para inteiros positivos, isto é, (0,0) tem posicao 1.
Se quisermos comegar na posi¢cao 0 devemos subtrair 1 do resultado. Isso nos
da:

Exemplo 4.15. A funcdo h: N> — N dada por
h(n,m)=2"(2m+1) — 1

é uma funcao de emparelhamento para o conjunto de pares de niimeros natu-
NP
rais N-.

De acordo com nossa segunda enumeragao de N2, o par (0,0) tem c6digo explanation
h(0,0) =2°(2-0+1)—1 = 0; (1,2) tem cédigo 2! - (2:2+1)-1=2-5—-1=09;
(2,6) tem cédigo 22 - (26 +1) — 1 = 51.

As vezes basta codificar pares de ndmeros naturais N2 sem exigir que a
codificagao seja sobrejetora. Tais codificagbes tém inversas que sao apenas
fungoes parciais.

Exemplo 4.16. A funcdo j: N> — N+t dada por
jln,m)=2"3"

é uma fungao injetiva N? — N.

4.6 Conjuntos Nao enumeraveis

sfr:siz:nen:
sec

Esta segdao prova a nao enumerabilidade de B¥ e o(Z™) usando a de-
finicao na Secao 4.2. Foi concebida para ser um pouco mais elementar e
um pouco mais detalhada que a versao na Secao 4.11

Alguns conjuntos, como o conjunto ZT dos inteiros positivos, sdo infinitos.
Até agora vimos exemplos de conjuntos infinitos que eram todos enumerdvel.
Contudo, ha também conjuntos infinitos que nao tém essa propriedade. Tais
conjuntos sao chamados de nao enumerdvel.

Em primeiro lugar, talvez j& seja surpreendente que existam conjuntos nao
enumeravel. Para qualquer conjunto enumeravel A ha uma funcao sobrejetiva
f:Z* — A. Se um conjunto é nio enumerdvel, nao h4 tal fungio. Isto é,
nenhuma funcdo mapeando os infinitos membros de ZT para A pode esgotar
todo A. Assim, hd “mais” membros em A do que os infinitos inteiros positivos.

Como se provaria que um conjunto é nao enumeravel? E preciso mostrar
que nenhuma tal funcao sobrejetora pode existir. Equivalentemente, é preciso
mostrar que os elementos de A ndo podem ser enumerados em uma lista infinita
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unidirecional. A melhor maneira de fazer isso é mostrar que toda lista de
membros de A deve deixar de fora pelo menos um elemento; ou que nenhuma
funcdo f: ZT — A pode ser sobrejetiva. Podemos fazer isso usando o método
diagonal de Cantor. Dada uma lista de membros de A, digamos, 1, Z2, ...,
construimos outro elemento de A que, por sua construcdo, nao pode estar
naquela lista.

Nosso primeiro exemplo é o conjunto B“ de todas as sequéncias infinitas,
sem lacunas, de Os e 1s.

Teorema 4.17. B¥ ¢ ndao enumerdvel.

Prova. Suponha, por absurdo, que B“ é enumeravel, isto é, suponha que ha
uma lista s1, s2, S3, S4, ... de todos os membros de B¥. Cada um desses s;
é em si uma sequéncia infinita de Os e 1s. Chamemos o j-ésimo elemento da
i-ésima sequéncia nessa lista de s;(j). Entao a i-ésima sequéncia s; é

Si(l), Si(Q), Si(S), PN

Podemos organizar essa lista, e os elementos de cada sequéncia s; nela, em
uma matriz:

1 2 3 4
1 Sl(l) 81(2) 81(3) 81(4)
2| s2(1) | 82(2) | $2(3) | s2(4)
3| s3(1) | s3(2) | s3(3) | s3(4)
4 84(1) 84(2) 84(3) S4(4)
Os rétulos ao lado indicam o numero da sequéncia na lista sj, So, ...; 0s

nimeros no topo rotulam os membros das sequéncias individuais. Por exemplo,
$1(1) é um nome para qualquer nimero, um 0 ou um 1, que é o primeiro membro
na sequéncia si, e assim por diante.

Agora construimos uma sequéncia infinita, 3, de 0s e 1s que nao pode estar
nessa lista. A definicdo de 5 dependerd da lista si, so, .... Qualquer lista
infinita de sequéncias infinitas de Os e 1s d4 origem a uma sequéncia infinita s
que estad garantidamente fora da lista.

Para definir 5, especificamos todos os seus membros, isto é, especificamos
3(n) para todo n € ZT. Fazemos isso lendo a diagonal da matriz acima (daf
o nome “método diagonal”) e depois trocando cada 1 por 0 e cada 0 por 1.
De maneira mais abstrata, definimos §(n) como 0 ou 1 conforme o n-ésimo
membro da diagonal, s,(n), é 1 ou 0.

1 sesp(n)=0
1.

0 sesp(n)

Se vocé prefere férmulas a definigdes por casos, também pode definir 5(n) =
1 —sp(n).
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sfr:siz:nen:

thm:nonenum-pownat

Claramente 5 é uma sequéncia infinita de Os e 1s, ja que é apenas a sequéncia
espelhada da sequéncia de Os e 1s que aparecem na diagonal de nossa matriz.
Assim § é um membro de B. Mas nao pode estar na lista s1, s, ... Por qué?

Nao pode ser a primeira sequéncia na lista, s;, porque difere de s; no
primeiro membro. Seja qual for s1(1), definimos 3(1) como o oposto. Nao pode
ser a segunda sequéncia na lista, porque § difere de sy no segundo elemento:
se 52(2) é 0, 5(2) é 1, e vice-versa. E assim por diante.

Mais precisamente: se S estivesse na lista, haveria algum k tal que 5 = si.
Duas sequéncias sao idénticas sse concordam em toda posigao, isto é, para
qualquer n, 5(n) = si(n). Em particular, tomando n = k como caso especial,
5(k) = sg(k) teria de valer. si(k) é 0 ou 1. Se é 0, entdo 5(k) deve ser 1—¢
assim que definimos 5. Mas se si(k) = 1, de novo por causa da forma como
definimos 3, 3(k) = 0. Em ambos os casos 5(k) # s (k).

Comecamos supondo que hd uma lista de membros de B¥, s1, s, ... A
partir dessa lista construimos uma sequéncia § que provamos nao poder estar
na lista. Mas ela definitivamente é uma sequéncia de Os e 1s se todos os s; sao
sequéncias de Os e 1s, isto é, 5 € B¥. Isso mostra em particular que nao pode
haver lista de todos os membros de B¥, ja que para qualquer tal lista também
poderiamos construir uma sequéncia s garantidamente fora da lista, de modo
que a suposicao de que ha uma lista de todas as sequéncias em B“ leva a uma
contradicao. O

Esse método de prova é chamado de “diagonalizagao” porque usa a diagonal
da matriz para definir 5. A diagonalizacao nao precisa envolver a presenca de
uma matriz: podemos mostrar que conjuntos nao sao enumeravel usando uma
ideia semelhante mesmo quando nao ha matriz nem diagonal propriamente
dita.

Teorema 4.18. p(Z™) ndo é enumerdvel.

Prova. Procedemos da mesma forma, mostrando que para toda lista de subcon-
juntos de Z* ha um subconjunto de Z* que nao pode estar na lista. Suponha
que a seguinte é uma, lista dada de subconjuntos de Z*:

Z15Z27ZSa"'

Agora definimos um conjunto Z tal que para qualquer n € Z*, n € Z sse
né¢ Zy: o
Z={neZt:n¢Z,} O

Z é claramente um conjunto de inteiros positivos, j4 que por suposicéo cada Z,
0 é, e assim Z € p(Z*). Mas Z nao pode estar na lista. Para mostrar isso,
estabeleceremos que para cada k € ZT, Z # Zj,.

Seja k € ZT arbitrario. Definimos Z de modo que para qualquer n € Z7*,
n € Z ssen ¢ Z,. Em particular, tomando n =k, k € Z sse k ¢ Zy. Mas isso
mostra que Z # 7, j4 que k é um membro de um mas nido do outro, e assim
Z e Zj, tém membros diferentes. Como k foi arbitrério, Z nio esta na lista 7,
Zay ...
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explanation

A prova precedente nao mencionou uma diagonal, mas vocé pode pensar
nela como envolvendo uma diagonal se a imaginar assim: imagine os conjuntos
Z1, Za, ..., escritos em uma matriz, onde cada membro j € Z; é listado
na j-ésima coluna. Digamos que os primeiros quatro conjuntos nessa lista sao
{1,2,3,...}, {2,4,6,...}, {1,2,5} e {3,4,5,...}. Entdo a matriz comegaria
com

Zy={1, 2, 3, 4, 5, 6, ...}
Zy={ 2 4, 6, ...}
Zs={1, 2, 5 }
Z4 :{ 37 47 5> 6’ }

Entao Z é o conjunto obtido percorrendo a diagonal, deixando de fora quaisquer
nimeros que aparecem ao longo da diagonal e incluindo aqueles j onde a matriz
tem uma lacuna na j-ésima linha/coluna. No caso acima, deixariamos de fora
1 e 2, incluiriamos 3, deixarfamos de fora 4, etc.

Problema 4.17. Mostre que p(N) é nao enumerdvel por um argumento dia-
gonal.

Problema 4.18. Mostre que o conjunto de funcdes f: ZT — Z* é nao enu-
meravel por um argumento diagonal explicito. Isto é, mostre que se f1, fa, ...,
é uma lista de funcdes e cada f;: ZT — Z7T, entdo hé alguma f: Z+ — Zt fora
dessa lista.

4.7 Reducao

Esta secao prova a nao enumerabilidade por reducao, correspondendo
aos resultados na Secao 4.6. Uma versao alternativa, ligeiramente mais
condensada, correspondente aos resultados na Secao 4.12, é fornecida na
Secao 4.13.

Mostramos p(Z1) como nao enumeravel por um argumento de diagonalizagio.
Ja tinhamos uma prova de que B“, o conjunto de todas as sequéncias infi-
nitas de Os e 1s, é nao enumerdvel. Eis outra maneira de provar que p(Z™)
¢ nao enumeravel: mostre que se p(ZT) é enumerdvel, entao B também é
enumerdvel. Como sabemos que B* nao ¢ enumeravel, p(Z*) também nao
pode ser. Isso é chamado de reduzir um problema a outro—neste caso, re-
duzimos o problema de enumerar B* ao problema de enumerar p(Z"). Uma
solugao para o ultimo—uma enumeragao de p(Z™)—daria uma solugao para o
primeiro—uma enumeracao de B«.

Como reduzimos o problema de enumerar um conjunto B ao de enumerar
um conjunto A? Fornecemos uma maneira de transformar uma enumeragao
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de A em uma enumeracao de B. A maneira mais facil de fazer isso é definir

uma fungdo sobrejetiva f: A — B. Se x1, 2, ... enumera A, entdo f(x1),
f(z2), ... enumeraria B. Em nosso caso, procuramos uma func¢ao sobrejetora
f:pZT) — B>.

Problema 4.19. Mostre que se hd uma funcao injetiva g: B — A, e B é nao
enumeravel, entdo A também é. Faga isso mostrando como vocé pode usar g
para transformar uma enumeracao de A em uma de B.

Prova do Teorema 4.18 por redugdo. Suponha que p(Z%) fosse enumerdvel, e
portanto que ha uma enumeragao dele, Zy, Zsy, Z3, ...

Defina a fungao f: p(Z%) — B“ fazendo f(Z) ser a sequéncia s tal que
sp(n) =1ssen € Z, e sp(n) = 0 caso contrério. Isso define claramente uma
funcao, ja que sempre que Z C ZT, qualquer n € Z* ou é um membro de Z
ou nao é. Por exemplo, o conjunto 2Z+ = {2,4,6,...} dos pares positivos é
mapeado para a sequéncia 010101 . .., o conjunto vazio é mapeado para 0000. ..
e o conjunto Z* para 1111....

Também é sobrejetiva: toda sequéncia de Os e 1s corresponde a algum con-
junto de inteiros positivos, nomeadamente aquele que tem como membros os
inteiros correspondentes as posicoes onde a sequéncia tem 1s. Mais precisa-
mente, suponha s € B. Defina Z C Z* por:

Z={neZ":s(n)=1}

Entao f(Z) = s, como pode ser verificado consultando a defini¢ao de f.
Agora considere a lista

f(Zl)af(ZZ), f(Zg), .

Como f é sobrejetiva, todo membro de B deve aparecer como valor de f para
algum argumento, e assim deve aparecer na lista. Essa lista portanto deve
enumerar todo B“.

Assim, se p(Z71) fosse enumerdvel, B¥ seria enumerdvel. Mas B“ é nao
enumerdvel (Teorema 4.17). Logo ©(Z%1) é ndo enumerdvel. O

E f4cil confundir a dire¢do em que a reducdo vai. Por exemplo, uma fun¢io explanation
sobrejetiva g: BY — B ndo estabelece que B é nao enumeravel. (Considere
g: B“ — B definida por g(s) = s(1), a funcdo que mapeia uma sequéncia de Os
e 1s para seu primeiro membro. Ela é sobrejetiva, porque algumas sequéncias
comecam com 0 e outras comegam com 1. Mas B é finito.) Note também que
a funcao f deve ser sobrejetiva, caso contrario o argumento nao se sustenta:
f(z1), f(z2), ... ndo estariam garantidos de incluir todos os membros de B.
Por exemplo,
h(n) =000...0
——

n Os

define uma funcao h: Z* — B, mas Z* é enumeravel.
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Problema 4.20. Mostre que o conjunto de todos os conjuntos de pares de
inteiros positivos é nao enumeravel por um argumento de redugao.

Problema 4.21. Mostre que o conjunto X de todas as fungoes f: N — N énao
enumeravel por um argumento de redugao (Dica: dé uma fungdo sobrejetora
de X para B¥.)

Problema 4.22. Mostre que N, o conjunto de sequéncias infinitas de niumeros
naturais, é nao enumeravel por um argumento de redugao.

Problema 4.23. Seja P o conjunto de fungdes do conjunto dos inteiros posi-
tivos para o conjunto {0}, e seja @ o conjunto de fungdes parciais do conjunto
dos inteiros positivos para o conjunto {0}. Mostre que P é enumerével e @ nao
é. (Dica: reduza o problema de enumerar B“ a enumerar Q).

Problema 4.24. Seja S o conjunto de todas as fungbes sobrejetivas do con-
junto dos inteiros positivos para o conjunto {0,1}, isto é, S consiste de todas
as sobrejetivas f: ZT — B. Mostre que S é nao enumerdvel.

Problema 4.25. Mostre que o conjunto R de todos os nimeros reais é nao
enumeravel.

4.8 Equinumerosidade

Temos uma nogao intuitiva do “tamanho” dos conjuntos, que funciona bem  sfrsiz:equ:
para conjuntos finitos. E quanto aos infinitos? Se quisermos uma forma formal **

de comparar os tamanhos de dois conjuntos de qualquer cardinalidade, é boa

ideia comecar por definir quando dois conjuntos tém o mesmo tamanho. Eis

Frege:

Se um garcom quer ter certeza de que pos exatamente tantas facas
quantos pratos sobre a mesa, ndo precisa contar nem uns nem ou-
tros, se simplesmente puser uma faca a direita de cada prato, de
modo que cada faca na mesa fique a direita de algum prato. Os
pratos e as facas ficam assim correlacionados de modo tnico, e de
fato por essa mesma relagao espacial. ( , , §70)

A intuigdo central desta passagem traduz-se numa defini¢do formal:

Definigao 4.19. A é equinumeroso a B, escrevendo-se A ~ B, sse existir sfsizequ:
uma bijecao f: A — B. comparisondef

Proposigao 4.20. A relacdo de equinumerosidade € uma relacdo de equi- sfrsizequ:
’Ua/léncia equinumerosityisequi
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sfr:siz:car:
sec

Prova. E preciso mostrar que a equinumerosidade é reflexiva, simétrica e tran-
sitiva. Sejam A, B e C conjuntos.

Reflezividade. A aplicagdo identidade Ids: A — A, com Id4(z) = = para
todo z € A, é uma bijecao. Logo A ~ A.

Simetria. Suponhamos A ~ B, isto é, que existe uma bije¢ao f: A — B.
Como f é bijetiva, a inversa f~! existe e também é bijetiva. Logo f~': B — A
é uma bijecao, pelo que B ~ A.

Transitividade. Suponhamos A ~ B e B =~ (), isto é, que existem bijecoes
f:A— Beg: B— C. Entao a composi¢ao go f: A — C é bijetiva, logo
A=C. O

Proposigao 4.21. Se A =~ B, entdo A é enumerdvel se e s6 se B o €.

A prova seguinte usa Defini¢ao 4.4 se Secao 4.2 estiver incluida e De-
finicao 4.27 caso contrério.

Prova. Suponhamos A ~ B, logo existe alguma bijecao f: A — B, e suponha-
mos que A é enumerdvel. Entdao ou A = ) ou existe uma fungao sobrejetiva
g: Z* — A. Se A=), entao B = () também (caso contrério existiria um mem-
broy € B sem z € A com g(x) = y). Se, por outro lado, g: ZT — A for
sobrejetiva, entdo f o g: ZT — B é sobrejetiva. De fato, seja y € B. Como
f é sobrejetiva, existe x € A tal que f(z) = y. Como g é sobrejetiva, existe
n € Z* tal que g(n) = z. Logo,

(fog)(n) = flg(n)) = fz) =y

e portanto f o g é sobrejetiva. Temos que f o g é uma enumeragao de B, logo
B é enumeravel.

Se B é enumeravel, obtemos que A é enumeravel repetindo o argumento
com a bijecao f~!': B — A em lugar de f. O

Problema 4.26. Mostre que,se A~ C e B~ D,e ANB =CND =), entao
AUB=CUD.

Problema 4.27. Mostre que, se A € infinito e enumeravel, entdao A ~ N.

4.9 Conjuntos de Tamanhos Diferentes e o Teorema de
Cantor

Apresentamos uma formulagdo precisa da ideia de que dois conjuntos tém o
mesmo tamanho. Também podemos precisar a ideia de que um conjunto é
menor que outro. A nossa definigdo de “é menor do que (ou equinumeroso)”
exigird, em vez de uma bijecao entre os conjuntos, uma injecao do primeiro
para o segundo. Se tal funcao existir, o tamanho do primeiro conjunto é menor
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ou igual ao do segundo. Intuitivamente, uma injecao de um conjunto em ou-
tro garante que a imagem da funcao tem pelo menos tantos membros quanto
o dominio, pois nao ha dois membros do dominio que vao parar ao mesmo
membro da imagem.

Definigao 4.22. A ndo é maior do que B, escrevendo-se A < B, sse existir
uma injecao f: A — B.

E claro que isto é uma relagao reflexiva e transitiva, mas nao simétrica (fica
como exercicio). Podemos ainda introduzir uma nogéo que diz que um conjunto
é (estritamente) menor que outro.

Definigao 4.23. A é menor do que B, escrevendo-se A < B, sse existir
uma injecao f: A — B mas nao existir bijecao g: A — B, isto é, A < B
e A#% B.

.

E claro que esta relagdo é irreflexiva e transitiva. (Também fica como
exercicio.) Com esta notagdo, um conjunto A é enumeravel sse A < N, e
A é nao enumeravel sse N < A. Isto permite reformular o Teorema 4.32 como
a observacao de que N < p(N). De fato, ( ) provou que este dltimo
ponto é completamente geral:

Teorema 4.24 (Cantor). A < p(A), para qualquer conjunto A.

Prova. A aplicacao f(z) = {x} é uma injecao f: A — p(A), pois se = # y,
entdo também {x} # {y} por extensionalidade, logo f(z) # f(y). Temos pois
A = p(A).

Apresentamos a prova longa se Secao 4.6 estiver presente; caso
contrario, uma prova mais curta alinhada com a Segao 4.12.

Mostraremos agora que nao pode existir fungao sobrejetiva g: A — p(A),
quanto mais bijetiva, e portanto que A % p(A). Suponhamos que g: A — p(A).
Como g é total, todo z € A é mapeado para um subconjunto g(z) C A.
Podemos mostrar que g nao pode ser sobrejetora. Para isso, definimos um
subconjunto A C A que, por definicdo, ndo pode estar no contradominio de g.

Seja B
A={zxeAd:z¢gx)}.

Como g(z) estd definido para todo x € A, A é claramente um subconjunto
bem definido de A. Mas nao pode estar no contradominio de g. Seja z € A
arbitrrio; mostramos que A # g(z). Se z € g(z), entdo ndo satisfaz = ¢
g(z), logo, pela definicdo de A, temos x ¢ A. Se x € A, tem de satisfazer a
propriedade definidora de A, isto é, z € A e x ¢ g(z). Como x era arbitrario,
isto mostra que, para cada x € A, x € g(z) sse v ¢ A, logo g(z) # A. Em
outras palavras, A nao pode estar no contradominio de g, o que contradiz a

suposicao de que g é sobrejetora. O
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sfr:siz:sb:
sec

sfr:siz:sb:

thm:schroder-bernstein

.

E instrutivo comparar a prova do Teorema 4.24 com a do Teorema 4.18.
Ali mostramos que, para qualquer lista Z;, Zs, ..., de subconjuntos de Z¥,
se pode construir um conjunto Z de nimeros garantidamente fora da lista.
Estava garantido que nio estava na lista porque, para todo n € Z*, n € Z,
sse n ¢ Z. Assim, hd sempre algum niimero que é um membro de um entre Z,,
ou Z mas nio do outro. Seguimos a mesma ideia aqui, exceto que os indices n
sdo agora membros de A em vez de Z1. O conjunto A estd definido de modo
a diferir de g(z) para cada x € A, porque x € g(z) sse z ¢ A. De novo, hi
sempre um membro de A que é um membro de um entre g(z) e A mas nao do
outro. E tal como Z portanto nio pode estar na lista Z;, Zo, ..., A ndo pode
estar no contradominio de g.

E instrutivo comparar a prova do Teorema 4.24 com a do Teorema 4.32.
Ali mostramos que, para qualquer lista Ny, N1, Na, ..., de subconjuntos de N,
podemos construir um conjunto D de nimeros garantidamente fora da lista.
Estava garantido que ndo estava na lista porque n € N, sse n ¢ D, para
todo n € N. Seguimos a mesma ideia aqui, exceto que os indices n sao agora
membros de A em vez de N. O conjunto D estd definido de modo a diferir
de g(z) para cada z € A, porque x € g(z) sse x ¢ D.

A prova vale também a pena comparar com a do Paradoxo de Russell,
Teorema 1.29. De fato, o Teorema de Cantor foi a inspiragao para o paradoxo
de Russell.

Problema 4.28. Mostre que ndo pode existir uma injecao g: p(A) — A, para
qualquer conjunto A. Sugestdo: suponha g: p(A) — A injetiva. Considere
D ={g(B): BC Aeg(B) ¢ B}. Seja x = g(D). Use o fato de g ser injetiva
para obter uma contradicao.

4.10 A Nocao de Tamanho e Schroder-Bernstein

Eis um pensamento intuitivo: se A nao é maior do que B e B nao é maior do que
A, entao A e B sao equinumerosos. Sejamos honestos: se isto estivesse errado,
dificilmente poderiamos justificar que a nogao definida de equinumerosidade
tem a ver com comparacoes de “tamanhos” entre conjuntos. Felizmente, o
pensamento intuitivo estd certo. Isto justifica-se pelo Teorema de Schréder-
Bernstein.

Teorema 4.25 (Schrioder-Bernstein). Se A <X B e B < A, entio A = B.

Em outras palavras, se existir uma injecao de A para B e uma injecao de
B para A, entao existe uma bijecao de A para B.

Este resultado é, contudo, realmente bastante dificil de provar. De fato,
embora Cantor o tivesse enunciado, outros provaram-no.! Por agora, pode (e
deve) aceitd-lo como verdadeiro.

Felizmente, Schroder-Bernstein é correto e legitima pensarmos nas relagoes
que definimos, isto é, A = B e A < B, como tendo a ver com “tamanho”. Além

1Para mais sobre a histéria, ver por exemplo ( , pp. 165-6).
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explanation

disso, Schroder-Bernstein é muito 4til. Pode ser dificil imaginar uma bijegao
entre dois conjuntos equinumerosos. O Teorema de Schroder-Bernstein permite
decompor a comparagao em casos em que s6 precisamos de uma injecao do
primeiro para o segundo e vice-versa.

As segoes Secao 4.11, Segao 4.12, Secao 4.13 sédo versoes alternativas
da Secao 4.2, Secao 4.6, Secao 4.7 de Tim Button para uso em seu texto
Open Set Theory. Sdo um pouco mais avangadas e usam uma definigdo
diferente de enumerabilidade mais adequada em um contexto de teoria dos
conjuntos (isto é, bijegdo com N ou um segmento inicial, em vez de ser
listavel ou ser a imagem de uma fungio sobrejetora de Z1).

4.11 Enumeracoes e Conjuntos Enumeraveis

Esta segio define enumeragoes como bijegdes com (segmentos iniciais)
de N, como se faz em teoria dos conjuntos. Por isso difere ligeiramente das
definigoes em Secao 4.2 e repete os exemplos dessa secao. E também um
pouco mais concisa.

Podemos especificar um conjunto finito simplesmente enumerando os seus mem-
bros. Fazemo-lo quando definimos um conjunto assim:

A={a1,a9,...,a,}.

Supondo que os membros aq, ..., a, sao todos distintos, obtemos uma bijecao
entre A e os primeiros n nimeros naturais 0, ..., n— 1. Reciprocamente, como
todo o conjunto finito tem apenas finitos membros, todo o conjunto finito pode
ser posto nessa correspondéncia. Em outras palavras, se A é finito, existe
uma bije¢ao entre A e {0,...,n — 1}, onde n é o nimero de membros de A.

Se admitirmos certos tipos de conjuntos infinitos, admitiremos também que
alguns conjuntos infinitos possam ser enumerados. Podemos precisar isto di-
zendo que um conjunto infinito é enumerado por uma bijecao entre ele e todo
oN.

Definicao 4.26 (Enumeracao, no sentido conjuntista). Uma enumeragdo
de um conjunto A é uma bijecao cujo contradominio é A e cujo dominio é ou
um conjunto inicial de nimeros naturais {0,1,...,n} ou todo o conjunto dos
nimeros naturais N.

Ha uma base intuitiva para este uso da palavra enumeracao. Dizer que
enumeramos um conjunto A é dizer que existe uma bijecao f que nos permite
contar os elementos do conjunto A. O elemento de indice 0 é f(0), o de indice 1

52 sets-functions-relations-complete rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.

sfr:siz:enm-alt:
sec


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

3

é f(1), ...o de indice n é f(n)....? O raciocinio fica ainda mais claro com o
seguinte:

stesizzenm-alt: Definigdo 4.27. Um conjunto A é enumerdvel se e 86 se A = () ou existe
defnienumerable 11 enumeracao de A. Dizemos que A é nao enumerdvel se e 86 se A ndo é
enumeravel.

Logo um conjunto é enumeravel se e sé se é vazio ou se podemos usar uma explanation
enumeragao para contar os seus membros.

Exemplo 4.28. Uma fungao que enumera os niimeros naturais é simplesmente
a funcdo identidade Idy: N — N dada por Idy(n) = n. Uma funcdo que
enumera os nimeros naturais positivos, N* = N\ {0}, é a fun¢ao g(n) =n+1,
isto é, a fungao sucessora.

Problema 4.29. Mostre que um conjunto A é enumeravel se e s6 se A = (j ou
existe uma sobrejecao f: N — A. Mostre que A é enumeravel se e s se existe
uma injecao g: A — N.

Exemplo 4.29. As fungoes f: N — Ne g: N — N dadas por
f(n)y=2ne
g(n)=2n+1

enumeram, respectivamente, os nidmeros naturais pares e os impares. Mas
nenhuma é sobrejetiva, logo nenhuma é uma enumeracao de N.

Problema 4.30. Defina uma enumeracao dos quadrados perfeitos 1, 4, 9, 16,

Exemplo 4.30. Seja [z] a fungdo teto, que arredonda x por excesso para o
inteiro mais préximo. Entao a funcao f: N — Z dada por:

fn)=(=1)" 3]
enumera o conjunto dos inteiros Z do seguinte modo:
fO) fQ) f2) fB3) f4) f6) f(6)
21 =1 I3 =31 el =51 [3]
0 -1 1 -2 2 -3 3

Repare como f gera os valores de Z “saltitando” entre inteiros positivos e
negativos. Também se pode ver f definida por casos assim:

5 se n é par

n)=
J(n) —%H se n é impar

2Sim, contamos a partir de 0. Claro que também poderfamos comecar em 1. N&o faria
grande diferenca. Bastaria substituir N por Z*.
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explanation

Problema 4.31. Mostre que se A e B sdo enumeraveis, entdo AU B também

s

e.

Problema 4.32. Mostre por inducdo em n que se Ay, As, ...

enumeraveis, entao A; U---U A,, também é.

4.12 Conjuntos Nao Enumeraveis

, A, sdo todos

Esta segdo prova a nao enumerabilidade de B¥ e de p(N) usando as
definigoes na Secao 4.11, isto é, exigindo uma bijecdo com N em vez de
uma sobrejecdo a partir de Z+.

O conjunto N dos nimeros naturais é infinito. Também é trivialmente enu-
meravel. O fato notavel, porém, é que existem conjuntos ndao enumerdveis,

isto é, conjuntos que nao sdo enumeraveis (ver Defini¢ao 4.27).

Isto pode surpreender. Afinal, dizer que A é nao enumerdvel é dizer que
ndo existe bijecao f: N — A; isto é, nenhuma funcao que mapeie os infinitos
membros de N para A esgota todo A. Logo, se A é nao enumeravel, ha “mais”
membros em A do que nimeros naturais.

Para provar que um conjunto é nao enumeravel, é preciso mostrar que nao
pode existir uma bijecao adequada. A melhor forma é mostrar que qualquer
tentativa de enumerar membros de A tem de deixar pelo menos um membro de
fora; isto mostra que nenhuma funcao f: N — A é sobrejetiva. Uma estratégia
geral para o estabelecer é usar o método diagonal de Cantor. Dada uma lista
., construimos outro membro de A que,
pela sua construcao, nao pode estar nessa lista.

Tudo isto compreende-se melhor com um exemplo. O nosso primeiro exem-
plo é o conjunto B“ de todas as cadeias infinitas de Os e 1s. (O simbolo ‘B’
significa binario, e podemos pensar nele como o conjunto de dois elementos

de membros de A, digamos x1, o, ..

{0,1}.)

Teorema 4.31. B é nao enumerdvel.

Prova. Considere-se qualquer enumeracao de um subconjunto de B¥. Temos

entao uma lista sg, s1, S2, ...

em que cada s,, é uma cadeia infinita de Os e 1s.

Seja s, (m) o m-ésimo digito da cadeia s,,. Podemos pois pensar na lista como
uma matriz, colocando s, (m) na n-ésima linha e m-ésima coluna:

54

0 1 2
01 s0(0) | so(l) | s0(2) | s0(3)
1 51(0) Sl(l) 51(2) 81(3)
2| 52(0) | s2(1) | s2(2) | s2(3)
3| 53(0) | ss(1) | s3(2) | s3(3)
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sfr:siz:nen-alt:

thm:nonenum-pownat

Construiremos agora uma cadeia infinita, d, de 0s e 1s que nédo estd nesta
lista, especificando cada uma das suas entradas, isto é, d(n) para todo n €
N. Intuitivamente, lemos a diagonal da matriz acima (dai o nome “método
diagonal”) e trocamos cada 0 por 1 e cada 1 por 0. De modo mais abstrato,
definimos d(n) como 0 ou 1 consoante o n-ésimo membro da diagonal, s,(n),

seja 1 ou 0, isto é:
d(n) = {1 se sp(n) :(1)

0 sesp(n)

Claramente d € B“, pois é uma cadeia infinita de Os e 1s. Mas construimos d
de modo que d(n) # s,(n) para qualquer n € N, isto é, d difere de s, na sua
n-ésima entrada. Logo d # s, para qualquer n € N, pelo que d nao pode estar
na lista sg, s1, So, ...

Mostramos assim que, dada uma enumeragao arbitraria de algum subcon-
junto de B“, ela omite algum membro de B¥. Logo nao existe enumeragao do
conjunto B¥, isto é, B¥ é nao enumeravel. O]

Este método de prova chama-se “diagonalizacao” porque usa a diagonal da
matriz para definir d. Contudo, a diagonalizacao nao exige necessariamente
uma matriz. De fato, podemos mostrar que um conjunto é nao enumeravel por
uma ideia semelhante mesmo quando nao ha matriz nem diagonal literal. O
resultado seguinte ilustra como.

Teorema 4.32. p(N) ndao é enumerdvel.

Prova. Procedemos da mesma forma, mostrando que qualquer lista de subcon-
juntos de N omite algum subconjunto de N. Suponhamos, pois, que temos uma
lista Ng, N1, Na, ... de subconjuntos de N. Definimos um conjunto D assim:
n€ D ssen ¢ Ny:

D={neN:n¢N,}

Claramente D C N. Mas D nao pode estar na lista: por construgao, n € D sse
n ¢ N,, logo D # N,, para qualquer n € N. O

A prova precedente nao mencionou uma diagonal. Ainda assim, pode
pensar-se nela como envolvendo uma diagonal, imaginando os conjuntos Ny,
Ny, ... dispostos numa matriz em que escrevemos N, na n-ésima linha co-
locando m na m-ésima coluna sse m € N,. Por exemplo, se os primeiros
quatro conjuntos da lista sdo {0,1,2,...}, {1,3,5,...},{0,1,4} e {2,3,4, ...},
a matriz comecaria com

Il

A A A
\.C»D
5’”

S e
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Entao D é o conjunto obtido percorrendo a diagonal, pondo n € D sse n
ndo esta na diagonal. No caso acima, excluiriamos 0 e 1, incluiriamos 2, ex-
cluirfamos 3, etc.

Problema 4.33. Mostre que o conjunto de todas as funcoes f: N — N é nao
enumeravel por um argumento diagonal explicito. Isto é, mostre que, se f1, fa,

é uma lista de funcoes e cada f;: N — N, entao existe alguma g: N — N
que nao esta nesta lista.

4.13 Reducao

Esta segao prova a nao enumerabilidade por redugao, alinhada com os
resultados na Secao 4.12. Uma versao alternativa, ligeiramente mais ela-
borada, alinhada com os resultados na Secao 4.6, encontra-se na Secao 4.7.

Provamos que B“ é nao enumeravel por um argumento de diagonalizagao. Usa-
mos um argumento semelhante para mostrar que p(N) é nao enumerdvel. Ha

outra forma de provar que p(N) é nao enumeravel: mostrar que se p(N) é

z

enumeravel entdo B também é enumerdvel. Como sabemos que B“ é nao
enumeravel, segue que p(N) também o é.

Isto chama-se reduzir um problema a outro. Neste caso, reduzimos o pro-
blema de enumerar B“ ao problema de enumerar p(N). Uma solugdo para este
ultimo—uma enumeracao de p(N)—daria uma solugéo para o primeiro—uma
enumeragao de B¥.

Para reduzir o problema de enumerar um conjunto B ao de enumerar um
conjunto A, indicamos uma forma de transformar uma enumeracao de A numa
enumeracdo de B. A forma mais simples é definir uma sobrejecao f: A — B.
Se x1, g, ... enumeram A, entdo f(z1), f(z2), ... enumerariam B. No nosso
caso, procuramos uma sobrejecao f: p(N) — B«.

Problema 4.34. Mostre que, se existir uma func¢ao injetiva g: B — A, e B for
nao enumeravel, entdo A também o é. Faca-o mostrando como pode usar g
para transformar uma enumeragao de A numa de B.

Prova do Teorema 4.32 por redugdo. Para a redugao, suponhamos que p(N) é
enumeravel e portanto que existe uma enumeracao Ny, Na, N3, ...

Definimos a fungao f: p(N) — B“ pondo f(N) igual & cadeia s tal que
sp(n) =1ssen € N, e sg(n) =0 caso contrério.

Isto define claramente uma funcao, pois sempre que N C N, qualquer n € N
ou é um membro de N ou néo é. Por exemplo, o conjunto 2N = {2n : n €
N} ={0,2,4,6,...} dos naturais pares é mapeado para a cadeia 1010101 .. .;
(¢ é mapeado para 0000...; N é mapeado para 1111....
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Também ¢é sobrejetiva: toda a cadeia de Os e 1s corresponde a algum con-
junto de numeros naturais, nomeadamente aquele que tem como membros os
naturais nas posigoes em que a cadeia tem um 1. Com mais precisao, se s € B,
defina-se N C N por:

N={neN:s(n)=1}

Entao f(N) = s, como se verifica consultando a defini¢do de f.
Consideremos agora a lista

f(N1), f(N2), f(N3), ...

Como f é sobrejetiva, todo o membro de B“ tem de aparecer como valor
de f para algum argumento, e portanto na lista. Esta lista teria de enumerar
todo B¥.

Logo, se p(N) fosse enumerdvel, B¥ seria enumerdvel. Mas B¥ é nao enu-
merdvel (Teorema 4.31). Logo p(N) é nao enumeravel. O

Problema 4.35. Mostre que o conjunto X de todas as fungbes f: N — N
é nao enumerdvel por um argumento de reducao (Sugestao: dé uma fungao
sobrejetora de X para B“.)

Problema 4.36. Mostre que o conjunto de todos os conjuntos de pares de
numeros naturais, isto é, (N x N), é nao enumeravel por um argumento de
reducao.

Problema 4.37. Mostre que N“, o conjunto das sequéncias infinitas de nimeros
naturais, é nao enumeravel por um argumento de redugao.

Problema 4.38. Seja S o conjunto de todas as sobrejecoes de N para o con-
junto {0,1}, isto é, S consiste em todas as sobrejegoes f: N — B. Mostre que

S é nao enumeravel.

Problema 4.39. Mostre que o conjunto R de todos os niimeros reais é nao
enumeravel.
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Capitulo 5

Aritmetizacao

O material deste capitulo apresenta a construcao dos sistemas
numéricos na teoria ingénua dos conjuntos. E retirado do texto Open
Set Theory de Tim Button.

5.1 De N para Z

Eis duas constatagoes bésicas (no sentido de “ideias que retemos”):
1. Todo inteiro pode escrever-se na forma n — m, com n,m € N.

2. A informagao codificada numa expressao n—m pode igualmente codificar-
se por um par ordenado (n,m).

J4 sabemos que os pares ordenados de niimeros naturais sio os membros de N?;
estamos a assumir, também, que compreendemos N. Eis uma sugestao ingénua,
fundada nestas duas constatagoes: tratar os inteiros como pares ordenados de
numeros naturais.

De fato, esta sugestao é demasiado ingénua. Obviamente, queremos que
seja verdade que 0 — 2 = 4 — 6. Mas, evidentemente, (0,2) # (4,6). Logo, ndo
podemos simplesmente dizer que N? é o conjunto dos inteiros.

Generalizando a partir do problema precedente, o que queremos é o se-
guinte:

a—b=c—dssea+d=c+b

(Deve ser 6bvio que assim é que os inteiros devem comportar-se: basta somar b
e d a ambos os lados.) A forma fdcil de garantir este comportamento é definir
uma relacao de equivaléncia entre pares ordenados, ~, do seguinte modo:

(a,by ~ {c,d)y ssea+d=c+b
Resta-nos mostrar que isto é uma relagao de equivaléncia.
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Proposigcao 5.1. ~ ¢é uma relagao de equivaléncia.

Prova. H& que mostrar que ~ ¢é reflexiva, simétrica e transitiva.

Reflexividade: Evidentemente (a,b) ~ (a,b), pois a +b =0+ a.

Simetria: Suponhamos (a,b) ~ (¢, d), logo a+d = c¢+b. Entdo c+b = a+d,
pelo que (c,d) ~ {(a,b).

Transitividade: Suponhamos (a,b) ~ (¢, d) ~ (m,n). Logo, a+d=c+be
c+n=m+d. Assim,a+d+c+n=c+b+m-+d, e portanto a+n =m+b.
Logo, {(a,b) ~ (m,n). O

Podemos agora usar esta relagao de equivaléncia para formar classes de
equivaléncia:

Definicao 5.2. Os inteiros sao as classes de equivaléncia, sob ~, dos pares
ordenados de nimeros naturais; isto é, Z = N2 /.

Agora, podem surgir varias reacoes filosdficas distintas face a esta defini¢ao
estipulativa. Antes de as considerarmos, porém, vale a pena continuar com
alguns pormenores técnicos.

Tendo dito o que sao os inteiros, precisamos de definir fungoes e relagoes
bésicas sobre eles. Escrevamos [m, n]. para a classe de equivaléncia sob ~ que
tem (m,n) como um membro.! Isto é:

[m,n]~ = {{a,b) € N*: (a,b) ~ (m,n)}
Apresentamos, pois, algumas defini¢oes:

[a,b]~ + [c,d]~ = [a+ ¢, b+ d]~
[a,b]~ X [c,d]~ = [ac+ bd,ad + bc]~.
[a,b]~ <c,d]~ssea+d<b+c

(Como é habitual, uso ‘ab’ no sentido de ‘(a x b)’, s6 para tornar os axiomas
mais legiveis.) H4, ainda, que garantir que estas definigbes se comportam como
devem. Explicitar o que isto significa, e verifica-lo, é trabalhoso; relegamos os
pormenores a Se¢ao 5.6. Em resumo, contudo: tudo funciona!

Resta um ultimo ponto. Construimos os inteiros a partir dos ntmeros
naturais. Isto significa que os naturais nao sao, eles proprios, inteiros. Volta-
remos ao significado filoséfico disto na Segao 5.5. Do ponto de vista puramente
técnico, porém, precisamos de alguma forma de tratar nimeros naturais como
inteiros. A ideia é simples: para cada n € N, estipulamos nz = [n,0].. H4
que confirmar que esta definicao é bem comportada, isto é, que para quaisquer
m,n € N

(m+n)z =mg +ng
(m X n)z =mgz X ng

m < n<+<myg < ng

INota: com a notagdo introduzida na Definicio 2.11, escreverfamos [(m,n)]~ para o
mesmo objeto; isso, porém, torna a leitura um pouco mais dificil.
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Mas isto é bastante direto. Por exemplo, para mostrar que a segunda condicao
se verifica, podemos apoiar-nos no comportamento dos naturais e raciocinar
assim:

(m xn)z =[m xn,0]
=[mxn+0x0,mx0+0xn].
= [m, 0]~ x [n,0]~

=my X Ny

Deixamos como exercicio confirmar que as outras duas condigoes se verificam.

Problema 5.1. Mostre que (m +n)z = mz + nz e m < n < my < ng, para
quaisquer m,n € N.

5.2 De Z para Q

Acabamos de ver como construir os inteiros a partir dos naturais, usando al- str:arith:rat:
. . A~ . . . . sec

guma teoria ingénua dos conjuntos. Veremos agora como construir os racionais

a partir dos inteiros, de modo muito semelhante. As constatacoes iniciais sao:

1. Todo racional pode escrever-se na forma /j, onde i e j sdo inteiros, mas
j € diferente de zero.

2. A informagao codificada numa expressao #/; pode igualmente codificar-se
num par ordenado (i, 7).

A abordagem ébvia seria pensar nos racionais como pares ordenados de Z X
(Z\ {0z}). Como antes, porém, isso seria um pouco demasiado ingénuo, pois
queremos 3/2 = 6/4, mas (3,2) # (6,4). Mais geralmente, quereremos o se-
guinte:

ab=c/dsse axd="bxc

Para obter isto, definimos uma relagdo de equivaléncia em Z x (Z\{0z}) assim:
(a,b) «~ {¢,d) sseaxd=bxc

H4 que verificar que isto é uma relacao de equivaléncia. E muito parecido com
o caso de ~, e deixamo-lo como exercicio.

Problema 5.2. Mostre que «~ é uma relacao de equivaléncia.
Mas isto permite-nos dizer o seguinte:

Definigao 5.3. Os racionais sao as classes de equivaléncia, sob «, dos pares
de inteiros (cujo segundo elemento é ndo nulo). Isto é, Q = (Z x (Z\ {0z})) /..

60 sets-functions-relations-complete rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

sfr:arith:real:
sec

sfr:arith:real:

root2irrational

Tal como para os inteiros, queremos também definir algumas operagoes
bésicas. Sendo [i, j].. a classe de equivaléncia sob « com (i, j) como um mem-
bro, definimos:

[a,b].. + [¢,d]. = [ad + be, bd]..
[a,b]. X [c,d].. = [ac, bd]...

Para definir r < s nestes racionais, usamos o fato de que r < s sse s — r nao é
negativo, isto é, r — s pode escrever-se como i/;j com i ndo negativo e j positivo:

[a,b]. < e, d].. sse [c,d].. — [a,b] = [iz, jz]-

para algum i € Ne 0 # j € N.

Depois hé que verificar que estas defini¢oes se comportam como devem;
relegamo-lo a Secao 5.6. Mas de fato comportam-se! Por fim, queremos alguma
forma de tratar inteiros como racionais; logo, para cada i € Z, estipulamos
ig = [¢,1z]... De novo, verificamos na Segao 5.6 que tudo isto se comporta
corretamente.

Problema 5.3. Mostre que (i + j)g = ig +Jjg e (i X j)g = ig X jg e i <
Jj +rig < jo, para quaisquer i, j € Z.

5.3 A Reta Real

O passo seguinte é mostrar como construir os reais a partir dos racionais. Antes
disso, ha que perceber o que hé de distintivo nos reais.

Os reais comportam-se de modo muito parecido com os racionais. (Tec-
nicamente, ambos sao exemplos de corpos ordenados; para a definigao, ver
Defini¢ao 5.9.) Agora, se resolveu os exercicios de Capitulo 4, saberd que hd
estritamente mais reais do que racionais, isto é, que Q < R. Cantor foi o pri-
meiro a provar isto. H4, contudo, cerca de dois milénios e meio que se conhecem
nimeros irracionais, isto é, reais que nao sao racionais. De fato:

Teorema 5.4. /2 ndo ¢ racional, isto é, V2 ¢ Q

Prova. Suponhamos, por reductio, que /2 é racional. Entdo v2 = m/n para
alguns ndmeros naturais m e n. De fato, podemos escolher m e n de modo a
que a fracdo ndo possa ser mais reduzida. Reorganizando, m? = 2n2. A partir
daqui, completamos a prova de duas formas:

Primeiro, geometricamente (seguindo Tennenbaum).? Consideremos estes
quadrados:

2Esta prova é relatada por ( ).
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O

Como m? = 2n?, a regido em que os dois quadrados de lado n se sobrepdem tem
a mesma area que a regiao que nenhum dos dois quadrados cobre; isto é, a area
do quadrado cor de laranja é igual a soma das areas dos dois quadrados nao
sombreados. Logo, se o quadrado cor de laranja tem lado p e cada quadrado
nio sombreado tem lado ¢, entdo p?> = 2¢%. Mas entdo /2 = p/q, com p < m,
q < nep,q e N Isto contradiz o fato de m e n terem sido escolhidos tao
pequenos quanto possivel.

Segundo, formalmente. Como m? = 2n?, segue-se que m é par. (E facil
mostrar que, se ¥ é fmpar, entdao 22 é fmpar.) Logo m = 2r, para algum r € N.
Rearranjando, 2r2 = n?, logo n também é par. Assim m e n sdo ambos pares,
e portanto a fracdo m/n pode ser ainda reduzida. Contradigao!

De passagem, esta prova diagramética permite relembrar o material de
?7?. Tennenbaum (1927-2006) era um matemadtico inequivocamente moderno;
mas a prova é inegavelmente bela, completamente rigorosa e apela a intuigao
geométrical

Em todo o caso: os reais sao “mais extensos” do que os racionais. Nalgum
sentido, ha “lacunas” nos racionais, e os reais preenchem-nas. Weierstrass
apercebeu-se de que isto descreve uma tunica propriedade dos nimeros reais
que os distingue dos racionais, nomeadamente a propriedade de completude:
Todo conjunto ndo vazio de numeros reais com majorante tem um supremo
(menor majorante).

E f4cil ver que os racionais nao tém a propriedade de completude. Por
exemplo, considere-se o conjunto dos racionais menores que /2, isto é:

{peQ:p*<20up<0}

Este conjunto tem um majorante nos racionais; os seus membros sao todos
menores que 3, por exemplo. Mas qual é o seu supremo? Queremos dizer “v/2”;
contudo, acabamos de ver que \/2 ndo é racional. E nao existe racional minimo
entre os que sio estritamente maiores que v/2. Logo, o conjunto tem majorante,
mas nao tem supremo. Assim, os racionais nao satisfazem a propriedade de
completude.

Em contraste, o continuo “moralmente deveria” ter a propriedade de com-
pletude. N&o queremos apenas que v/2 seja um nimero real; queremos pre-
encher todas as “lacunas” da reta racional. Queremos, ainda, que o proprio
continuo nao tenha “lacunas”. E exatamente isso que obteremos via comple-
tude.
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5.4 De Q para R

Em esséncia, a propriedade de completude mostra que qualquer ponto « da
reta real divide essa reta em duas metades de modo perfeito: numa, a é o
supremo; noutra, o é o infimo. Para construir os ntimeros reais a partir dos
racionais, Dedekind sugeriu que pensdssemos nos reais simplesmente como os
cortes que particionam os racionais. Isto é, identificamos v/2 com o corte que
separa os racionais < v/2 dos racionais > v/2.

Vamos por isto em ordem. Se cortarmos os racionais em duas metades,
podemos identificar de modo tinico a particao que fizemos considerando apenas
a metade inferior. Sendo precisos, apresentamos a seguinte definigao:

Definicao 5.5 (Corte). Um corte « é qualquer segmento inicial préprio nao
vazio dos racionais sem maximo. Isto é, & é um corte sse:

1. mao vazio, préprio:  # a C Q
2. inicial: para todos p,q € Q: se p < g € a entao p € «
3. sem mdximo: para todo p € « existe ¢ € a tal que p < ¢

Entao R é o conjunto dos cortes.

Podemos pois dizer que v2 = {p € Q: p?> < 2 ou p < 0}. Claro que ha que
verificar que isto € de fato um corte, mas relegamo-lo a Secgao 5.6.

Como antes, tendo definido certas entidades, precisamos a seguir de definir
fungoes e relagoes bésicas sobre elas. Comegamos por uma facil:

a<fBsseaCf

Esta definicao de ordem permite enunciar o resultado central, a saber que o
conjunto dos cortes tem a propriedade de completude. Por extenso, o enunciado
tem esta forma. Se S é um conjunto nao vazio de cortes com majorante, entao
S tem supremo. Com mais pormenor: existe um corte, A, que é majorante de
S, isto é, (Voo € S)ar C A, e A é o menor tal corte, isto é, (V5 € R)((Va € S)a C
B — A C B). Segue-se a prova do resultado:

Teorema 5.6. O conjunto dos cortes tem a propriedade de completude.

Prova. Seja S um conjunto néo vazio de cortes com majorante. Seja A =[JS.
Comegamos por alegar que A\ é um corte:

1. Como S tem majorante, pelo menos um corte pertence a S, logo ) # A.
Como S é um conjunto de cortes, A C Q. Como S tem majorante, algum
p € Q estd ausente de todo o corte a € S. Logo p ¢ A, e portanto A C Q.

2. Suponhamos p < g € A. Entao existe algum « € S tal que ¢ € a. Como
« é um corte, p € a. Logo p € A.
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3. Suponhamos p € A. Entao existe algum « € S tal que p € a. Como « é
um corte, existe algum ¢ € a tal que p < q. Logo q € A.

Isto prova a alegacdo. Além disso, claramente (Va € S)a C [JS = A, isto é,
A é majorante de S. Suponhamos agora que 8 € R também é majorante, isto
é, (Va € S)a C . Para qualquer p € Q, se p € A, entdo existe « € S tal que
p € a, logo p € B. Generalizando, A C . Logo A é o supremo de S. O

Temos pois um conjunto de entidades que satisfaz a propriedade de com-
pletude. Uma forma de o dizer é: ndo ha “lacunas” nos nossos cortes. (Assim:
tomar novos “cortes” de reais, em vez de racionais, nao produziria objetos
novos interessantes.)

Segue-se a defini¢do de algumas operacoes sobre os reais. Comecamos por
embutir os racionais nos reais estipulando pg = {¢ € Q : ¢ < p} para cada
p € Q. Definimos entao:

at+B={ptq:pearqgep}
axB={pxq:0<pcar0<qgecpUO® se a, 3 > Og

Para tratar os outros casos da multiplicagao, definamos primeiro:
—a={p—q:p<0Ag¢a}
e estipulemos:

—ax —pf se a < Og e B < O
axf=¢—(—axp) sea<Orpepf >0
—(ax —=p) sea>0ref<0p

Depois ha que verificar que cada uma destas definigoes produz sempre um corte.
E, por fim, hd que fazer uma demonstragio facil (mas longa) de que os cortes,
assim definidos, se comportam exatamente como devem. Mas relegamos tudo
isto a Secao 5.6.

5.5 Algumas Reflexoes Filosoficas

Quanto aos pormenores técnicos, por ora basta. Mas o que foi que alcangaram? sfr:arith:ret:
Bem, de forma pouco contestével, deram-nos uma matematica pura beléssima. >

Além disso, houve conquistas conceptuais profundas. Foi um insight profundo

perceber que a propriedade de completude exprime a diferenga crucial entre os

reais e os racionais. Além disso, a construcao explicita dos reais, como cortes

de Dedekind, poe o objeto de estudo da andlise em bases sélidas. Sabemos

que a nocao de corpo ordenado completo é coerente, pois os cortes formam

precisamente um tal corpo.
Todavia, importa também levantar algumas reservas quanto a essas con-

quistas.
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Primeiro, nao é claro que pensar os reais em termos de cortes seja mais ri-
goroso do que pensé-los nas suas expansoes decimais familiares (eventualmente
infinitas). Esta ultima “constru¢ao” dos reais tem alguma semelhanga com a
construgao via sequéncias de Cauchy; mas, de fato, era, essencialmente, co-
nhecida dos matemadticos desde principios do século XVII (ver Secao 5.7). O
verdadeiro aumento de rigor veio da tomada de consciéncia de que os reais tém
a propriedade de completude; a possibilidade de construir niimeros reais como
conjuntos particulares talvez nao seja, por si s6, tao interessante.

E ainda menos claro que a aritmetizacio (muito mais facil) dos inteiros
ou dos racionais aumente o rigor nessas dreas. Aqui, vale a pena uma ob-
servacao simples. Tendo construido os inteiros como classes de equivaléncia de
pares ordenados de naturais, e depois construido os racionais como classes de
equivaléncia de pares ordenados de inteiros, e depois construido os reais como
conjuntos de racionais, nos esquecemos de imediato das construgoes. Em par-
ticular: ninguém quereria invocar estas construgoes no decurso de uma prova
matemadtica (exceto, claro, numa prova de que as construgdes se comportam
como deviam). E muito mais facil falar de um real diretamente do que falar
de algum conjunto de conjuntos de conjuntos de conjuntos de conjuntos de
conjuntos de conjuntos de naturais.

O mais duvidoso, porém, é que estas defini¢oes nos digam o que os inteiros,
racionais ou reais sdo, do ponto de vista metafisico. Isto é, é duvidoso que
os reais (digamos) sejam certos conjuntos (de conjuntos de conjuntos...). A
principal barreira a tal visao é que a construcao poderia ter sido feita de muitas
maneiras diferentes. No caso dos reais, ha construgoes genuinamente diferentes
e interessantes (ver Secao 5.7). Mas eis uma forma trivial de obter construgoes
diferentes: como em Secao 2.2, poderiamos ter definido pares ordenados de
modo ligeiramente diferente; se tivéssemos usado essa nocao alternativa de par
ordenado, as nossas construgoes teriam funcionado exatamente tao bem como
funcionaram, mas teriamos acabado com objetos diferentes. Assim, hd muitas
construgoes rivais, em teoria dos conjuntos, dos inteiros, racionais e reais. Seria,
ademais, arbitrério (e embaragoso) afirmar que os inteiros (digamos) sao estes
conjuntos, e ndo aqueles. (Como na Segao 2.2, isto é um caso de um argumento
tornado célebre por J)

Um outro ponto merece ser levantado: héa algo de bastante estranho nas
nossas construgoes. Comegamos pelos nimeros naturais. Depois, construimos
os inteiros e construimos “o 0 dos inteiros”, isto é, [0, 0]~. Mas 0 # [0,0]~. De
fato, dadas as nossas construcoes, nenhum natural é um inteiro. Isto parece
fortemente contraintuitivo. Na Secao 1.3, afirmamos, sem grande argumento,
que N C Q. Agora, se as construgoes nos dissessem exatamente o que sao os
numeros, esta afirmagao seria trivialmente falsa.

Recuando um pouco, onde chegamos? Trabalhando numa teoria ingénua
dos conjuntos e tomando os naturais como dados, podemos tratar inteiros, raci-
onais e reais como certos conjuntos. Nesse sentido, podemos embutir as teorias
destas entidades numa teoria dos conjuntos. Mas a importancia filoséfica deste
embutimento nao é assim tao direta.

Claro que isto nao ¢é a ultima palavra! O ponto é apenas este: mostrar que a
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aritmetizacao dos reais € de profunda significacdo filoséfica exigiria argumento
filosofico adicional.

5.6 Anéis e Corpos Ordenados

Ao longo deste capitulo, afirmamos que certas defini¢oes se comportam “como

devem”. Neste apéndice técnico, explicitaremos o que queremos dizer com isso

e (esbogaremos como) mostrar que as defini¢oes se comportam “corretamente”.

Na Secao 5.1, definimos adicao e multiplicagdo em Z. Queremos mostrar
que, assim definidas, conferem a Z a estrutura que “quereriamos” que tivesse.
Em particular, a estrutura em causa é a de um anel comutativo.

Definigao 5.7. Um anel comutativo é um conjunto S, equipado com elementos
distintos 0 e 1 e operagbes + e X, que satisfazem estas oito condigoes:

Associatividade a+(b+c)=(a+b)+c
(axb)xec=ax(bxc)
Comutatividade a+b=b+a
axb=bxa
Neutros a+0=a
axl=a
Simétrico aditivo (FbeS)0=a+bd
Distributividade ax (b+c)=(axb)+(axc)

Implicitamente, todas estas férmulas estao quantificadas universalmente sobre
S. Note-se que os elementos 0 e 1 aqui ndo tém de ser os nimeros naturais
com 0 mesmo nome.

Logo, para verificar que os inteiros formam um anel comutativo, basta ve-
rificar estas oito condigoes. Nenhuma é dificil de estabelecer, mas o trabalho é
um pouco laborioso. Por exemplo, eis como provar associatividade, no caso da
adigao:

Prova. Fixemos i,j,k € Z. Entao existem aq,by,as2,b2,a3,b3 € N tais que
i = la1,b1] e j = [a2,b2] e k = [a3,b3]. (Por legibilidade, escrevemos “[z,y]”
em vez de “[z,y].”; faremos o mesmo ao longo desta seccao.) Entéao:

+ (J + k) = a1, b1] + ([az, b2] + [as, bs])

= [a1,b1] + [az + a3, by + b3]

= [a1 + (az + a3), by + (b2 + b3)]
[(a1 + a2) + as, (b1 + b2) + b3)
= [a1 + ag, b1 + ba] + [as, bs]

[a1,b1] + [az, b2]) + [as, bs]

(
(i+5)+k
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apoiando-nos livremente no comportamento da adicao em N. O

Do mesmo modo, eis uma prova do simétrico aditivo:

Prova. Fixemos i € Z, de modo que ¢ = [a,b] para alguns a,b € N. Seja j =
[b,a] € Z. Apoiando-nos no comportamento dos naturais, (a+b)+0 = 0+(a+b),
logo (a+b,b+a) ~z (0,0) por defini¢do, e portanto [a+b,b+ a] = [0,0] = 0z.
Assim i+ j = [a,b] + [b,a] = [a+ b,b+ a] = [0,0] = 0z. O

E eis uma prova da distributividade:

Prova. Como acima, fixemos i = [a1,b1] e j = [az2,b2] e k = [ag, b3]. Entao:

X (j + k) = [a1,b1] x ([az, ba] + [as, bs])
a1,b1] X [ag + as, by + bs)
1(ag + a3) + by (ba + b3), a1(ba + b3) + b1 (az + as)]
aiaz + ajaz + byby + b1b3, a1bs 4 arbs + azbi + asb]
= [a1a2 + b1ba, arby + azbi] + [a1as + b1bs, a1b3 + azb:]
= (a1, b1] x [az,b2]) + ([a1, b1] x [as, bs])
=(xj)+(ixk) O

Q

[
=
=
=

Deixamos como exercicio provar as cinco condigoes restantes. Tendo feito
isso, mostramos que Z constitui um anel comutativo, isto é, que a adigao e a
multiplicacdo (assim definidas) se comportam como devem.

Problema 5.4. Mostre que Z é um anel comutativo.

Mas a tarefa nao termina. Para além de definir adigao e multiplicagao em
7Z, definimos uma relacao de ordem, <, e ha que verificar que esta se comporta
como deve. Com mais pormenor, hd que mostrar que Z constitui um anel
ordenado.”

Definigao 5.8. Um anel ordenado é um anel comutativo que estd também
equipado com uma relagao de ordem total, <, tal que:

a<b—a+c<b+ec
(a<bA0<c¢)—saxc<bxc

Problema 5.5. Mostre que Z é um anel ordenado.

Como antes, é laborioso mas rotineiro mostrar que Z, tal como construido,
é um anel ordenado. Deixamo-lo ao leitor.

Isto trata dos inteiros. Mas agora precisamos de mostrar coisas muito pare-
cidas para os racionais. Em particular, hd que mostrar que os racionais formam
um corpo ordenado, com as nossas definigoes de +, x e <:

3Como na Definicio 2.16, uma ordem total é uma relacio reflexiva, transitiva, antis-
simétrica e conexa. No contexto de relacbes de ordem, a conexividade é por vezes chamada
tricotomia, pois, para quaisquer a e b, temos a < bVa=bVa >b.
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Definigao 5.9. Um corpo ordenado é um anel ordenado que também satisfaz: strarith:check:
orderedfield

Inverso multiplicativo (Va e S\{0})(Fbe Shaxb=1

Uma vez mostrado que Z constitui um anel ordenado, é facil mas laborioso
mostrar que QQ constitui um corpo ordenado.

Problema 5.6. Mostre que Q é um corpo ordenado.

Tendo tratado dos inteiros e dos racionais, s6 restam os reais. Em particular,
héa que mostrar que R constitui um corpo ordenado completo, isto é, um corpo
ordenado com a propriedade de completude. Agora, Teorema 5.6 estabeleceu
que R tem a propriedade de completude. Contudo, cumpre ainda percorrer a
tediosa verificacao de que R é um corpo ordenado.

Antes de nos langarmos a esse exercicio laborioso, ha que confirmar algumas
coisas mais “imediatas”. Por exemplo, precisamos de garantia de que o + §,
tal como definida, é de fato um corte, para quaisquer cortes o e 3. Segue-se
uma prova desse fato:

Prova. Como a e 3 sdo ambos cortes, a + 8 ={p+q:p € aAq€ S} éum
subconjunto proprio nao vazio de Q. Suponhamos agora r < p+ ¢ para alguns
peEaeqgef. Entaiox—p<gq,logox—pe B,ex=p+(r—p) € a+ . Logo
a + B é um segmento inicial de Q. Finalmente, para qualquer p + q € o + £,
como « e (3 sdo cortes, existem p; € o e g1 € B tais que p < p1 e ¢ < ¢1; logo
p+q<p+q €a+p;logo a+ [ nao tem maximo. O

Esforcos semelhantes permitem verificar que o — 8 e a X § e a + 3 séo
cortes (no ultimo caso, ignorando o caso em que § é o corte zero). De novo,
deixamo-lo ao leitor.

Problema 5.7. Mostre que R é um corpo ordenado.

Mas eis um pequeno fio solto a atar. Em Secao 5.4, sugerimos que podemos
tomar V2 = {peQ:p<0ou p? < 2}. Mas hd que mostrar que este conjunto
é de fato um corte. Segue-se uma prova desse fato:

Prova. Claramente isto é um segmento inicial proprio nao vazio dos racionais;
basta pois mostrar que nao tem maximo. Em particular, basta mostrar que,
sendo p um racional positivo com p? < 2 e ¢ = 2242 se tem p<qeq®<2.

p+27
Para ver que p < g, basta notar:

p? <2
P +2p <242
plp+2)<2+2p

242p _
p< p+2 - q

68 sets-functions-relations-complete rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Para ver que ¢ < 2, basta notar:
p2 <2
2P +Ap+2<p’+4p+4
4p° +8p +4 < 2(p* +4p+4)

(2p +2)% < 2(p +2)?

(2p+2)°
(p+2)?

<2 O]

<2

5.7 Apéndice: os Reais como Sequéncias de Cauchy

sfrarith:cauchy:  IN& Secao 5.4, construimos os reais como cortes de Dedekind. Nesta seccao,
sec . ~ . . . o~ .
explicamos uma construcao alternativa. Apoia-se na defini¢ao, devida a Cau-
chy, do que hoje chamamos sequéncia de Cauchy; mas o uso desta definigao
para construir os reais deve-se a outros autores do século XIX, nomeadamente
Weierstrass, Heine, Méray e Cantor. (Para uma boa histéria, ver

Antes de chegarmos ao século XIX, vale a pena considerar Simon Stevin
(1548-1620). Em resumo, Stevin apercebeu-se de que podemos pensar cada
real em termos da sua expansao decimal. Assim, mesmo um ntimero irracional,
como /2, tem uma expansao decimal agraddvel, que comeca:

1.41421356237 . ..

E muito fcil modelar expansoes decimais na teoria dos conjuntos: basta consi-
derd-las como fungoes d: N — N, onde d(n) é o n-ésimo algarismo decimal que
nos interessa. Depois precisamos de um pequeno ajuste, para tratar a parte do
ntmero real que vem antes da virgula decimal (aqui, apenas 1). Precisaremos
também de outro ajuste (uma relagdo de equivaléncia) para garantir que, por
exemplo, 0.999... = 1. Mas nao ¢ dificil apresentar uma construcao perfeita-
mente rigorosa dos numeros reais, a maneira de Stevin, dentro da teoria dos
conjuntos.

Stevin nao é o nosso foco. (Para mais sobre Stevin, ver )
Mas eis um pensamento estreitamente relacionado. Em vez de tratar direta-
mente a expansao decimal de v/2, podemos antes considerar uma sequéncia de
aproximacoes racionais cada vez mais precisas a v/2, olhando para as expansoes
cada vez mais precisas:

1,1.4,1.414,1.4142,1.41421, ...

A ideia de que os reais podem ser considerados via “aproximagcoes cada vez
melhores” nos da a base para outra sequéncia de insights, semelhante as cons-
tatacOes que retivemos ao construir Q a partir de Z, ou Z a partir de N. Os
insights bésicos sao estes:
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1. Todo o real pode escrever-se como uma expansao decimal (eventualmente
infinita).

2. A informagao codificada por uma expansao decimal (eventualmente infi-
nita) pode igualmente codificar-se por uma sequéncia de ntimeros racio-
nais.

3. Uma sequéncia de numeros racionais pode pensar-se como uma fungao
de N para Q; basta definir f(n) como o n-ésimo racional na sequéncia.

Claro que nem qualquer funcao de N para Q nos dard um ndmero real. Por
exemplo, considere-se esta fungao:

1 sen éimpar

f(n) =

0 sen é par

Essencialmente, a preocupagao é que a sequéncia 0,1,0,1,0,1,0,... nao pa-
rece “convergir’ para nenhum real. Logo: para garantir que consideramos
sequéncias que de fato convergem para algum real, precisamos de restringir a
atencao a sequéncias que tenham algum limite.

Ja encontramos a ideia de limite em ??7. Mas nao podemos usar exatamente
a mesma definigdo que ali. A expressdo “(Ve > 0)” envolvia tacitamente quan-
tificacdo sobre os numeros reais; e estdvamos a considerar limites de fungoes
nos reais; logo, invocar essa definicao seria valer-nos dos niumeros reais — e
eram precisamente eles que estavamos a tentar construir. Felizmente, podemos
trabalhar com uma ideia estreitamente relacionada com a de limite.

Defini¢ao 5.10. Uma funcao f : N — Q é uma sequéncia de Cauchy sse,
para qualquer € € Q positivo, se tem (3¢ € N)(Vm,n > £)|f(m) — f(n)| < e.

A ideia geral de limite é a mesma de antes: se se quer um certo nivel de
precisao (medido por €), hd uma “regiao” onde olhar (qualquer entrada maior
que ¢). E é facil ver que a nossa sequéncia 1, 1.4, 1.414, 1.4142, 1.41421. .. tem
limite: se se quer aproximar /2 com erro inferior a /10, basta olhar para
qualquer entrada depois da n-ésima.

O pensamento ébvio seria entao dizer que um numero real € simplesmente
qualquer sequéncia de Cauchy. Mas, como nas construcoes de Z e Q, isso
seria demasiado ingénuo: para um dado numero real, varias sequéncias de
Cauchy diferentes “indicam” esse nimero. Uma forma simples de ver isto é
a seguinte. Dada uma sequéncia de Cauchy f, defina-se g como exatamente
a mesma fungdo que f, exceto que g(0) # f(0). Como as duas sequéncias
coincidem em todo o lado depois do primeiro niimero, quereremos, em tultima
analise, dizer que tém o mesmo limite, no sentido de Definicao 5.10, e portanto
devem ser pensadas como “definindo” o mesmo real. Logo, devemos pensar
nestas sequéncias de Cauchy como o mesmo ntumero real.

Consequentemente, voltamos a precisar de definir uma relagdo de equi-
valéncia sobre as sequéncias de Cauchy, e identificar os nimeros reais com
classes de equivaléncia. Precisamos primeiro da ideia de uma funcao que tende
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sfr:arith:cauchy:

thm:cauchyorderedfield

para 0 no limite. Para qualquer funcao h : N — Q, digamos que h tende para
0 sse, para qualquer £ € Q positivo, se tem que (3¢ € N)(Vn > £)|h(n)| < .
Além disso, sendo f e g fungdbes N — Q, definamos (f — g)(n) = f(n) — g(n).
Definimos agora:

f < gsse (f —g) tende para 0.

H& que verificar que < é uma relagao de equivaléncia; e de fato é. Podemos
entao, se quisermos, definir os reais como as classes de equivaléncia, sob <, de
todas as sequéncias de Cauchy de N — Q.

Problema 5.8. Seja f(n) = 0 para todo n. Seja g(n) = ﬁ Mostre que
ambas sdo sequéncias de Cauchy e que o limite de ambas as fungdes é 0, de

modo que também f ~p g.

Feito isto, como de costume escrevemos [f]. para a classe de equivaléncia
que tem f como um membro. Porém, para manter a legibilidade, no que se
segue omitimos o subscrito e escrevemos apenas [f]. Estipulamos também que,
para cada ¢ € Q, se tem gr = [¢,], onde ¢, é a funcio constante c4(n) = ¢ para
todo n € N. Definimos depois relages e operagoes bésicas sobre os reais, por
exemplo:

(/1 + gl = [(f +9)]
] x 9] = [(f > 9)]

onde (f+g)(n) = f(n)+g(n) e (f xg)(n) = f(n) x g(n). Claro que também
hé que verificar que cada uma de (f + g), (f — g) e (f X g) é sequéncia de
Cauchy quando f e g o s@o; mas o sao, e deixamo-lo ao leitor.

Por fim, definimos uma nogao de ordem. Dizemos que [f] é positivo sse
tanto [f] # Og como (3¢ € N)(¥n > £)0 < f(n). Depois dizemos [f] < [g] sse
[(g — )] é positivo. H& que verificar que isto estd bem definido (isto é, que
nao depende da escolha da fungdo “representante” na classe de equivaléncia).
Mas tendo feito isto, é bastante facil mostrar que obtemos as propriedades
algébricas certas; isto é:

Teorema 5.11. As sequéncias de Cauchy constituem um corpo ordenado.

Prova. Exercicio. O

Problema 5.9. Mostre que as sequéncias de Cauchy constituem um corpo
ordenado.

E mais dificil provar que os reais, assim construidos, tém a propriedade de
completude, pelo que daremos a prova.

Teorema 5.12. Todo o conjunto nao vazio de sequéncias de Cauchy com ma-
jorante tem supremo (menor majorante).

4Compare-se com a defini¢do de limg— 00 f(x) =0 em ?7?.
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Esbo¢o de prova. Seja S um conjunto nao vazio de sequéncias de Cauchy com
majorante. Entao existe algum p € Q tal que pr é majorante de S. Seja r € S;
entao existe algum ¢ € Q tal que gg < 7. Logo, se existe supremo de S, este
estd entre gg e pr (inclusive).

Nos aproximaremos do supremo, abordando-o simultaneamente por baixo
e por cima. Em particular, definimos duas fungoes, f,¢g: N — Q, com a ideia

de que f se ird aproximar do supremo por cima e g por baixo. Comecamos por
definir:

f0)=p
9(0) =¢

Entao, sendo a,, = M7 definamos:®

G se (Vh € S)[h] < (an)r

f(n) caso contrério

f(n+1):{

= O
g(n) caso contrério
Tanto f como g sdo sequéncias de Cauchy. (Isto verifica-se com relativa facili-
dade, mas deixamo-lo como exercicio.) Note-se que a fungao (f —g) tende para
0, pois a diferenca entre f e g reduz-se & metade a cada passo. Logo [f] = [g].
Mostramos primeiro que [f] é majorante de S, isto é, que (Vh € S)[h] < [f].
(Invocaremos Teorema 5.11 ao longo do argumento.) Seja h € S e suponhamos,
por reductio, que [f] < [h], de modo que Og < [(h — f)]. Como f é uma
sequéncia de Cauchy monotonamente decrescente, existe algum n € N tal que

[(crmy = F)] < [(h = f)]. Logo:
(f(n)r = [cpmy] < [f] +[(h = f)] = [h],

o que contradiz o fato de que, por construcao, [h] < (f(n))r.

Mostramos a seguir que [f] = [g] é o supremo de S. Seja j qualquer
sequéncia de Cauchy e suponhamos [j|] < [¢g]. Raciocinando como acima
(usando o fato de g ser crescente), existe n € N tal que [j] < (g(n))r. Mas,
por construgdo, existe h € S tal que (g(n))r < [h], logo [j] < [h] e portanto [J]
nao é majorante de S. O

5Isto é uma definicio recursiva. Mas ainda ndo demos qualquer razio para crer que
defini¢bes recursivas sao legitimas.
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sfr:infinite:hilbert:
sec

Capitulo 6

Conjuntos Infinitos

Este capitulo sobre conjuntos infinitos foi retirado de Open Set Theory,
de Tim Button.

6.1 Hotel de Hilbert

O conjunto dos nimeros naturais é obviamente infinito. Logo, se nao quiser-
mos valer-nos dos niimeros naturais, o nosso primeiro passo ¢ caracterizar um
conjunto infinito em termos que nao exijam mencionar os proprios nimeros
naturais. Eis uma abordagem agradavel, apresentada por Hilbert numa con-
feréncia de 1924. Ele nos pede que imaginemos

[...] um hotel com um nimero finito de quartos. Todos esses
quartos devem estar ocupados por exatamente um héspede. Se
os héspedes trocam de quarto de algum modo, [mas] de tal forma
que cada quarto continua a conter no maximo uma pessoa, entao
nenhum quarto ficara livre, e o dono do hotel nao pode, deste modo,
criar um novo lugar para um héspede que acaba de chegar [... .. .]

Agora estipulamos que o hotel tem infinitos quartos numerados 1,
2,3,4,5, ..., cada um ocupado por exatamente um héspede. Logo
que chega um novo héspede, o dono sé precisa de mudar cada um
dos hospedes antigos para o quarto associado ao niimero imediata-
mente superior, e o quarto 1 ficara livre para o recém-chegado.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 -
NN N N NN N N YN
@ 2 3 4 5 6 7 8 9 .-
(publicado em , 730; a nossa tradugao)
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O ponto crucial é que o Hotel de Hilbert tem infinitos quartos; e podemos tomar
a sua explicacao como definicao do que significa dizer isto. De fato, foi esta a
abordagem de Dedekind (apresentada aqui, claro, com enorme anacronismo; a
definicao de Dedekind é de ):

Definigao 6.1. Um conjunto A é infinito de Dedekind sse existe uma injegao
de A para um subconjunto préprio de A. Isto é, existe algum o € A e
uma inje¢ao f: A — A tal que o ¢ Im(f).

6.2 Algebras de Dedekind

Nao queremos apenas que os numeros naturais sejam infinitos; queremos que
tenham certas propriedades (algébricas): precisam de comportar-se bem sob
adicao, multiplicagao, e assim por diante.

A ideia de Dedekind foi tomar como primitiva a nogao de fung¢do sucessor e
depois caracterizar os niimeros como aqueles que tém as seguintes propriedades:

1. Existe um nimero, 0, que nao é sucessor de nenhum nimero
isto é, 0 ¢ Im(s)
isto é, Va s(z) #0

2. Numeros distintos tém sucessores distintos
isto é, s é uma injecao
isto é, VaVy(s(z) = s(y) >z =y)

3. Todo o nimero se obtém de 0 por aplicagoes repetidas da fungao sucessor.

As duas primeiras condic¢oes sao faceis de lidar com, usando logica de primeira
ordem (ver acima). Mas ndo podemos tratar (3) apenas com légica de primeira
ordem. O avango de Dedekind foi reformular a condigdo (3), em termos de
teoria dos conjuntos, assim:

3’. Os niimeros naturais sdo o menor conjunto que é fechado para a fungdo
sucessor: isto é, se aplicarmos s a qualquer membro do conjunto, obtemos
outro membro do conjunto.

Mas precisamos de explicitar isto com calma.

Definicao 6.2. Para qualquer funcao f, o conjunto X é f-fechado sse (Vx €
X)f(xz) € X. Definimos agora, para qualquer o:

clof(o) = n{X :0€ X e X é f-fechado}

Logo clos(0) é a interse¢ao de todos os conjuntos f-fechados que tém o como
um membro. Intuitivamente, entéo, clos(o) é o conjunto f-fechado menor que
tem o como um membro. O resultado seguinte torna preciso esse pensamento
intuitivo;

Lema 6.3. Para qualquer funcao f e qualquer o € A:

74 sets-functions-relations-complete rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.

sfr:infinite:hilbert:
defn:DedekindInfinite

sfr:infinite:dedekind:
sec

sfr:infinite:dedekind:

repeatedapplication

sfr:infinite:dedekind:
Closure

sfrrinfinite:dedekind:

closureproperties


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

sfrinfinite:dedekind:
closurehaselem

sfrinfinite:dedekind:
closureclosed

sfranfinite:dedekind:
closuresmallest

sfr:infinite:dedekind:
ded:proper

sfr:infinite:dedekind:

ded:injection

sfr:infinite:dedekind:

ded:closure

sfrinfinite:dedekind:

thm:DedekindInfiniteAlgebra

1. o€&clog(o); e
2. clog(o) € f-fechado; e
3. se X € f-fechado e 0 € X, entdo clof(o) € X

Prova. Note-se que existe pelo menos um conjunto f-fechado com o como
um membro, nomeadamente Im(f) U {o}. Logo clof(0), a intersegao de to-
dos os tais conjuntos, existe. Cumpre agora verificar (1)—(3).

Quanto a (1): o € clog(o) pois é uma intersecao de conjuntos que todos tém
o0 como um membro.

Quanto a (2): suponhamos x € clof(0). Se 0 € X e X é f-fechado, entao
xz € X, e agora f(z) € X pois X é f-fechado. Logo f(x) € clof(o).

Quanto a (3): de modo geral, se X € C entao [|C C X. O

Com isto, podemos dizer:

Definigao 6.4. Uma dlgebra de Dedekind é um conjunto A juntamente com
uma funcdo f: A — A e algum o € A tal que:

1. o¢Im(f)
2. f é uma injecao

3. A=clos(o)

Como A = clof(0), o resultado anterior nos diz que A é o menor conjunto
f-fechado com o como um membro. Claramente uma algebra de Dedekind é
infinita de Dedekind; basta olhar para as cldusulas (1) e (2) da definigao. Mas
o fato mais relevante é que qualquer conjunto infinito de Dedekind pode ser
transformado numa algebra de Dedekind.

Teorema 6.5. Se existe um conjunto infinito de Dedekind, entao existe uma
dlgebra de Dedekind.

Prova. Seja D infinito de Dedekind. Logo existe uma injecao g: D — D e um
elemento o € D\Im(g). Seja agora A = clog(0); por Lema 6.3, A existe e 0o € A.
Seja f = g[ 4. Mostraremos que A, f, o formam uma &lgebra de Dedekind.

Quanto a (1): o ¢ Im(g) e Im(f) C Im(g), logo o ¢ Im(f).

Quanto a (2): g é injetiva em D; logo f C g tem de ser injetiva.

Quanto a (3): por Lema 6.3, A é g-fechado; a fortiori, A é f-fechado. Logo
clog(o) € A por Lema 6.3. Como também clos(o) é f-fechado e f = g[,,
segue-se que cloy (o) é g-fechado. Logo A C clos(0) por Lema 6.3. O
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6.3 Algebras de Dedekind e Indugao Aritmética

Crucialmente, agora, uma algebra de Dedekind—de fato, qualquer algebra de
Dedekind—servira como substituto dos ntimeros naturais. Isto deve-se a se-
guinte consequéncia trivial:

Teorema 6.6 (Inducgao aritmética). Sejam N,s,o0 uma dlgebra de Dede-
kind. Entao, para qualquer conjunto X :

seoe X e (Yne NNX)s(n) € X, entdo N C X.

Prova. Pela definicio de dlgebra de Dedekind, N = clos(0). Ora, se tanto
0€ X como (Vn € N)(n € X — s(n) € X), entdo N = clos(0) C X. O

Como a indugao é caracteristica dos nimeros naturais, o ponto é este. Dado
qualquer conjunto infinito de Dedekind, podemos formar uma algebra de De-
dekind e usar essa algebra como substituto dos niimeros naturais.

Admitidamente, Teorema 6.6 formula a indug@ao em termos de teoria dos
conjuntos. Mas podemos facilmente por o principio em termos mais familiares:

Corolario 6.7. Sejam N,s,o uma dlgebra de Dedekind. Entao, para qualquer
formula ¢(x), que pode ter pardmetros:

se p(0) e (Yn € N)(p(n) = ¢(s(n))), entio (Vn € N)p(n)
Prova. Seja X = {n € N : ¢p(n)}, e use-se agora Teorema 6.6 O

Neste resultado, falamos de uma férmula “ter parametros”. O que isto sig-
nifica, em tracos grosseiros, é que, para quaisquer objetos ¢y, ..., cg, podemos
trabalhar com ¢(x,c1,...,c;). Com mais precisdo, podemos enunciar o resul-
tado sem mencionar “parametros” do seguinte modo. Para qualquer férmula
o(x,v1,...,v;), cujas varidveis livres sdo todas as exibidas, temos:

Yop .. Yor((p(o,v1, ..., 0k) A
(Vo € N)(p(z,v1,...,0k) = @(s(x),v1,...,0;))) =
(Vz € N)o(x,v1,...,0;))

Evidentemente, falar em “ter parametros” pode tornar a leitura muito mais
facil. (Na ??, usaremos este expediente com frequéncia.)

Voltando as algebras de Dedekind: dada qualquer algebra de Dedekind,
podemos também definir as habituais funcoes aritméticas de adicao, multi-
plicagao e exponenciacao. Isto nao é trivial, porém, e envolve a técnica de
definicao recursiva. E uma técnica que introduziremos e justificaremos muito
mais tarde, e num contexto bem mais geral. (Os entusiastas podem querer vol-
tar a isto depois de 77, ou talvez ler um tratamento alternativo, como
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, pp. 95-8.) Mas, onde N, s, 0 formam uma algebra de Dedekind, acaba-
remos por poder estipular o seguinte:

a+o=a aXo=o0 a’ = s(0)

a+ s(b) = s(a+0b) axsb)=(axb)+a a*® — gt < a

e mostrar que estas defini¢des se comportam como se espera.

6.4 “Prova” de Dedekind da existéncia de um conjunto
infinito

Neste capitulo, apresentamos um tratamento em teoria dos conjuntos dos
numeros naturais, em termos de &dlgebras de Dedekind. Em Secao 5.5, re-
fletimos sobre o significado filoséfico da aritmetizacdo da andlise (entre outras
coisas). Cumpre agora refletir sobre o significado do que aqui alcan¢amos.

Ao longo de Capitulo 5, tomamos os nimeros naturais como dados e os
usamos para construir os inteiros, os racionais e os reais, de modo explicito.
Neste capitulo, nao demos uma construgao explicita dos nimeros naturais.
Mostramos apenas que, dado qualquer conjunto infinito de Dedekind, podemos
definir um conjunto que se comportara como queremos que N se comporte.

Obviamente, pois, ndo podemos pretender ter respondido a uma questao
metafisica, como quais 0s objetos que sao os numeros naturais. Mas isso é bom.
Afinal, na Secao 5.5, sublinhamos que estariamos errados se pensdssemos na
definicao de R como conjunto de cortes de Dedekind como uma descoberta,
em vez de uma estipulacdo conveniente. A observacao crucial é que os cortes
de Dedekind exemplificam as propriedades matemaéticas centrais dos niimeros
reais. Assim também aqui: a observagao crucial é que qualquer dlgebra de
Dedekind exemplifica as propriedades matematicas centrais dos niimeros natu-
rais. (De fato, Dedekind insistiu neste ponto ao provar que todas as dlgebras
de Dedekind sao isomorfas ( , Theorems 132-3). Nao surpreende, entdo,
que muitos “estruturalistas” contemporaneos cite Dedekind como precursor.)

Além disso, mostramos como embutir a teoria dos nimeros naturais numa
teoria ingénua simples dos conjuntos, que ainda permanece bastante informal,
mas que (aparentemente) nao assume os nimeros naturais como dados. Assim,
podemos estar no caminho de realizar o préprio projeto ambicioso de Dedekind,
que ele explicou assim:

Na ciéncia nada que seja provavel deve ser acreditado sem prova.
Embora esta exigéncia pareca razoavel, nao posso considera-la sa-
tisfeita sequer nos métodos mais recentes de lancar os fundamentos
da ciéncia mais simples; a saber, aquela parte da logica que trata da
teoria dos nimeros. Ao falar de aritmética (dlgebra, andlise) como
mera parte da logica, quero insinuar que considero o conceito de
nuimero totalmente independente das nogoes ou intuigoes de espaco
e tempo—que o considero antes um produto imediato das leis puras
do pensamento. ( , , preface)
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A ideia audaciosa de Dedekind é esta. Acabamos de mostrar como construir
os nimeros naturais usando s6 (ingenuamente) a teoria dos conjuntos. Em
Capitulo 5, vimos como construir os reais dados os nimeros naturais e alguma
teoria dos conjuntos. Logo, talvez, “a aritmética (&lgebra, andlise)” acabe
por ser “meramente parte da légica” (no sentido alargado que Dedekind dé &
palavra “logica”).

Essa é a ideia. Mas esperemos um momento. A nossa construcdo de uma
algebra de Dedekind (o nosso substituto dos nimeros naturais) é condicional
a existéncia de um conjunto infinito de Dedekind. (Basta olhar para tras, para
Teorema 6.5.) A menos que a existéncia de um conjunto infinito de Dedekind
possa ser estabelecida via “l6gica” ou “as leis puras do pensamento”, o projeto
estagna.

Entao, pode a existéncia de um conjunto infinito de Dedekind ser estabele-
cida pelas “leis puras do pensamento”? Eis o esforco de Dedekind:

O meu préprio reino de pensamentos, isto é, a totalidade S de todas
as coisas que podem ser objetos do meu pensamento, é infinita.
Pois, se s designa um elemento de S, entao o pensamento s’ de
que s pode ser objeto do meu pensamento é ele proprio um elemento
de S. Se considerarmos isto como uma imagem ¢(s) do elemento s,
entdao ... S é infinito de Dedekind, como queriamos ter provado.

( ; , §66)

Isto é algo de espantoso de encontrar no meio de um livro que em grande parte
consiste em provas matematicas altamente rigorosas. Duas observagoes valem
a pena.

Primeiro: esta “prova” mal tem o que hoje reconheceriamos como carater
“matemédtico”. Fala de objetos psicoldgicos (pensamentos), e apenas de objetos
possiveis.

Segundo: pelo menos tal como apresentamos as dlgebras de Dedekind, esta
“prova” tem uma lacuna técnica direta. Se o argumento de Dedekind é bem-
sucedido, estabelece s6 que hd infinitas coisas (nomeadamente, infinitos pen-
samentos). Mas Dedekind também precisa de nos dar uma razio para ver S
como um dnico conjunto, com infinitos membros, em vez de pensar em S como
algumas coisas (no plural).

O fato de Dedekind nao ver aqui uma lacuna pode sugerir que o seu uso
da palavra “totalidade” nao corresponde exatamente ao nosso uso da palavra
“conjunto”.! Mas isto ndo seria demasiado surpreendente. O projeto que
perseguimos nos ultimos dois capitulos—uma “construc¢ao” dos naturais e, a
partir deles, uma “construcao” dos inteiros, reais e racionais—foi todo ele feito
de modo ingénuo. Nos apoiamos neste conjunto, ou naquele conjunto, sempre
que precisamos, sem enunciar muitos principios gerais sobre exatamente que
conjuntos existem, e quando. Mas sabemos que precisamos de alguns principios
gerais, pois caso contrario caimos no Paradoxo de Russell.

Chegou a hora de superarmos a nossa ingenuidade.

IDe fato, temos outras razbes para pensar que nao correspondia; ver ( , p- 23).
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6.5 Apéndice: Provando Schroder-Bernstein

Antes de deixarmos a teoria ingénua dos conjuntos, hé ainda uma ultima prova
ingénua (mas sofisticadal) a considerar. Trata-se de uma prova de Schroder-
Bernstein (Teorema 4.25): se A < B e B < A entdo A ~ Bj; isto é, dados
injegoes f: A — Beg: B— A, existe uma bijecao h: A — B.

Neste capitulo, seguimos a nogao dedekindiana de fechos. De fato, Dedekind
deu uma prova muito elegante de Schroder-Bernstein com esta nogao, e aqui a
apresentamos. A prova segue de perto ( , Pp. 157-8), se quiser um
tratamento ligeiramente diferente mas essencialmente semelhante. Uma breve
pesquisa na Internet também convencera o leitor de que este é um teorema—tal
como a irracionalidade de v/2—para o qual existem muitas provas interessantes
e distintas.

Usando notagao semelhante a de Definicao 6.2, seja

Cloy(B) = ﬂ{X :BC X e X é f-fechado}

para cada conjunto B e funcao f. Assim definido, Clo;(B) é o menor conjunto
f-fechado que contém B, no sentido de que:
Lema 6.8. Para qualquer funcao f, e qualquer B:

1. B CClos(B); e

2. Cloy¢(B) € f-fechado; e

3. se X € f-fechado e B C X, entdo Cloy(B) C X.

Prova. Exatamente como no Lema 6.3. O

Precisamos de mais um fato para chegar a Schroder-Bernstein:

Proposigao 6.9. Se ACBCC eA=C, entio A~ B=C.

Prova. Dada uma bijecao f: C' — A, seja F' = Cloy(C \ B) e defina-se uma
fungao g com dominio C' do seguinte modo:

g(x)—{f(x) sex € F

T caso contrario

Mostraremos que ¢ é uma bijecao de C para B, donde seguird que gof~1: A —
B é uma bijegao, completando a prova.

Primeiro alegamos que, se * € F mas y ¢ F, entdao g(x) # g(y). Por
reductio, suponhamos o contrario, de modo que y = ¢g(y) = g(z) = f(x).
Como z € F e F é f-fechado por Lema 6.8, temos y = f(z) € F, contradicao.

Suponhamos agora g(x) = ¢g(y). Entéo, pelo que precede, z € F sse y € F.
Se z,y € F, entdo f(x) = g(z) = g(y) = f(y), logo x = y pois f é uma bijecao.
Se x,y ¢ F, entdao x = g(x) = g(y) = y. Logo g é uma injecao.
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Resta mostrar que Im(g) = B. Fixemos z € B C C. Se z ¢ F, entdo
g(x) = 2. Se x € F, entdo x = f(y) para algum y € F, pois caso contrério
F\ {z} seria f-fechado e estenderia C'\ B, o que é impossivel por Lema 6.8;

agora g(y) = f(y) = z. O

Finalmente, eis a prova do resultado principal. Recordemos que, dada uma,
funcéo h e um conjunto D, definimos h[D] = {h(z) : € D}.

Prova de Schrider-Bernstein. Sejam f: A — B e g: B — A inje¢oes. Como
fl[A] € B, temos g[f[A4]] C g[B] € A. Além disso, go f: A — g[f[A]] é
uma injecao, pois tanto g como f o sao; e de fato go f é uma bijecao, apenas pela
forma como definimos o seu contradominio. Logo g[f[A]] &~ A, e portanto, por
Proposigao 6.9, existe uma bije¢ao h: A — g[B]. Além disso, g~! é uma bijecio
g[B] = B. Logo g~ ' oh: A — B é uma bijecio. O
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