rel.1 Ordens

strirel:iord: - Muitas das nossas comparagoes envolvem descrever certos objetos como sendo  explanation
" “menores que”, “iguais a” ou “maiores que” outros objetos, sob algum aspecto.
Isso envolve relagoes de ordem. Mas hé varios tipos de relagao de ordem. Por
exemplo, algumas exigem que quaisquer dois objetos sejam comparaveis, outras
nao. Algumas incluem a identidade (como <) e outras a excluem (como <).
Ter aqui uma taxonomia ajuda-nos.

Definigao rel.1 (Pré-ordem). Uma relagao que é ao mesmo tempo reflexiva
e transitiva chama-se uma pré-ordem.

Definicao rel.2 (Ordem parcial). Uma pré-ordem que também é antissimétrica
chama-se uma ordem parcial.

strreliord: Definicao rel.3 (Ordem linear). Uma ordem parcial que também é conexa
defilinearorder - chama-se uma ordem total ou ordem linear.

Exemplo rel.4. Toda ordem linear é também uma ordem parcial, e toda or-
dem parcial é também uma pré-ordem, mas as implicagoes reciprocas nao va-
lem. A relagao universal sobre A é uma pré-ordem, pois é reflexiva e transitiva.
Mas, se A tem mais de um membro, a relagdo universal nao é antissimétrica e,
portanto, ndo é uma ordem parcial.

Exemplo rel.5. Considere a relagao nao mais longa que < sobre B*: z <y
sse len(z) < len(y). Trata-se de uma pré-ordem (reflexiva e transitiva), e até
conexa, mas nao é uma ordem parcial, pois nao é antissimétrica. Por exemplo,
01 < 10 e 10 < 01, mas 01 # 10.

Exemplo rel.6. Uma ordem parcial importante é a relagao C sobre um con-
junto de conjuntos. Em geral ndo é uma ordem linear: se a # b e consideramos

p({a,b}) = {0, {a}, {b},{a,b}}, vemos que {a} & {b} e {a} # {b} e {b} £ {a}.

Exemplo rel.7. A relacdo de divisibilidade sem resto nos dd uma ordem par-
cial que ndo é linear. Para inteiros n e m, escrevemos n | m para significar que
n divide m (exatamente), isto ¢, sse existe algum inteiro & tal que m = kn. So-
bre N, isso é uma ordem parcial, mas nao linear: por exemplo, 2 {3 e também
3 1 2. Vista como relagdo sobre Z, a divisibilidade é apenas uma pré-ordem,
pois nao é antissimétrica: 1| —1e —1 |1 mas 1 # —1.

Exemplo rel.8. A relacao de extensdo sobre um conjunto de sequéncias A* é
a seguinte: s C s’ sse s = A (a sequéncia vazia), s = ', ou s = ($1,...,5,) €
8 =81y 50, Snt1s---Sm). Se s C s dizemos também que s é um segmento
inicial de s’. A relacdo de extensdo sobre A* é uma ordem parcial, mas nao
linear, p.ex., se a # b, entdo ab £ ba e ba £ ab.

Definicao rel.9 (Ordem estrita). Uma ordem estrita é uma relagao irrefle-
xiva, assimétrica e transitiva.

orders rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 1


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Definigao rel.10 (Ordem linear estrita). Uma ordem estrita que também
é conexa chama-se ordem total estrita ou ordem linear estrita.

Exemplo rel.11. < é a ordem linear correspondente & ordem linear estrita <.
C é a ordem parcial correspondente a ordem estrita C.

Qualquer ordem estrita R sobre A pode transformar-se numa ordem par-
cial adicionando a diagonal Id 4, isto é, adicionando todos os pares (x, z). (Isto
chama-se o fecho reflexivo de R.) Reciprocamente, a partir de uma ordem par-
cial obtém-se uma ordem estrita removendo Id 4. Os dois resultados seguintes
tornam isto preciso.

Proposicao rel.12. Se R é uma ordem estrita sobre A, entao RT™ = RUIdx
é uma ordem parcial. Além disso, se R é uma ordem linear estrita, entdo R
€ uma ordem linear.

Prova. Suponhamos que R é uma ordem estrita, isto é, R C A% e R é irreflexiva,
assimétrica e transitiva. Seja RT = RUId4. Temos de mostrar que R* ¢
reflexiva, antissimétrica e transitiva.

R™ é claramente reflexiva, pois (x,z) € Id4 C RT para todo z € A.

Para mostrar que R* é antissimétrica, suponhamos, para reducio ao ab-
surdo, que Rtxy e RYyx mas x # y. Como (z,y) € RUId4, mas (z,y) ¢ Ida,
temos de ter (z,y) € R, isto é, Rxy. Do mesmo modo, Ryx. Mas isto contradiz
a hipdtese de que R é assimétrica.

Para estabelecer a transitividade, suponhamos que R*zy e RTyz. Se tanto
(x,y) € R como (y,z) € R, entdo (x,z) € R, pois R é transitiva. Caso
contrério, ou (x,y) € Idy, isto é, x = y, ou (y,z) € Idy, isto é, y = z. No
primeiro caso, temos RTyz por hipétese, v = y, logo RTxz. Analogamente no
segundo caso. Em qualquer caso, R*xz; assim, R* é também transitiva.

Quanto a cldusula “além disso”, suponhamos que R é também conexa.
Entao, para todo x # y, ou Rxy ou Ryz, isto é, ou (z,y) € R ou (y,z) € R.
Como R C R™T, isto continua a valer para RT, logo Rt é também conexa. [

Proposicao rel.13. Se R ¢é uma ordem parcial sobre A, entao R~ = R\ 1d4
€ uma ordem estrita. Além disso, se R € uma ordem linear, entdo R~ € uma
ordem linear estrita.

Prova. Deixamos como exercicio. O

Problema rel.1. Apresente uma prova da Proposicao rel.13.

O resultado simples a seguir estabelece que ordens lineares estritas satisfa-
zem uma propriedade no estilo da extensionalidade:

Proposigao rel.14. Se < é uma ordem linear estrita sobre A, entdo:

(Va,be A)(Vx € A)(z <a+x<b)—a=h).
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Prova. Suponhamos (Vx € A)(z < a<>x < b). Se a < b, entdo a < a, o que
contradiz o fato de < ser irreflexiva; logo a £ b. De forma totalmente analoga,
b £ a. Logo a = b, pois < é conexa. O
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