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infinite.1 “Prova” de Dedekind da existéncia de um
conjunto infinito

Neste capitulo, apresentamos um tratamento em teoria dos conjuntos dos
nimeros naturais, em termos de dlgebras de Dedekind. Em 7?7, refletimos
sobre o significado filoséfico da aritmetizagido da andlise (entre outras coisas).
Cumpre agora refletir sobre o significado do que aqui alcangamos.

Ao longo de 77, tomamos os nimeros naturais como dados e 0s usamos para
construir os inteiros, os racionais e os reais, de modo explicito. Neste capitulo,
nao demos uma construgao explicita dos niimeros naturais. Mostramos apenas
que, dado qualquer conjunto infinito de Dedekind, podemos definir um conjunto
que se comportard como queremos que N se comporte.

Obviamente, pois, nao podemos pretender ter respondido a uma questao
metafisica, como quais 0s objetos que sdo os numeros naturais. Mas isso é bom.
Afinal, na 7?7, sublinhamos que estarfamos errados se pensassemos na defini¢ao
de R como conjunto de cortes de Dedekind como uma descoberta, em vez de
uma estipulagao conveniente. A observacao crucial é que os cortes de Dedekind
exemplificam as propriedades matematicas centrais dos niimeros reais. Assim
também aqui: a observagao crucial é que qualquer algebra de Dedekind exem-
plifica as propriedades matemédticas centrais dos nimeros naturais. (De fato,
Dedekind insistiu neste ponto ao provar que todas as algebras de Dedekind
sao isomorfas ( , Theorems 132-3). Nao surpreende, entdo, que muitos
“estruturalistas” contemporaneos cite Dedekind como precursor.)

Além disso, mostramos como embutir a teoria dos nimeros naturais numa
teoria ingénua simples dos conjuntos, que ainda permanece bastante informal,
mas que (aparentemente) ndo assume os nimeros naturais como dados. Assim,
podemos estar no caminho de realizar o proprio projeto ambicioso de Dedekind,
que ele explicou assim:

Na ciéncia nada que seja provavel deve ser acreditado sem prova.
Embora esta exigéncia pareca razodvel, nao posso considera-la sa-
tisfeita sequer nos métodos mais recentes de lancar os fundamentos
da ciéncia mais simples; a saber, aquela parte da légica que trata da
teoria dos nimeros. Ao falar de aritmética (dlgebra, andlise) como
mera parte da légica, quero insinuar que considero o conceito de
nimero totalmente independente das nogoes ou intuigoes de espago
e tempo—que o considero antes um produto imediato das leis puras
do pensamento. ( , , preface)

A ideia audaciosa de Dedekind é esta. Acabamos de mostrar como construir
os nimeros naturais usando s6 (ingenuamente) a teoria dos conjuntos. Em
7?7, vimos como construir os reais dados os nimeros naturais e alguma teoria
dos conjuntos. Logo, talvez, “a aritmética (dlgebra, andlise)” acabe por ser
“meramente parte da légica” (no sentido alargado que Dedekind d4 & palavra
“légica”).

Essa é a ideia. Mas esperemos um momento. A nossa construcao de uma
algebra de Dedekind (o nosso substituto dos nimeros naturais) é condicional
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a existéncia de um conjunto infinito de Dedekind. (Basta olhar para tras, para
??.) A menos que a existéncia de um conjunto infinito de Dedekind possa ser
estabelecida via “légica” ou “as leis puras do pensamento”, o projeto estagna.

Entao, pode a existéncia de um conjunto infinito de Dedekind ser estabele-
cida pelas “leis puras do pensamento”’? Eis o esfor¢co de Dedekind:

O meu préprio reino de pensamentos, isto é, a totalidade S de todas
as coisas que podem ser objetos do meu pensamento, € infinita.
Pois, se s designa um elemento de S, entao o pensamento s’ de
que s pode ser objeto do meu pensamento é ele préprio um elemento
de S. Se considerarmos isto como uma imagem ¢(s) do elemento s,
entdo ... S é infinito de Dedekind, como queriamos ter provado.

( ; , §66)

Isto é algo de espantoso de encontrar no meio de um livro que em grande parte
consiste em provas matematicas altamente rigorosas. Duas observagoes valem
a pena.

Primeiro: esta “prova” mal tem o que hoje reconheceriamos como carater
“matemédtico”. Fala de objetos psicoldgicos (pensamentos), e apenas de objetos
possiveis.

Segundo: pelo menos tal como apresentamos as dlgebras de Dedekind, esta
“prova”’ tem uma lacuna técnica direta. Se o argumento de Dedekind é bem-
sucedido, estabelece s6 que hd infinitas coisas (nomeadamente, infinitos pen-
samentos). Mas Dedekind também precisa de nos dar uma razio para ver S
como um unico conjunto, com infinitos membros, em vez de pensar em S como
algumas coisas (no plural).

O fato de Dedekind nao ver aqui uma lacuna pode sugerir que o seu uso
da palavra “totalidade” nao corresponde exatamente ao nosso uso da palavra
“conjunto”.! Mas isto nao seria demasiado surpreendente. O projeto que
perseguimos nos dltimos dois capitulos—uma “construgao” dos naturais e, a
partir deles, uma “construcao” dos inteiros, reais e racionais—foi todo ele feito
de modo ingénuo. Nos apoiamos neste conjunto, ou naquele conjunto, sempre
que precisamos, sem enunciar muitos principios gerais sobre exatamente que
conjuntos existem, e quando. Mas sabemos que precisamos de alguns principios
gerais, pois caso contrario caimos no Paradoxo de Russell.

Chegou a hora de superarmos a nossa ingenuidade.
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