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arith.1 Algumas Reflexoes Filoséficas

Quanto aos pormenores técnicos, por ora basta. Mas o que foi que alcancaram?

Bem, de forma pouco contestdvel, deram-nos uma matemaética pura belissima.
Além disso, houve conquistas conceptuais profundas. Foi um insight profundo
perceber que a propriedade de completude exprime a diferenca crucial entre os
reais e os racionais. Além disso, a construgao explicita dos reais, como cortes
de Dedekind, poe o objeto de estudo da andlise em bases sélidas. Sabemos
que a nogao de corpo ordenado completo é coerente, pois os cortes formam
precisamente um tal corpo.

Todavia, importa também levantar algumas reservas quanto a essas con-
quistas.

Primeiro, nao é claro que pensar os reais em termos de cortes seja mais ri-
goroso do que pensé-los nas suas expansoes decimais familiares (eventualmente
infinitas). Esta ultima “constru¢ao” dos reais tem alguma semelhanga com a
construgao via sequéncias de Cauchy; mas, de fato, era, essencialmente, conhe-
cida dos matematicos desde principios do século XVII (ver ?7). O verdadeiro
aumento de rigor veio da tomada de consciéncia de que os reais tém a proprie-
dade de completude; a possibilidade de construir niimeros reais como conjuntos
particulares talvez nao seja, por si s6, tao interessante.

E ainda menos claro que a aritmetizacdo (muito mais fdcil) dos inteiros
ou dos racionais aumente o rigor nessas dreas. Aqui, vale a pena uma ob-
servagao simples. Tendo construido os inteiros como classes de equivaléncia de
pares ordenados de naturais, e depois construido os racionais como classes de
equivaléncia de pares ordenados de inteiros, e depois construido os reais como
conjuntos de racionais, nos esquecemos de imediato das construgoes. Em par-
ticular: ninguém quereria invocar estas construgoes no decurso de uma prova
matemdtica (exceto, claro, numa prova de que as construgdes se comportam
como deviam). E muito mais ficil falar de um real diretamente do que falar
de algum conjunto de conjuntos de conjuntos de conjuntos de conjuntos de
conjuntos de conjuntos de naturais.

O mais duvidoso, porém, é que estas defini¢bes nos digam o que os intei-
ros, racionais ou reais sao, do ponto de vista metafisico. Isto é, é duvidoso
que os reais (digamos) sejam certos conjuntos (de conjuntos de conjuntos. .. ).
A principal barreira a tal visdo é que a construgao poderia ter sido feita de
muitas maneiras diferentes. No caso dos reais, ha construgoes genuinamente
diferentes e interessantes (ver ?77). Mas eis uma forma trivial de obter cons-
trucgoes diferentes: como em ?7?, poderiamos ter definido pares ordenados de
modo ligeiramente diferente; se tivéssemos usado essa nocao alternativa de par
ordenado, as nossas construgoes teriam funcionado exatamente tao bem como
funcionaram, mas teriamos acabado com objetos diferentes. Assim, ha muitas
construgoes rivais, em teoria dos conjuntos, dos inteiros, racionais e reais. Se-
ria, ademais, arbitrdrio (e embaracoso) afirmar que os inteiros (digamos) sao
estes conjuntos, e néo aqueles. (Como na ??, isto é um caso de um argumento
tornado célebre por )

Um outro ponto merece ser levantado: ha algo de bastante estranho nas
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nossas construgdes. Comecamos pelos niimeros naturais. Depois, construimos
os inteiros e construimos “o 0 dos inteiros”, isto é, [0,0]~. Mas 0 # [0,0]~. De
fato, dadas as nossas construgoes, nenhum natural é um inteiro. Isto parece
fortemente contraintuitivo. Na 77?7, afirmamos, sem grande argumento, que
N C Q. Agora, se as construgdes nos dissessem exatamente o que sdo os
nimeros, esta afirmacgao seria trivialmente falsa.

Recuando um pouco, onde chegamos? Trabalhando numa teoria ingénua
dos conjuntos e tomando os naturais como dados, podemos tratar inteiros, raci-
onais e reais como certos conjuntos. Nesse sentido, podemos embutir as teorias
destas entidades numa teoria dos conjuntos. Mas a importancia filoséfica deste
embutimento nao é assim tao direta.

Claro que isto nao ¢é a iltima palavra! O ponto é apenas este: mostrar que a
aritmetizacao dos reais € de profunda significacao filosofica exigiria argumento
filoséfico adicional.
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