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arith.1 De Q para R

Em esséncia, a propriedade de completude mostra que qualquer ponto « da
reta real divide essa reta em duas metades de modo perfeito: numa, a é o
supremo; noutra, o é o infimo. Para construir os ntimeros reais a partir dos
racionais, Dedekind sugeriu que pensdssemos nos reais simplesmente como os
cortes que particionam os racionais. Isto é, identificamos v/2 com o corte que
separa os racionais < v/2 dos racionais > v/2.

Vamos por isto em ordem. Se cortarmos os racionais em duas metades,
podemos identificar de modo tinico a particao que fizemos considerando apenas
a metade inferior. Sendo precisos, apresentamos a seguinte definigao:

Definicao arith.1 (Corte). Um corte a é qualquer segmento inicial préprio
nao vazio dos racionais sem maximo. Isto é, o é um corte sse:

1. mao vazio, préprio:  # a C Q
2. inicial: para todos p,q € Q: se p < g € a entao p € «
3. sem mdximo: para todo p € « existe ¢ € a tal que p < ¢

Entao R é o conjunto dos cortes.

Podemos pois dizer que v2 = {p € Q: p?> < 2 ou p < 0}. Claro que ha que
verificar que isto € de fato um corte, mas relegamo-lo a 77.

Como antes, tendo definido certas entidades, precisamos a seguir de definir
fungoes e relagoes bésicas sobre elas. Comegamos por uma facil:

a<fBsseaCf

Esta definicao de ordem permite enunciar o resultado central, a saber que o
conjunto dos cortes tem a propriedade de completude. Por extenso, o enunciado
tem esta forma. Se S é um conjunto nao vazio de cortes com majorante, entao
S tem supremo. Com mais pormenor: existe um corte, A, que é majorante de
S, isto é, (Voo € S)ar C A, e A é o menor tal corte, isto é, (V5 € R)((Va € S)a C
B — A C B). Segue-se a prova do resultado:

Teorema arith.2. O conjunto dos cortes tem a propriedade de completude.

Prova. Seja S um conjunto néo vazio de cortes com majorante. Seja A =[JS.
Comegamos por alegar que A\ é um corte:

1. Como S tem majorante, pelo menos um corte pertence a S, logo ) # A.
Como S é um conjunto de cortes, A C Q. Como S tem majorante, algum
p € Q estd ausente de todo o corte a € S. Logo p ¢ A, e portanto A C Q.

2. Suponhamos p < g € A. Entao existe algum « € S tal que ¢ € a. Como
« é um corte, p € a. Logo p € A.
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3. Suponhamos p € A. Entao existe algum « € S tal que p € a. Como « é
um corte, existe algum ¢ € a tal que p < q. Logo q € A.

Isto prova a alegagdo. Além disso, claramente (Vo € S)a C [JS = A, isto é,
A é majorante de S. Suponhamos agora que § € R também é majorante, isto
é, Va € S)a C 8. Para qualquer p € Q, se p € A, entdo existe a € S tal que
p € a, logo p € B. Generalizando, A C 5. Logo A é o supremo de S. O

Temos pois um conjunto de entidades que satisfaz a propriedade de com-
pletude. Uma forma de o dizer é: ndo ha “lacunas” nos nossos cortes. (Assim:
tomar novos “cortes” de reais, em vez de racionais, nao produziria objetos
novos interessantes.)

Segue-se a definigao de algumas operacoes sobre os reais. Comegamos por
embutir os racionais nos reais estipulando prg = {¢ € Q : ¢ < p} para cada
p € Q. Definimos entao:

a+pf={p+qg:pcsanqep}
axf={pxq:0<pear0<qep}ul® se a, > Og

Para tratar os outros casos da multiplicagao, definamos primeiro:
—a={p—q:p<0Aq¢a}
e estipulemos:

—ax —pf se a < Og e B < O

axf=<—(—axp) sea<Ogpef>0r

7(0[)(7&) sea >0 e f <0
Depois ha que verificar que cada uma destas definigoes produz sempre um corte.
E, por fim, hd que fazer uma demonstragao facil (mas longa) de que os cortes,

assim definidos, se comportam exatamente como devem. Mas relegamos tudo
istoa ?77.
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