Capitulo udf

Passos rumo a 7

z.1 A historia com mais pormenor

sthuzstory:  Na 77, citamos a descricao de Shoenfield do processo de formacao de conjuntos.
* Queremos agora escrever mais alguns principios, para tornar esta histéria um
pouco mais precisa. Eis-os:

Estdgios-sdo-chave. Cada conjunto forma-se por algum estagio.

Estagios-sao-ordenados. Os estagios estao ordenados: alguns vém antes
de outros.'

Estdgios-acumulam. Para qualquer estigio S, e para quaisquer conjuntos
que se formaram antes do estdgio S: forma-se, no estagio S, um conjunto
cujos membros sao exatamente esses conjuntos. Mais nada se forma no
estagio S.

Estes sao principios informais, mas poderemos usé-los para justificar varios dos
axiomas da teoria de conjuntos de Zermelo.

(Convém uma palavra de cautela. Embora vamos apresentar alguns axio-
mas completamente standard, com nomes completamente standard, os principios
em italico que acabamos de apresentar nao tém nomes particulares na litera-
tura. Sdo apenas alcunhas que esperamos serem uteis. )

z.2 Separacgao

sthizsep:  COmegamos com um principio que substitui a compreensao ingénua:

Esquema de Separacgao (Esquema de Separagao). Para cada férmula ¢(x),
isto é um axioma: para qualquer A, o conjunto {z € A : p(x)} existe.

1 Assumiremos de fato—tacitamente—que os estégios estdo bem ordenados. O que isto
significa explica-se no ?7. E um pressuposto substancial. De fato, usando uma técnica muito
engenhosa devida a ( ), este pressuposto pode ser evitado e depois deduzido. (Isto
também explicard por que devemos pensar que existe um estdgio inicial.) N&o podemos
aprofundar isso aqui; para mais, veja ( ).



.

Note que isto nao é um tnico axioma. E um esquema de axiomas. Ha
infinitamente muitos axiomas de Separagdo; um para cada férmula p(z). O
esquema pode igualmente ser (e normalmente é) escrito do seguinte modo:

Para qualquer férmula ¢(x) que nao contenha “S”, isto é um axioma:

VAISVz(z € S < (p(x) Az € A)).

Em conformidade com a convencgao assinalada no inicio da 7?7, as férmulas ¢
nos axiomas de Separacdo podem ter pardmetros.?

A Separagao justifica-se de imediato pela concepgao cumulativa iterativa
de conjuntos que vamos expondo. Para ver por que, seja A um conjunto.
Entao A forma-se por algum estdgio S (por Estdgios-sdo-chave). Uma vez
que A se formou no estigio S, todos os membros de A formaram-se antes
do estdgio S (por Estdgios-acumulam). Consideremos em particular todos os
conjuntos que sao membros de A e que também satisfazem ¢; claramente todos
estes conjuntos também se formaram antes do estagio S. Logo formam-se num
conjunto {x € A : p(x)} também no estdgio S (por Estdgios-acumulam).

Ao contrario da compreensio ingénua, isto evita o paradoxo de Russell. Pois
néo podemos simplesmente afirmar a existéncia do conjunto {z : « ¢ x}. Pelo
contrario, dado algum conjunto A, podemos afirmar a existéncia do conjunto
Ry={x € A:x¢x}. Masisto sé prova que Ry ¢ Ra e Rg ¢ A, o0 que nao é
preocupante.

Contudo, a Separagao tem uma consequéncia imediata e marcante:

Teorema z.1. Nao existe conjunto universal, isto é, {x : x = x} ndo existe.

Prova. Por redugao ao absurdo, suponhamos que V' é um conjunto universal.
Entéao, por Separacio, R = {x € V : © ¢ z} = {z : © ¢ z} existe, o que
contradiz o paradoxo de Russell. O

A auséncia de um conjunto universal-—de fato, a abertura da hierarquia
de conjuntos—¢é uma das ideias mais fundamentais por detrds da concepgao
cumulativa iterativa. Por isso vale a pena ver que, intuitivamente, poderiamos
chegar 14 por outro caminho. Um conjunto universal teria de ser um membro
de si préprio. Mas, na nossa concepgao cumulativa iterativa, cada conjunto
aparece (pela primeira vez) na hierarquia no primeiro estdgio imediatamente a
seguir a todos os seus membros. Isto implica que nenhum conjunto pertence
a si préprio. Pois qualquer conjunto que pertencesse a si proprio teria de
ocorrer pela primeira vez imediatamente depois do estagio em que ocorreu pela
primeira vez, o que é absurdo. (Veremos na ?? como tornar esta explicagdo mais
rigorosa, usando a nogao de “posto” de um conjunto. Contudo, precisaremos
de mais alguns axiomas para o fazer.)

FEis mais algumas consequéncias da Separagao e da Extensionalidade.

2Para uma explicacdo do que isto significa, veja a discussdo imediatamente a seguir a ?7?.
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Proposigao z.2. Se existe algum conjunto, entdo ) existe.

Prova. Se A é um conjunto, ) = {x € A : x # x} existe por Separagio. O
Proposicao z.3. A\ B existe quaisquer que sejam os conjuntos A e B
Prova. A\ B={x € A:x ¢ B} existe por Separagao. O

Também se verifica que existem (quase) intersecoes arbitrarias:
Proposicao z.4. Se A# (), entao (A ={z: (Vy € A)x € y} existe.

Prova. Seja A # 0, logo existe algum ¢ € A. Entdo (A ={z: (Vy € A)z €
y} ={x €c: (Vy € A)xz € y}, que existe por Separagao. O

Note, porém, a condi¢ao de que A # 0; pois () () seria o conjunto universal,
vacuamente, o que contradiz Teorema z.1.

z.3 Uniao

Proposicao z.4 deu-nos intersegoes. Mas, se quisermos que existam unioes
arbitrarias, precisamos de enunciar outro axiomas:

Uniao (Uniao). Para qualquer conjunto A, o conjunto |JA = {z : (3b €
A)x € b} existe.
VAIUVz(z € U (b € A)x € b)

Este axioma também se justifica pela concepgao cumulativa iterativa. Seja
A um conjunto, logo A forma-se por algum estagio S (por Estdgios-sao-chave).
Cada membro de A formou-se antes de S (por Estdgios-acumulam); logo, ra-
ciocinando de modo andlogo, cada membro de cada membro de A formou-se
antes de S. Assim, todos esses conjuntos estao disponiveis antes de .S, para
serem reunidos num conjunto em S. E esse conjunto é precisamente | J A.

z.4 Pares

O préximo axioma a considerar é o seguinte:

Pares (Pares). Quaisquer que sejam os conjuntos a, b, o conjunto {a, b} existe.
VaVb3PVz(x € P (x =aVx =1D))

Eis como justificar este axioma a luz da concepgao iterativa. Suponhamos
que a estd disponivel no estagio S, e b no estagio T. Seja M o que quer que seja
dos estdgios S e T' que ocorre mais tarde. Entao, uma vez que a e b estdo ambos
disponiveis no estdgio M, o conjunto {a,b} é uma cole¢do possivel disponivel
em qualquer estdgio depois de M (o que quer que seja o posterior).
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Mas espera! Porqué assumir que existem estiagios depois de M7 Se nao
existir nenhum, a nossa justificacao falha. Por isso, para justificar Pares, te-
remos de acrescentar outro principio a histéria que contamos na Secao z.1,
nomeadamente:

Estagios-prosseqguem. Nao hé dltimo estagio.

Este principio estd justificado? Nada na histéria de Shoenfield afirmava explici-
tamente que nao ha dltimo estdgio. Ainda assim, mesmo que seja (estritamente
falando) um acréscimo & nossa histéria, encaixa bem na ideia bésica de que os
conjuntos se formam em estagios. Aceité-lo-emos simplesmente no que se segue.
E, assim, aceitaremos também o Axioma dos Pares.

Armados com este novo axioma, podemos provar a existéncia de muitos
mais conjuntos. Por exemplo:

Proposigao z.5. Quaisquer que sejam os conjuntos a e b, existem os sequin-
tes conjuntos:

1. {a}
2. aUb
3. {(a,b)

Prova. (1). Por Pares, {a,a} existe, o que é {a} por Extensionalidade.

(2). Por Pares, {a,b} existe. Ora, a Ub=|J{a, b} existe por Unido.

(3). Por (1), {a} existe. Por Pares, {a,b} existe. Ora, {{a}, {a,b}} = (a,b)
existe, de novo por Pares. O

Problema z.1. Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos a, b, c, o con-
junto {a,b,c} existe.

Problema z.2. Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos ai,..., 0y, O
conjunto {aq,...,a,} existe.

z.5 Conjuntos poténcia

Prosseguiremos com outro axioma:

sth:z:pairs:

PTOP:PAITSCONSequences

sth:z:pairs:
singleton
sth:z:pairs:
binunion
sth:z:pairs:

tuples

sth:z:power:
sec

Conjuntos poténcia (Conjuntos poténcia). Para qualquer conjunto A, existe

o conjunto p(A) = {z:x C A}.
VAIPVYx(zx € P+ (Vz € x)z € A)

A nossa justificagdo é bastante direta. Suponhamos que A se forma no
estdgio S. Entdo todos os membros de A estavam disponiveis antes de S (por
FEstdgios-acumulam). Logo, raciocinando como na justificagdo da Separagao,
cada subconjunto de A forma-se até ao estdgio S. Estao todos disponiveis,
para serem reunidos num unico conjunto, em qualquer estigio depois de S.
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E sabemos que existe algum tal estdgio, pois S nao é o ultimo estdgio (por
Estdgios-prosseguem). Logo p(A) existe.
Eis uma boa consequéncia dos conjuntos poténcia:

Proposigao z.6. Dados quaisquer conjuntos A, B, o seu produto cartesiano
A x B eziste.

Prova. O conjunto p(p(AUB)) existe por Conjuntos poténcia e Proposigao z.5.
Logo, por Separacao, existe este conjunto:

C={z€p(EAUB)): (3xec A)(Jy € B)z = (x,y)}.

Agora, para quaisquer x € A e y € B, o conjunto (x,y) existe por Pro-
posigao z.5. Além disso, uma vez que x,y € AUB, temos {z}, {z,y} € p(AUB),
e (z,y) € p(p(AUB)). Logo Ax B=C. O

Nesta prova, o axioma dos conjuntos poténcia interage com a Separagao.
E isso nao surpreende. Sem Separagao, o principio dos conjuntos poténcia nao
seria muito poderoso. Afinal, a Separagao nos diz que subconjuntos de um
conjunto existem e, por conseguinte, determina quao “gordo” é cada conjunto
poténcia.

Problema z.3. Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos A, B: (i) existe
o conjunto de todas as relagoes com dominio A e contradominio B; e (ii) existe
o conjunto de todas as fungoes de A para B.

Problema z.4. Seja A um conjunto, e seja ~ uma relagdo de equivaléncia em
A. Prove que existe o conjunto das classes de equivaléncia sob ~ em A, isto é,

Al

z.6 Infinito

Ja temos axiomas suficientes para garantir que hé infinitamente muitos conjun-
tos (se é que existe algum). De fato, suponhamos que algum conjunto existe;
entdo () existe (por Proposicao z.2). Agora, para qualquer conjunto z, o con-
junto xz U {z} existe por Proposicao z.5. Logo, aplicando isto algumas vezes,
obtemos conjuntos como se segue:

0. 0
1. {0}

2. {0, {0}}

3. {0,{0},{0,{0}}}

4. {0,{0},{0,{0}}, {0, {0}, {0, {0} }}}

z rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 5


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

e podemos verificar que cada um destes conjuntos é distinto.

Comegamos a numeragao em 0, por véarias razoes. Mas uma delas é esta.
Nao é dificil verificar que o conjunto que rotulamos “n” tem exatamente n
membros e que (intuitivamente) se forma no n-ésimo estégio.

Contudo. Isto nos da infinitamente muitos conjuntos, mas nao garante
que exista um conjunto infinito, isto é, um conjunto com infinitamente muitos
membros. E isto importa deveras: a menos que encontremos um conjunto
infinito de Dedekind, nao podemos construir uma &algebra de Dedekind. Mas
queremos uma algebra de Dedekind, para a podermos tratar como o conjunto
dos ndmeros naturais. (Compare-se com ?7.)

Importa que os axiomas que estabelecemos até aqui nao garantem a existéncia

de nenhum conjunto infinito. Por isso temos de enunciar um novo axioma:

Infinito (Infinito). Existe um conjunto, I, tal que ) € I e xU{x} € I sempre
que x € I.

I ((Foe Ve x ¢ oA
(Veel)(FseI)Vz(zes+ (z€xVz=u1)))

E facil ver que o conjunto I que nos é dado pelo Axioma do Infinito é
infinito de Dedekind. O seu elemento distinguido é @, e a injecao em I é dada
por s(z) = xU{z}. Agora, ?? mostrou como extrair uma &lgebra de Dedekind
de um conjunto infinito de Dedekind; e trataremos isso como o nosso conjunto
de nimeros naturais. Mais precisamente:

Definigao z.7. Seja I qualquer conjunto que nos seja dado pelo Axioma do
Infinito. Seja s a fungdo s(z) = xU{z}. Seja w = clos(#). Chamamos nimeros
naturais aos membros de w, e dizemos que n é o resultado de n aplicagoes de
sal.

Pode agora voltar atrds e verificar que o conjunto rotulado “n”, ha uns
paragrafos, serd tratado como o nimero n.

Discutiremos o significado desta estipulagao na Secao z.8. Por ora, permite-
nos provar um resultado intuitivo:

Proposigao z.8. Nenhum niumero natural € infinito de Dedekind.

Prova. A prova é por inducao, isto é, ??. Claramente 0 = () nao é infinito
de Dedekind. Para o passo indutivo, estabeleceremos a contrapositiva: se
(absurdamente) s(n) for infinito de Dedekind, entdo n é infinito de Dedekind.

Suponhamos, pois, que s(n) é infinito de Dedekind, isto é, que existe alguma
injecao f com Im(f) C dom(f) = s(n) =nU{n}. H4 dois casos a considerar.

Caso 1: n ¢ Im(f). Entao Im(f) C n, e f(n) € n. Seja g = f[,; agora
Im(g) = Im(f)\ {f(n)} € n = dom(g). Logo n é infinito de Dedekind.

Caso 2: n € Im(f). Fixemos m € dom(f) \ Im(f), e definamos uma fungao
h com dominio s(n) =nU {n}:

h(z) = {f(:v) se f(z) #n

m se f(x)=n
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Assim h e f coincidem em toda a parte, exceto que h(f~1(n)) = m # n
f(f~Y(n)). Uma vez que f é uma injecio, n ¢ Im(h); e Im(h) € dom(h) = s(n).
Logo n é infinito de Dedekind, pelo argumento do Caso 1.

O

A questdao que permanece é como poderiamos justificar o Axioma do In-
finito. A resposta curta é que precisaremos de acrescentar outro principio a
histéria que vamos contando. Esse principio € o seguinte:

Estagios-atingem-o-infinito. H4 um estagio infinito. Isto é, hd um estagio
que (a) ndo é o primeiro estigio, e que (b) tem alguns estdgios antes de
si, mas que (¢) ndo tem predecessor imediato.

O Axioma do Infinito segue-se diretamente deste principio. Sabemos que o
nimero natural n se forma no estagio n. Logo o conjunto w forma-se no
primeiro estagio infinito. E o préprio w testemunha o Axioma do Infinito.

Isto, porém, apenas nos leva de volta a questao de como justificar Fstdgios-
atingem-o-infinito. Tal como Fstdgios-prossequem, nao fazia parte explicita da
histéria que contamos sobre a hierarquia cumulativa iterativa. Mas mais do que
isso: nada na prépria ideia de uma hierarquia iterativa, em que os conjuntos
se formam estagio a estagio, nos obriga a pensar que o processo envolve um
estagio infinito. Parece perfeitamente coerente pensar que os estagios estao
ordenados como os nimeros naturais.

Isto, contudo, levanta um problema 6bvio. Na 77, consideramos a “prova”
de Dedekind de que existe um conjunto infinito de Dedekind (de pensamentos).
Isto podera nao lhe ter parecido muito satisfatorio. Mas se Estdgios-atingem-
o-infinito ndo nos é “imposto” pela concepcao iterativa de conjunto (nem pelas
“leis do pensamento”), continuamos sem uma justificacdo intrinseca para a
afirmacao de que existe um conjunto infinito de Dedekind.

H& muito mais a dizer aqui, naturalmente. Mas esperamos que esteja agora
num ponto em que possa comecar a refletir sobre o que podera custar justifi-
car um axioma (ou um principio). No que se segue tomaremos simplesmente
Estagios-atingem-o-infinito como concedido.

z.7 77 : um marco

Voltaremos a Fstdgios-atingem-o-infinito na parte seguinte. Contudo, com o
Axioma do Infinito, atingimos um marco importante. Temos agora todos os
axiomas necessarios para a teoria Z~. Em detalhe:

Definigao z.9. A teoria Z~ tem estes axiomas: Extensionalidade, Uniao, Pa-
res, Conjuntos poténcia, Infinito, e todas as instancias do esquema de Se-
paracao.
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O nome abrevia Zermelo (menos algo que abordaremos mais tarde). Zer-
melo merece a honra, pois formulou essencialmente esta teoria no seu trabalho
de 3

Esta teoria é bastante poderosa para permitir-nos fazer uma quantidade
enorme de matematica. Em particular, deverd voltar atrdas na 77 e convencer-
se de que tudo o que fizemos, ingenuamente, pode ser feito de modo mais
formal dentro de Z~. (Depois de o fazer durante algum tempo, poderd querer
avancar e ler a Secao z.9.) Por isso, daqui em diante, e sem mais comentdrios,
assumiremos estar a trabalhar em Z~ (pelo menos).

z.8 A escolher os numeros naturais

Na Definicao 7.7, definimos explicitamente a express@o “ntimeros naturais”.
Como deve entender esta estipulagdo? Nao é uma afirmagdo metafisica, mas
apenas uma decisao de tratar certos conjuntos como os numeros naturais. Ja
abordamos razoes para pensar assim na ?7, na 7?7 e na ?7?7. Mas podemos
tornar essas razoes ainda mais nitidas.

O nosso Axioma do Infinito segue ( ). Mas eis outro
axioma, que poderiamos ter adotado em alternativa:

Azxioma do Infinito de Zermelo . Existe um conjunto A tal que @ € A
e (Vx € A){z} € A.

Se tivéssemos usado o axioma de Zermelo em vez do nosso Axioma do
Infinito (inspirado em von Neumann), ter-nos-iam sido dado igualmente um
conjunto infinito de Dedekind e, portanto, uma dlgebra de Dedekind. Na abor-
dagem de Zermelo, o elemento distinguido da nossa élgebra seria de novo @ (o
nosso sucedaneo de 0), mas a injecdo seria dada pela aplicacdo = — {z}, em
vez de x — x U {z}. A consequéncia mais simples é que Zermelo trata 2 como
{{0}}, ao passo que ndés (com von Neumann) tratamos 2 como {(,{0}}.

Porqué escolher um axioma do Infinito em vez do outro? A razao prética
principal é que a abordagem de von Neumann “escala” bastante bem para
nimeros transfinitos. Exploraremos isto a partir do 7?7 em diante. Porém,
na simples perspectiva de fazer aritmética, ambas as abordagens serviriam
igualmente bem. Por isso, se alguém lhe disser que os nimeros naturais sao
conjuntos, a pergunta ébvia é: Que conjuntos sio eles?

Esta pergunta precisa foi tornada célebre por ( ). Mas vale
a pena sublinhar que é apenas o exemplo mais famoso de um fenémeno que ja
encontramos muitas vezes. O ponto essencial é este. A teoria dos conjuntos nos
d4a uma maneira de simular varios tipos de entidades “intuitivas”: os reais, os
racionais, os inteiros e os naturais, sim; mas também pares ordenados, fungoes
e relacoes. Contudo, a teoria dos conjuntos nunca nos fornece uma escolha

3Para comentérios interessantes sobre a histéria e os pormenores técnicos, veja
( , Apéndice A).
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unica de simulagao. Ha sempre alternativas que—de modo direto—nos teriam
servido tao bem.

z.9 Apéndice: Fechamento, compreensao e intersegao

Na Secao z.7, sugerimos que voltasse atras no trabalho ingénuo da 7?7 e veri-
ficasse que este pode ser realizado em Z~. Se seguiu esse conselho, um ponto
poderé teé-lo feito tropecar: o uso da interse¢ao no tratamento por Dedekind
dos fechamentos.

Recordemos, de 77, que
clog(o) = n{X :0€ X e X é f-fechado}.

A forma geral disto é uma definigdo da forma:

¢ =X : o)}

Mas isto deve fazer soar o alarme: uma vez que a compreensao ingénua falha,
nao hé garantia de que {X : p(X)} exista. Parece, entdo, perigosamente, que
tais defini¢oes sao truques.

Felizmente, nao sao truques; ou melhor, se o forem tal como estao, entao
podemos empenhar-nos honestamente para as tornar legitimas. Esse trabalho
honesto foi antecipado na Proposi¢ao z.4, quando explicamos por que (] A
existe para qualquer A # (). Mas vamos explicité-lo.

Dada a Extensionalidade, se tentarmos definir C' como [({X : ¢(X)}, tudo
o que realmente pedimos é um objeto C que satisfagca o seguinte:

Vae(z € C - VX (p(X) =z € X)) (*)

Suponhamos, agora, que existe algum conjunto, S, tal que ¢(S). Entdo, para
satisfazer Eq. (*), podemos simplesmente definir C' por Separacdo, do seguinte
modo:

C={zeS:VX(p(X)—zeX)}

Deixamos como exercicio verificar que esta definigdo produz Eq. (*), como de-
sejado. E esta estratégia geral permitir-nos-4 contornar qualquer uso aparente
da compreensao ingénua na definicao de intersecoes. No caso particular que
nos levou a esta linha de raciocinio, nomeadamente o de cloy(0), eis como isso
funcionaria. Comecamos a prova de ?? ao notar que o € Im(f) U {o} e que
Im(f)U{o} é f-fechado. Assim, podemos definir o que queremos assim:

cloj(o) = {z € Im(f) U{o} : (VX 3 0)(X é f-fechado — z € X)}.
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