Capitulo udf

A Concepcao Iterativa

story.1 Extensionalidade

sthistory:extensionality: (O primeiro ponto a notar é que os conjuntos sao individuados pelos seus mem-
**“ bros. Mais precisamente:

Extensionalidade (Extensionalidade). Se os conjuntos A e B tém os mes-
mos membros, entdao A e B sao o mesmo conjunto.

VAVB (Vx(x € A«>x € B)— A= B)

Assumimos isto ao longo de ?7?7. Mas vale a pena repetir. O axioma de
extensionalidade exprime a ideia fundamental de que um conjunto é determi-
nado pelos seus membros. (Assim, os conjuntos podem contrastar-se com os
conceitos, nos quais precisamente os mesmos objetos podem cair sob muitos
conceitos diferentes.)

Por que aceitar este principio? Ora, é plausivel dizer que qualquer recusa
da extensionalidade é uma decisao de abandonar tudo o que possa ser chamado
teoria dos comjuntos. A teoria dos conjuntos nao é mais nem menos do que a
teoria de colegoes extensionais.

O verdadeiro desafio na 77, contudo, é estabelecer principios que nos digam
que conjuntos existem. E acaba por se verificar que a unica resposta verdadei-
ramente “Obvia” a esta questao é provadamente errada.

story.2 Paradoxo de Russell (de novo)

sthistory:rus: Na ©7, trabalhamos com uma teoria ingénua dos conjuntos. Mas, segundo uma
**° concepcao muito ingénua, os conjuntos sao apenas as extensoes dos predicados.
Este pensamento ingénuo imporia o seguinte principio:

Compreensdo ingénua. {x : p(z)} existe para qualquer f6rmula .




Por tentador que seja este principio, é provadamente inconsistente. Vimo-lo
na 7?7, mas o resultado é tao importante, e tao direto, que vale a pena repetir.
Ipsis verbis.

Teorema story.1l (Paradoxo de Russell). Nao existe conjunto R = {z :

x ¢}

Prova. Se R = {z : © ¢ x} existisse, entdo R € R sse R ¢ R, o que é uma
contradicao. O

Russell descobriu este resultado em junho de 1901. (N&o colocou, porém, o
paradoxo exatamente na forma em que o acabamos de apresentar, pois estava a
considerar a teoria dos conjuntos de Frege, tal como delineada em Grundgesetze.
Voltaremos a isto na Secao story.6.) Russell escreveu a Frege a 16 de junho de
1902, explicando a inconsisténcia no sistema de Frege. Para a correspondéncia,
e um pouco de contexto, ver ( , pp. 124-8).

Vale a pena enfatizar que esta prova de duas linhas é um resultado de
légica pura. De fato, usamos implicitamente um axioma (ndo 16gico?) de
extensionalidade na nossa notagdo {x : & ¢ z}; pois {x : p(x)} deve ser o
dnico (pela extensionalidade) conjunto dos s, se algum existir. Mas podemos
evitar até o vestigio da extensionalidade, bastando enunciar o resultado assim:
nao existe conjunto cujos membros sejam exatamente os conjuntos que nao sao
membros de si proprios. E isto pouco tem a ver com conjuntos. Como o préprio
Russell observou, raciocinio rigorosamente analogo leva-nos a concluir: nenhum
homem barbeia exatamente os homens que nao se barbeiam a si proprios. Ou:
nenhum pug cheira exatamente 0s pugs que ndo se cheiram a si proprios. E
assim por diante. Esquematicamente, a forma do resultado é apenas:

—JaVz(Rzx ¢ —Rzz).

E isto ndo passa de um teorema (esquema) da légica de primeira ordem. Con-
sequentemente, nao podemos evitar o paradoxo de Russell apenas mexendo na
nossa teoria dos conjuntos; ele surge antes sequer de chegarmos a teoria dos
conjuntos. Se formos usar légica (cldssica) de primeira ordem, temos simples-
mente de aceitar que nao existe conjunto R = {z : x ¢ =}.

A consequéncia é esta. Se quisermos aceitar a compreensao ingénua en-
quanto evitamos a inconsisténcia, nao basta mexer na teoria dos conjuntos.
Teriamos, em vez disso, de reformular a nossa Ildgica.

E claro que ja foram apresentadas teorias dos conjuntos com légicas nao
classicas. Mas s@o—mno minimo—nao standard. A abordagem usual ao para-
doxo de Russell é tratd-lo como uma prova direta de nao existéncia e depois
tentar aprender a viver com ela. E essa a abordagem que seguiremos.

story.3 Predicativo e Impredicativo

O conjunto de Russell, R, foi definido via {z : = ¢ x}. Dito com mais detalhe,
R seria o conjunto que contém todos e apenas aqueles conjuntos que nao sao
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membros de si préprios. Assim, ao definir R, quantificamos sobre o dominio
que conteria R (se este existisse).

Isto é uma definicao impredicativa. Mais em geral, podemos dizer que uma
definigao é impredicativa sse quantifica sobre um dominio que contém o objeto
que estd a ser definido.

Na sequéncia dos paradoxos, Whitehead, Russell, Poincaré e Weyl rejeita-
ram tais definigoes impredicativas como “viciosamente circulares”:

Uma anélise dos paradoxos a evitar mostra que todos eles resultam
de uma espécie de circulo vicioso. Os circulos viciosos em questao
surgem ao supor que uma cole¢ao de objetos pode conter membros
que s6 podem ser definidos por meio da colegdo como um todo. . ..

1

O principio que nos permite evitar totalidades ilegitimas pode enunciar-
se do seguinte modo: “Tudo o que envolve todos os membros de
uma colecao nao pode ser um dos membros da cole¢ao”; ou, in-
versamente: “Se, supondo que uma certa colegao tivesse um todo,
ela teria membros s6 definiveis em termos desse todo, entao a dita
colegao nao tem todo.” Chamaremos a isto o “principio do circulo
vicioso”, porque nos permite evitar os circulos viciosos envolvidos
na suposicao de totalidades ilegitimas. ( ,
, p- 37)

Se os acompanharmos na rejeicao das defini¢oes impredicativas motivada pelo
principio do circulo vicioso, entao podemos tentar substituir o desastroso es-
quema de compreensdo ingénua (de Secao story.2) por algo deste género:

Compreensao predicativa. Para toda a férmula ¢ que quantifica apenas
sobre conjuntos: existe o conjunto’ {z : ¢(z)}.

Enquanto os conjuntos’ nao forem conjuntos, nao se seguird contradicao.

Infelizmente, a compreensao predicativa nao é muito abrangente. Afinal,
introduz-nos novas entidades, conjuntos’. Logo teremos de considerar férmulas
que quantificam sobre conjuntos’. Se estas derem sempre um conjunto’, entao o
paradoxo de Russell surgird de novo, bastando considerar o conjunto’ de todos
os conjuntos’ que nao sao membros de si préprios. Assim, a seguir o mesmo
fio de ideias, temos de dizer que uma férmula que quantifica sobre conjuntos’
produz um conjunto” correspondente. E entdo precisaremos de conjuntos’,
conjuntos’””, etc. Para evitar uma enxurrada de primos, serd mais facil pensar
nestes como conjuntosy, conjuntos;, conjuntoss, conjuntoss, conjuntosy,. ... E
isto dar-nos-ia entrada na teoria (simples) dos tipos.

H4 algumas objegoes 6bvias a tal teoria (embora nao seja 6bvio que sejam
objegbes esmagadoras). Em resumo: a teoria resultante é pouco manejavel; é
prolixa ao postular diferentes tipos de objetos; e nao esta claro, no fim, que as
definigoes impredicativas sejam sequer assim tdo mds.
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Para ilustrar o tltimo ponto, consideremos esta observacao de

podemos referir-nos a um homem como o mais alto de um grupo,
identificando-o por meio de uma totalidade da qual ele préprio é
membro sem que haja circulo vicioso. ( , )

O ponto de Ramsey é que “o homem mais alto do grupo” ¢é uma definigao
impredicativa; mas é obviamente perfeitamente legitima.

Alguém poderd responder que, neste caso, poderiamos identificar a pessoa
mais alta por meios predicativos. Por exemplo, talvez pudéssemos simplesmente
apontar para o homem em questdo. A objecdo as defini¢oes impredicativas,
entao, teria claramente de se limitar a entidades que s¢ possam ser identificadas
impredicativamente. Mas mesmo assim, seria preciso ouvir mais, sobre por que
tal “impredicatividade essencial” seria tdo grave.'

Admitidamente, as defini¢bes impredicativas sdo péssimas noticias, se qui-
sermos que as defini¢des nos fornecam algo como uma receita para criar um
objeto. Pois, dada uma definigao impredicativa, estar-se-ia genuinamente preso
a um circulo vicioso: para criar o objeto especificado impredicativamente, seria
preciso primeiro criar todos os objetos (incluindo o objeto especificado impre-
dicativamente), uma vez que este é especificado em termos de todos os objetos;
logo seria preciso criar o objeto especificado impredicativamente antes de o ter
criado. Mas, de novo, isto s6 é uma objecao séria a conjuntos especificados de
modo “essencialmente impredicativo”, se pensarmos nos conjuntos como coisas
que criamos. E nés (provavelmente) nao os criamos.

Assim—para o bem ou para o mal—a abordagem que se tornou comum nao
envolve tomar uma posigao rigida sobre (im)predicatividade. Envolve antes o
que hoje se considera a abordagem cumulativa-iterativa. No fim, isto permitir-
nos-a estratificar os conjuntos em “estdgios”—um pouco como a abordagem
predicativa estratifica entidades em conjuntosg, conjuntos;, conjuntossg, ...—
mas nao postularemos diferenga de natureza entre eles.

story.4 A Abordagem Cumulativa-Iterativa

Eis um enunciado um pouco mais completo de como estratificaremos os con-
juntos em estagios:

Os conjuntos formam-se em estdgios. Para cada estdgio S, hé certos
estagios que sao anteriores a S. No estagio S, cada colegao cons-
tituida por conjuntos formados em estégios anteriores a S é formada
num conjunto. Nao ha conjuntos além dos que sao formados nos
estdgios. ( , , p. 323)

Isto é um esboco da concepgdo cumulativa-iterativa do conjunto. Servira de
base a teoria formal dos conjuntos que apresentamos em ?7.

1Para mais, ver ( ).
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Exploremos isto com um pouco mais de detalhe. Como Shoenfield descreve
0 processo, em cada estdgio formamos novos conjuntos a partir dos conjuntos
que tinhamos disponiveis nos estdgios anteriores. Assim, na imagem de Sho-
enfield, no estigio inicial, estdgio 0, nao ha estagios anteriores, e portanto a
fortiori nao hé conjuntos disponiveis a partir de estdgios anteriores.? Logo
formamos apenas um conjunto: o conjunto sem membros ). No estigio 1, estd
exatamente um conjunto disponivel a partir de estdgios anteriores, logo apenas
um conjunto novo é {@}. No estdgio 2, dois conjuntos estdao disponiveis a par-
tir de estdgios anteriores, e formamos dois conjuntos novos {{0}} e {0,{0}}.
No estagio 3, quatro conjuntos estao disponiveis a partir de estagios anteriores,
logo formamos doze conjuntos novos. ... Assim, a imagem cumulativa-iterativa
dos conjuntos ficard algo assim (com nimeros a indicar estgios):

Entao: por que deveriamos aceitar esta narrativa?

Uma razao é que é uma narrativa agradavel e tratdvel. Dado o fim da
narrativa mais Obvia, isto é, a compreensao ingénua, precisamos de algo de
substancia.

Mas a narrativa nao é apenas agradavel. Temos boa razao para acreditar
que qualquer teoria dos conjuntos baseada nesta narrativa serd consistente. Eis
a razao.

Dada a concepgao cumulativa-iterativa do conjunto, formamos conjuntos
em estagios; e os seus membros tém de ser objetos que ja estavam disponiveis.
Assim, para qualquer estagio S, podemos formar o conjunto

Rs ={z:z ¢ x e z j4 estava disponivel antes de S}

O raciocinio envolvido na prova do paradoxo de Russell estabelece agora que
o préprio Rg nao esta disponivel antes do estdgio S. E isso ndo é uma con-
tradicao. Além disso, se aceitarmos a concepgao cumulativa-iterativa do con-
junto, nem sequer deveriamos ter esperado poder formar o préprio conjunto de
Russell. Pois esse seria o conjunto de todos os conjuntos que nao sao membros

2Por que deverfamos supor que eziste um primeiro estdgio? Ver a nota de rodapé a
Estdgios-sao-ordenados em 77.
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de si proprios que “alguma vez estardo disponiveis”. Em resumo: o fato de,
provadamente, nao podermos formar o conjunto de Russell nao é surpreendente,
dada a narrativa cumulativa-iterativa; é antes previsivel.

story.5 Urelementos ou Nao?

Nos proximos capitulos, tentaremos extrair axiomas da concepcao cumulativa-
iterativa do conjunto. Mas, antes de avangar mais, precisamos de dizer algo
mais sobre os urelementos.

A imagem de Secao story.4 s6 nos permitia formar novos conjuntos a par-
tir de conjuntos antigos. Contudo, podemos querer admitir que certos ndo-
conjuntos—yvacas, porcos, graos de areia, ou o que seja—possam ser membros
de conjuntos. Nesse caso, comecgariamos com certos elementos bésicos, urele-
mentos, e dirfamos que em cada estdgio S formarfamos “todos os possiveis”
conjuntos constituidos por urelementos ou conjuntos formados em estagios an-
teriores a S (em qualquer combinagdo). A imagem resultante parecer-se-ia
mais com isto:

Temos pois uma decisao a tomar: devemos admitir urelementos?

Do ponto de vista filoséfico, faz sentido incluir urelementos na nossa te-
orizacdo. A principal razdo é tornar a teoria dos conjuntos aplicdvel. Para
ilustrar, recordemos de ?? que dizemos que dois conjuntos A e B tém o mesmo
tamanho, isto é, A &~ B, sse existe uma bijecao entre eles. Agora, se as vacas no
campo e os porcos no chiqueiro constituem ambos conjuntos, podemos oferecer
um tratamento conjunto-teérico da afirmagao “ha tantas vacas como porcos”.
Mas se proibirmos urelementos, de modo que as vacas e os porcos nao consti-
tuem conjuntos, esse tratamento conjunto-tedrico deixara de estar disponivel.
De fato, nao teremos capacidade direta de aplicar a teoria dos conjuntos a mais
nada além dos préprios conjuntos. (Para mais razoes para incluir urelementos,
ver , PP- Vi, 24, 50-1.)

Matematicamente, contudo, é bastante raro admitir urelementos. Em parte,
porque € ligeiramente mais facil formular a teoria dos conjuntos sem urelemen-
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sth:story:blv:
sec

tos. Mas, ocasionalmente, encontram-se justificacbes mais interessantes para
excluir urelementos da teoria dos conjuntos:

De acordo com a convicgao de que a teoria dos conjuntos é o funda-
mento da matematica, devemos ser capazes de captar toda a ma-
tematica apenas falando de conjuntos, pelo que as nossas varidveis
nao devem quantificar sobre objetos como vacas e porcos. ( ,

, - 8)

Assim: um foco na aplicabilidade sugeriria incluir urelementos; um foco num
objetivo fundacional redutivo (reduzir a matemédtica a teoria pura dos conjun-
tos) poderia sugerir ezclui-los. Uma ligeira preguiga também aponta no sentido
de excluir urelementos.

Seguiremos o caminho mais preguigoso. Em parte, ha também uma justi-
ficagao pedagdgica. O nosso objetivo é introduzir os elementos da teoria dos
conjuntos de que precisa para comecar na filosofia da teoria dos conjuntos. E a
maior parte dessa literatura filoséfica discute teorias dos conjuntos formuladas
sem urelementos. Logo este livro serd, talvez, mais util se se mantiver bastante
proximo dessa literatura.

story.6 Apéndice: Lei Basica V de Frege

Na Secao story.2, explicamos que Russell formulou o paradoxo como um pro-
blema para o sistema que Frege delineou nos seus Grundgesetze. O sistema
de Frege nao incluia uma formulacao direta da compreensao ingénua. Logo,
neste apéndice, explicaremos muito sumariamente o que o sistema de Frege
incluia, como se relaciona com a compreensao ingénua e como se relaciona com
o paradoxo de Russell.

O sistema de Frege é de seqgunda ordem e foi concebido para formular a nogao
de extensdo de um conceito.® Usando notacao inspirada em Frege, escreveremos
ex F(z) para a extensdo do conceito F. Este é um dispositivo que toma um
predicado, “F”, e transforma-o num termo (de primeira ordem), “ex F'(x)”.
Com este dispositivo, Frege propos a seguinte definicao de pertenca:

a € b=q4¢ IG(b = ex G(x) A Ga)

grosso modo: a € b sse a cai sob um conceito cuja extensao é b. (Note que o
quantificador “JG” é de segunda ordem.) Frege também sustentava o seguinte
principio, conhecido como Lei bdsica V:

ex F(z) = ex G(x) & Vo (Fz + Gz)

grosso modo: conceitos tém extensoes idénticas sse sao coextensivos. (De novo,
tanto “F” como “G” estdao em posigdo de predicado.) Um principio simples
liga agora a pertenca a satisfagao de propriedades:

3Estritamente falando, Frege tenta formalizar uma nogao mais geral: o “valor de curso”
de uma fungdo. As extensdes de conceitos sdo um caso especial da nogao mais geral. Ver
( , pp- 8-9) para pormenores.
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Lema story.2 (em Grundgesetze). YFVa(a € ex F(x) ¢+ Fa)

Prova. Fixe F' e a. Ora a € ex F(x) sse 3G(ex F(z) = ex G(z) A Ga) (pela
definicao de pertenca) sse 3G (Va(Fz < Gz) A Ga) (pela lei basica V) sse Fa
(por légica elementar de segunda ordem). O

E disto resulta quase de imediato a compreensao ingénua:

Lema story.3 (em Grundgesetze.). YF3sVa(a € s < Fa)

Prova. Fixe F; agora Lema story.2 dd Va(a € ex F(z)<+> Fa); logo 3sVa(a € s+
Fa) por generalizacao existencial. O resultado segue-se, pois F' era arbitrario.[]

O paradoxo de Russell segue tomando F' dado por Vz(Fx <> x ¢ x).

Créditos das Imagens
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