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spine.1 Propriedades basicas dos estagios

Para evidenciar a importancia fundacional da defini¢ao dos V,,, apresentaremos
alguns resultados bésicos sobre eles. Comecamos com uma definicio:!

Definigao spine.1. O conjunto A é potente sse Vz((Jy € A)x Cy —x € A).
Lema spine.2. Para cada ordinal o:

1. Cada V, € transitivo.

2. Cada V, ¢ potente.

3. Sewy € a, entao V,, € V,, (e portanto também V, C V., por (1))

Prova. Provamos isto por indugao transfinita (simultdnea). Para a indugao,
supomos que (1)—(3) valem para cada ordinal 5 < a.

O caso o = () é trivial.

Suponhamos a = *. Para mostrar (3), se v € « entao V, C V3 por
hipétese, logo V, € p(V3) = V,. Para mostrar (2), suponhamos A C B € V,,
isto é, A C B C Vp; entdo A C Vg, logo A € V,. Para mostrar (1), notemos
quesex € A € V, temos A C Vg, logo x € V3, logo x C Vs pois V3 é transitivo
por hipétese, e assim z € V.

Suponhamos que « é um ordinal limite. Para mostrar (3), se v € « entéo
v €+t € a, de modo que V, € V. + por hipétese, logo V, € UBea Vs =V,
Para mostrar (1) e (2), basta observar que uma uniao de conjuntos transitivos
(respetivamente, potentes) é transitiva (respetivamente, potente). O

Lema spine.3. Para cada ordinal o, V,, ¢ V.

Prova. Por indugéo transfinita. Evidentemente Vj ¢ Vj.

Se Vo+ € Vot = p(V,,), entdo V,+ C V,; e como V,, € V,+ por Lema spine.2,
temos V,, € V,. Reciprocamente: se V,, ¢ V,, entao V,+ ¢ V+

Se o é limite e V,, € V,, = UBEa Vs, entdo V, € Vg para algum 8 € «;
mas entado também Vg € V,, logo Vg € Vj por Lema spine.2 (duas vezes).
Reciprocamente, se Vg ¢ V para todo o 8 € «, entao V, ¢ V,. O

Corolario spine.4. Para quaisquer ordinais o, B: a € B sse V,, € V3

Prova. Lema spine.2 d4 um sentido. Reciprocamente, suponhamos V,, € V3.
Entao o # 3 por Lema spine.3; e 8 ¢ «, pois caso contrério terfamos Vz € V,
e logo Vg € Vi por Lema spine.2 (duas vezes), contradizendo Lema spine.3.
Logo a € § por tricotomia. O

I1N&o hé terminologia padrio para <potentes; este é o nome usado por ( ).
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Tudo isto permite pensar em cada V, como o a-ésimo estagio da hierarquia.
Eis a razao.

Certamente os nossos V,, podem ser vistos como formados num processo
iterativo, pois o uso de ordinais acompanha a nocao de iteragdo. Além disso,
se um estégio é formado antes do outro, isto é, Vg € V,, isto é, 5 € a, entao
0 nosso processo de formacao é cumulativo, pois Vg C V,. Finalmente, es-
tamos de fato a formar todas as colegoes possiveis de conjuntos que estavam
disponiveis em qualquer estagio anterior, pois qualquer estagio sucessor V,+ €
o conjunto poténcia do seu predecessor V.

Em resumo: com ZF ™, estamos quase a terminar de articular a nossa visao
da hierarquia cumulativa e iterativa de conjuntos. (Embora, naturalmente,
ainda precisemos de justificar o Esquema de Substituigao.)
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