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Capitulo udf

Estagios e postos

spine.l1 Definindo os estagios como os V,

No ??, definimos boas ordenagdes e os ordinais (de von Neumann). Neste
capitulo, usaremos isto para caracterizar a prépria hierarquia de conjuntos.
Para tal, recordemos que na ?? definimos a nogao de ordinal sucessor e ordinal
limite. Usamos estas ideias na defini¢ao seguinte:

Definicao spine.1.

Vo=90
Votr = p(Va) para qualquer ordinal «
Vo = U vV, quando « é um ordinal limite
<o

Serd uma definigdo por recursdo transfinita nos ordinais. A este respeito,
convém comparar com definicoes recursivas de funcoes nos niimeros naturais.!
Como ao tratar dos nimeros naturais, define-se um caso base e casos sucessor;
mas ao tratar de ordinais, também precisamos de descrever o comportamento
nos casos limite.

Esta definicao dos V,, serd um marco importante. Motivamos informalmente
a nossa hierarquia de conjuntos como formando conjuntos por estdgios. Os V,
sdo, em efeito, precisamente esses estagios. Importa, contudo, que se trata de
uma caracterizagao interna dos estagios. Em vez de sugerir um possivel modelo
da teoria, teremos definido os estagios dentro da nossa teoria dos conjuntos.

spine.2 Teorema(s) de recursao transfinita

O primeiro passo é, contudo, confirmar que Definicao spine.1 é uma defini¢ao
bem sucedida. De modo mais geral, precisamos de provar que qualquer tenta-
tiva de definir por recursdo transfinita (transfinita) terd éxito. Esse é o objetivo
deste texto.

1Cf. as definicbes de adicdo, multiplicacdo e exponenciacdo em ?7.



Aviso: este material € delicado. A licao geral, no entanto, é bem simples:
a indugao transfinita mais o Esquema de Substituicao garantem a legitimidade
de (varias versdes da) recursio transfinita.”

Definigao spine.2. Seja 7(z) um termo; seja f uma fungao; seja o um ordinal.
Dizemos que f é uma aprozima¢do de ordem « para 7 sse dom(f) = a e

(VB e a)f(B) =7(flp)-

Lema spine.3 (Recursao limitada). Para qualquer termo 7(x) e qualquer sth:spine:recursion:

ordinal o, existe uma unica aproximacdao de ordem o para T.

Prova. Mostraremos que, para qualquer v < «, existe uma tnica aproximagao
de ordem .

Comegamos por estabelecer a unicidade. Sejam g e h (respetivamente)
aproximagoes de ordem 7 e §. Uma indugdo transfinita nos seus argumentos
mostra que g(8) = h(B) para qualquer § € dom(g) Ndom(h) = yNJ =
min(vy,d). Logo as aproximagoes sao Unicas (se existem) e coincidem em todos
os valores.

Para estabelecer a existéncia, usamos agora uma inducao transfinita simples
(??) nos ordinais ¢ < a.

A funcao vazia é trivialmente uma aproximacao de ordem (.

Se ¢g é uma aproximagao de ordem =, entdo g U {(v,7(g))} é uma apro-
ximacao de ordem ~7.

Se v é um ordinal limite e g5 é uma aproximacao de ordem ¢ para todo o
6 < v, seja g = Ué67 gs. Isto é uma funcdo, pois as varias gs coincidem em
todos os valores. E se § € v entéo g(d) = gs+(0) = 7(gs+[5) = 7(g75)-

Isto completa a prova por indugao transfinita. O]

Se nos permitirmos definir um termo em vez de uma funcao, podemos retirar
a cota a do resultado anterior. No enunciado e na prova do resultado seguinte,
quando o é um termo, definimos o, = {(8,0(8)) : B € a}.

Teorema spine.4 (Recursao geral). Para qualquer termo 7(x), podemos

transrecursionfun

sth:spine:recursion:

definir explicitamente um termo o(x) tal que o(a) = 7(0l,) para qualquer transrecursionschema

ordinal o.

Prova. Para cada a, por Lema spine.3 existe uma tnica aproximacao de ordem
«, fu, para 7. Definimos o(«) como fq+ (). Ora:

o(a) = for(a)
=7(fat o)
=7({(B, fa+(B)) : B € a})
=7({(B, fs+(B)) : B € a})
=7(0]a)
notando que fgz+(8) = fo+(B) para todo o 3 < a, como no Lema spine.3. [

2Lembrete: todas as férmulas e termos podem ter parametros (salvo indica¢do em
contrdrio).

2 spine rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

sth:spine:recursion:

simplerecursionschema

sth:spine:Valphabasic:
sec

sth:spine: Valphabasic:
Valphabasicprops
sth:spine: Valphabasic:
Valphatrans

sth:spine: Valphabasic:
Valphapotent
sth:spine: Valphabasic:
Valphacum

Notemos que Teorema spine.4 é um esquema. Crucialmente, ndo podemos
esperar que o defina uma funcao, isto é, um certo tipo de conjunto, pois entao
dom(o) seria o conjunto de todos os ordinais, contradizendo o paradoxo de
Burali-Forti (?7).

Ainda falta mostrar, contudo, que Teorema spine.4 justifica a nossa de-
finigdo dos V,,. Isto pode nao ser 6bvio de imediato; mas tornar-se-4 claro com
uma ultima versao simples da recursao transfinita.

Teorema spine.5 (Recursao simples). Para quaisquer termos 7(x) e 6(x)
e qualquer conjunto A, podemos definir explicitamente um termo o(x) tal que:

o@)=A
a(a*) =7(0(a)) para qualquer ordinal o
o(a) = 6(Im(ol,)) quando « é um ordinal limite

Prova. Comegamos por definir um termo, {(z), do seguinte modo:

A se x nao é uma fungao cujo
dominio é um ordinal; caso contrario:
7(z(a)) se dom(z) = at

O(Im(x)) se dom(z) é um ordinal limite

Por Teorema spine.4, existe um termo o(x) tal que o(a) = ¢(of,) para todo

o ordinal «; além disso, o[, é uma funcdo com dominio . Mostramos que o

tem as propriedades pretendidas, por inducao transfinita simples (77).
Primeiro, () = £(0) = A.
Segundo, o(at) = &(o [+

) =7(0]4+ () = 7(0(a)).
Por fim, o(a) =¢(o],) =10

(Im(oT,,)), quando « é limite. O

Ora, para justificar Definicao spine.l, basta tomar A = ), 7(x) = p(z) e
0(z) = |Jz. Por fim, isto justifica a defini¢ao dos V!

spine.3 Propriedades basicas dos estagios

Para evidenciar a importancia fundacional da defini¢ao dos V,,, apresentaremos
alguns resultados bésicos sobre eles. Comecamos com uma definicao:?

Definicao spine.6. O conjunto A é potente sse Va((Jy € A)x Cy — x € A).
Lema spine.7. Para cada ordinal o:

1. Cada V, € transitivo.

2. Cada V, € potente.

3. Sew € a, entdo V, € V,, (e portanto também V, C V., por (1))

3N3zo hé terminologia padrao para <potentes; este é o nome usado por ( ).
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Prova. Provamos isto por indugdo transfinita (simultdnea). Para a inducao,
supomos que (1)—(3) valem para cada ordinal 5 < a.

O caso a = () ¢ trivial.

Suponhamos a = B+. Para mostrar (3), se v € « entao V, C V3 por
hipétese, logo V,, € p(Vp) = V,. Para mostrar (2), suponhamos A C B € V,,
isto é, A C B C Vp; entdo A C Vg, logo A € V,. Para mostrar (1), notemos
quesex € A€V, temos A C Vg, logo x € V3, logo  C Vs pois V3 ¢é transitivo
por hipétese, e assim = € V.

Suponhamos que « é um ordinal limite. Para mostrar (3), se v € « entdo
v € v" € a, de modo que V,, € V,+ por hipétese, logo V, € Ugc, Vs = Vo
Para mostrar (1) e (2), basta observar que uma uniao de conjuntos transitivos
(respetivamente, potentes) é transitiva (respetivamente, potente). O

Lema spine.8. Para cada ordinal a, Vi, ¢ V.

Prova. Por indugao transfinita. Evidentemente Vi ¢ Vj.

Se Vot € Vor = p(V,), entao V,+ C V,,; e como V,, € V+ por Lema spine.7,
temos V,, € V,. Reciprocamente: se V,, ¢ V,, entdo V,+ ¢ V+

Se a é limite e V,, € V, = UBEa Vs, entao V,, € V3 para algum 3 € o;
mas entao também Vg € V,, logo Vg € Vj por Lema spine.7 (duas vezes).
Reciprocamente, se Vg ¢ Vj para todo o 5 € «, entdo V, ¢ V. O

Corolario spine.9. Para quaisquer ordinais o, B: o € 3 sse V, € Vg

Prova. Lema spine.7 d4 um sentido. Reciprocamente, suponhamos V,, € V3.
Entdo a # 3 por Lema spine.8; e 8 ¢ «, pois caso contréario terfamos Vi € V,
e logo Vg € V3 por Lema spine.7 (duas vezes), contradizendo Lema spine.8.
Logo a € § por tricotomia. O]

Tudo isto permite pensar em cada V, como o a-ésimo estiagio da hierarquia.
Eis a razao.

Certamente os nossos V,, podem ser vistos como formados num processo
iterativo, pois o uso de ordinais acompanha a nocao de iteragdo. Além disso,
se um estégio é formado antes do outro, isto é, Vg € V,, isto é, 5 € a, entao
o nosso processo de formagao é cumulativo, pois Vg C V,. Finalmente, es-
tamos de fato a formar todas as colegoes possiveis de conjuntos que estavam
disponiveis em qualquer estagio anterior, pois qualquer estagio sucessor V,+ €
o conjunto poténcia do seu predecessor V.

Em resumo: com ZF ™, estamos quase a terminar de articular a nossa visao
da hierarquia cumulativa e iterativa de conjuntos. (Embora, naturalmente,
ainda precisemos de justificar o Esquema de Substituigao.)

spine.4 Fundagao

Estamos apenas quase concluidos—e nao totalmente concluidos—porque nada
em ZF~ garante que todo o conjunto estd em algum V,, isto é, que todo o
conjunto é formado em algum estagio.
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H4, contudo, um sentido (matemadtico) bastante direto em que nao importa
se existem conjuntos fora da hierarquia. (Se os houver, podemos simplesmente
ignora-los.) Mas motivamos o nosso conceito de conjunto com a ideia de que
todo o conjunto é formado em algum estdgio (ver Estdgios-sao-chave na ?7).
Logo queremos excluir a possibilidade de conjuntos que caem fora da hierarquia.
Por conseguinte, devemos acrescentar um novo axioma, que assegura que todo
o conjunto surge em algum lugar da hierarquia.

Uma vez que os V, sao 0s nossos estagios, poderiamos simplesmente consi-
derar acrescentar o seguinte como axioma:

Regularidade. VAda A C V,

Seria uma abordagem perfeitamente razoavel. Contudo, por razoes que se
explicarao adiante, adotaremos antes um axioma alternativo:

Fundagao (Fundagao). (VA # ()(3B € A)AN B = ().

Com algum trabalho, podemos mostrar (em ZF ™) que a Fundagao implica
a Regularidade:

Definigao spine.10. Para cada conjunto A, definimos:
clp(A) = A,
clpt1(A) = U cl, (4),
trel(A) = | J cla(A).

n<w
Chamamos a trcl(A) o fecho transitivo de A.
O nome <fecho transitivo> é adequado:
Proposicao spine.11. A C trcl(A) e trcl(A) € um conjunto transitivo.

Prova. Evidentemente A = clp(A) C trcl(4). E se x € b € trcl(A), entdo
b € cl, (A) para algum n, logo x € cl,41(A4) C trcl(A). O

Lema spine.12. Se A € um conjunto transitivo, entdo existe algum o tal que
ACV,.

Prova. Recordando a definigdo de <lsub(X)» em ??, definimos dois conjuntos:

D={zxeA:V5z ¢ Vs}
a=1Isub{d: 3z € A)(x CVs A (Vyedz € V,)}

Suponhamos D = ). Se x € A, entao existe algum ¢ tal que z C V; e, pela
boa ordenagao dos ordinais, (Vy € d)x € V4; logo § € v e assim x € V,, por
Lema spine.7. Logo A C V,,, como pretendido.
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Basta pois mostrar que D = (). Por reducao ao absurdo, suponhamos o
contrdrio. Pela Fundacao, existe algum B € D C A tal que DN B = (. Se
x € B entao x € A, pois A é transitivo, e como = ¢ D, segue que 3§ x C Vj.
Seja agora

B=1sub{d: (3z € B)(x C Vs A (Vy <&z € V,)}.
Como antes, B C Vj, contradizendo a afirmacao de que B € D. O

Teorema spine.13. A Regularidade vale. sthispine:foundation:
zfentailsregularity

Prova. Fixemos A; agora A C trcl(A) por Proposicao spine.11, que é transitivo.

Logo existe algum « tal que A C trcl(A) C V,, por Lema spine.12 O

Estes resultados mostram que ZF ™ prova a implicacao Funda¢ao = Regularidade.
Em Proposigao spine.22, mostraremos que ZF ™~ prova Regularidade = Fundagado.
Como tal, a Fundagao e a Regularidade séo equivalentes (médulo ZF ™). Mas
isto significa que, dado ZF ™, podemos justificar a Fundacdo notando que é
equivalente a Regularidade. E podemos justificar a Regularidade de imediato
com base em FEstdgios-sao-chave.

spine.5 Z e ZF: um marco

Com a Fundacao, atingimos outro marco importante. Consideramos as teorias sth:spine:f:
Z~ ¢ ZF ™, que dissemos ser certas teorias «menos> alguma coisa. Essa coisa *°
é a Fundacao. Logo:

Definigao spine.14. A teoria Z acrescenta a Fundagao a Z~. Os seus axiomas
sao Extensionalidade, Uniao, Pares, Conjuntos das Partes, Infinito, Fundagao,
e todas as instancias do esquema de Separacao.

A teoria ZF acrescenta a Fundacdo a ZF ™. Por outras palavras, ZF acres-
centa todas as instancias de Substituicao a Z.

Ainda assim, uma pergunta pode ter surgido. Se a Regularidade é equiva-
lente sobre ZF~ a Fundacao, e a justificagao da Regularidade é clara, por que
dar voltas e tomar a Fundagao como axioma basico, em vez da Regularidade?

Deixando de lado razoes histéricas (quem formulou o qué e quando), a
razao essencial é que a Fundagao pode ser apresentada sem recorrer a defini¢ao
dos V,. Essa definicdo dependeu de todo o trabalho na Secao spine.2: foi
preciso provar a recursao transfinita, para mostrar que era legitima. Mas a
nossa prova da recursao transfinita usou o Fsquema de Substituicdo. Logo,
embora a Fundacao e a Regularidade sejam equivalentes médulo ZF ™, nao sao
equivalentes médulo Z~.

De fato, a questdo é mais grave do que esta observacao simples sugere.
Embora ultrapasse o ambito deste livro, verifica-se que tanto Z~ como Z sao
demasiado fracas para definir os V,. Logo, se se trabalha apenas em Z, entao
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a Regularidade (tal como a formulamos) nem sequer faz sentido. E por isso
que o nosso axioma oficial é a Fundacao, e nao a Regularidade.

Daqui em diante, trabalharemos em ZF (salvo indicagdo em contrario), sem
mais comentarios.

spine.6 Posto

sthispinerrank: ' Lendo definido os estdgios como os V,, e sabendo que todo o conjunto é sub-
sec . Y . . oy
conjunto de algum estagio, podemos definir o posto de um conjunto. Intuiti-
vamente, o posto de A é o primeiro momento em que A é formado. Com mais

precisao:

sthispinesrank:  Definigao spine.15. Para cada conjunto A, posto(A4) é o menor ordinal «
defnsetrank tal que A g Va.

sthespinerank:  Proposigao spine.16. posto(A) existe, para qualquer A.

ranksexist

Prova. Fica como exercicio. O
Problema spine.1. Prove Proposicao spine.16.

A boa ordenagao dos postos permite provar alguns resultados importantes:

sthispinerank:  Proposigao spine.17. Para qualquer ordinal o, V,, = {x : posto(z) € a}.
valphalowerrank
Prova. Se posto(z) € « entdo x C Vigsto(z) € Va, logo x € V,, pois Vg é
potente (invocando Lema spine.7 vdrias vezes). Reciprocamente, se z € V,
entdo = C V,, logo posto(z) < «; agora uma inducéo transfinita simples mostra
que = ¢ V,. O

Problema spine.2. Complete a indugdo transfinita simples mencionada na
Proposigao spine.17.

sthespinerank:  Proposigao spine.18. Se B € A, entdo posto(B) € posto(A).

rankmemberslower

Prova. A C Vyosto(a) = {2 : posto(x) € posto(A)} por Proposicao spine.17. O

Com este fato, podemos estabelecer um resultado que nos permite provar
afirmacoes sobre todos os conjuntos por uma forma de indugao:

Teorema spine.19 (Esquema de indugao-€). Para qualquer férmula ¢:
VA((Vz € A)p(x) = p(A4)) = VAp(A).

Prova. Provaremos a contrapositiva. Suponhamos, pois, "VAp(A). Pela inducao
transfinita (??), existe algum ndo-¢ de posto minimo possivel; isto é, al-
gum A tal que —p(A) e Va(posto(z) € posto(A) — ¢(x)). Ora, se x € A
entdo posto(z) € posto(A), por Proposicao spine.18, logo ¢(z); isto é, (Vo €
A)p(x) N —p(A). O
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Eis uma forma informal de interpretar este resultado poderoso. Digamos que
@ € hereditdria sse sempre que todo o membro de um conjunto é ¢, o préprio
conjunto é . Entao a indugao-€ diz o seguinte: se ¢ € hereditaria, todo o
conjunto é .

Para concluir a discussdo dos postos (por agora), provaremos algumas
afirmacoes que ja antecipamos vérias vezes.

Proposicao spine.20. posto(A) = Isub,¢c 4 posto(z). sth:spine:rank:
ranksupstrict

Prova. Seja @ = lsub,e 4 posto(z). Por Proposigao spine.18, a < posto(A).

Mas se x € A entdo posto(z) € «, logo = € V, por Proposicao spine.17, e

portanto A C V,, isto é, posto(A) < a. Logo posto(4) = a. O

Coroldrio spine.21. Para qualquer ordinal o, posto(a) = a. sth:spine:rank:
ordsetrankalpha

Prova. Suponhamos, por indugdo transfinita, que posto(8) = ( para todo

o B € a. Ora, posto(er) = lsubgeq posto(8) = lsubgeq S = a por Pro-

posicao spine.20. O

Finalmente, eis uma prova rapida do resultado prometido no fim de Secao spine.4,
a saber que ZF ™~ prova a implicacdo Regularidade = Fundagao. (Notemos que
a nogao de <posto> e Proposicao spine.18 estao disponiveis para uso nesta
prova pois—como indicamos no inicio deste texto—podem ser apresentadas
usando ZF~ + Regularidade.)

Proposicao spine.22 (trabalhando em ZF~ + Regularidade). A Fundag¢d@e:spinerank:

'Uale. zfminusregularityfoundation
Prova. Fixemos A # (), e algum B € A de posto minimo possivel. Se ¢ € B

entdo posto(c) € posto(B) por Proposicao spine.18; logo ¢ ¢ A pela escolha de
B. O
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