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spine.1 Teorema(s) de recursao transfinita

O primeiro passo é, contudo, confirmar que 7?7 é uma definicao bem sucedida.
De modo mais geral, precisamos de provar que qualquer tentativa de definir
por recursdo transfinita (transfinita) terd éxito. Esse é o objetivo deste texto.

Aviso: este material € delicado. A ligao geral, no entanto, é bem simples:
a indugao transfinita mais o Esquema de Substituicao garantem a legitimidade
de (varias versdes da) recursio transfinita.'

Definicao spine.l. Seja 7(x) um termo; seja f uma fungao; seja o um ordinal.
Dizemos que f é uma aprozima¢do de ordem « para 7 sse dom(f) = « e

(VB e a)f(B) =7(flp)-

Lema spine.2 (Recursao limitada). Para qualquer termo 7(x) e qualquer
ordinal o, existe uma unica aprorimagdo de ordem o para T.

Prova. Mostraremos que, para qualquer v < «, existe uma tnica aproximacgao
de ordem 7.

Comegamos por estabelecer a unicidade. Sejam g e h (respetivamente)
aproximagoes de ordem v e §. Uma indugao transfinita nos seus argumentos
mostra que ¢g(8) = h(8) para qualquer 8 € dom(g) N dom(h) = yNJ§ =
min(y,d). Logo as aproximagoes sao dnicas (se existem) e coincidem em todos
os valores.

Para estabelecer a existéncia, usamos agora uma inducgao transfinita simples
(??) nos ordinais ¢ < a.

A funcao vazia é trivialmente uma aproximacao de ordem .

Se g é uma aproximagao de ordem -y, entdo g U {(v,7(g))} é uma apro-
ximacao de ordem 7.

Se v é um ordinal limite e g5 é uma aproximacao de ordem § para todo o
0 < v, seja g = U5€'y gs- Isto é uma funcdo, pois as varias gs coincidem em
todos os valores. E se 6 € v entao g(8) = gs+(6) = 7(gs+15) = 7(gls)-

Isto completa a prova por indugao transfinita. O

Se nos permitirmos definir um termo em vez de uma funcao, podemos retirar
a cota a do resultado anterior. No enunciado e na prova do resultado seguinte,
quando ¢ é um termo, definimos o[, = {(8,0(8)) : 5 € a}.

Teorema spine.3 (Recursao geral). Para qualquer termo 7(x), podemos
definir explicitamente um termo o(x) tal que o(a) = 7(o[,) para qualquer
ordinal .

Lembrete: todas as férmulas e termos podem ter paradmetros (salvo indicagio em
contrario).
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Prova. Para cada «, por Lema spine.2 existe uma tinica aproximacao de ordem
a, fa, para 7. Definimos o(a) como f,+ (). Ora:

o(a) = for(a)
=T7(fa+la)
=7({(B, fa+(B)) : B € a})
({(B, f5+(B)) : B € a})
(ola)

|
3

I
\]

=T

notando que fz+(8) = fa+ (3) para todo o f < @, como no Lema spine.2. [

Notemos que Teorema spine.3 é um esquema. Crucialmente, ndo podemos
esperar que o defina uma funcao, isto é, um certo tipo de conjunto, pois entao
dom(o) seria o conjunto de todos os ordinais, contradizendo o paradoxo de
Burali-Forti (?7).

Ainda falta mostrar, contudo, que Teorema spine.3 justifica a nossa de-
finigao dos V. Isto pode nao ser 6bvio de imediato; mas tornar-se-é claro com
uma ultima versao simples da recursao transfinita.

Teorema spine.4 (Recursao simples). Para quaisquer termos 7(x) e 0(x)
e qualquer conjunto A, podemos definir explicitamente um termo o(x) tal que:

o) =A
o(at) =71(o(a)) para qualquer ordinal o
o(a) =0(Im(ol,)) quando « é um ordinal limite

Prova. Comegamos por definir um termo, £(z), do seguinte modo:

A se x nao é uma fungao cujo
dominio é um ordinal; caso contrario:
7(z(a)) se dom(z) = at

O(Im(z)) se dom(z) é um ordinal limite

Por Teorema spine.3, existe um termo o(z) tal que o(a) = £(o[,) para todo
o ordinal «; além disso, o[, é uma func¢do com dominio a. Mostramos que o
tem as propriedades pretendidas, por indugdo transfinita simples (?7).

Primeiro, o() = £(0) = A.

Segundo, o(at) = &(o]+)

Por fim, o(a) = &(o],) =6

(01q+ (@) = 7(o(a)).

=T
(Im(c,)), quando « é limite. O

Ora, para justificar ??, basta tomar A = 0, 7(z) = p(z) e (z) = [Jz. Por
fim, isto justifica a defini¢ao dos V!
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