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spine.l1 Fundacao

Estamos apenas quase concluidos—e nao totalmente concluidos—porque nada
em ZF~ garante que todo o conjunto estd em algum V,, isto é, que todo o
conjunto é formado em algum estagio.

H4, contudo, um sentido (matemadtico) bastante direto em que nao importa
se existem conjuntos fora da hierarquia. (Se os houver, podemos simplesmente
ignoré-los.) Mas motivamos o nosso conceito de conjunto com a ideia de que
todo o conjunto é formado em algum estagio (ver Estdgios-sao-chave na 7).
Logo queremos excluir a possibilidade de conjuntos que caem fora da hierarquia.
Por conseguinte, devemos acrescentar um novo axioma, que assegura que todo
o conjunto surge em algum lugar da hierarquia.

Uma vez que os V,, sao os nossos estagios, poderiamos simplesmente consi-
derar acrescentar o seguinte como axioma:

Regularidade. VAo A C V,

Seria uma abordagem perfeitamente razoavel. Contudo, por razdes que se
explicarao adiante, adotaremos antes um axioma alternativo:

Fundagao (Fundagao). (VA #0)(3B € A)AN B = 0.

Com algum trabalho, podemos mostrar (em ZF ™) que a Fundagao implica
a Regularidade:

Definigao spine.1l. Para cada conjunto A, definimos:
Clo (A) = A,
clpr1(A) = U cl,(4),
trcl(A) = U cl,(4).

n<w

Chamamos a trcl(A) o fecho transitivo de A.
O nome «fecho transitivo> é adequado:
Proposicao spine.2. A C trcl(A4) e trcl(A) € um conjunto transitivo.

Prova. Evidentemente A = clp(A) C trcl(4). E se x € b € trcl(A), entdo
b € cl,,(A) para algum n, logo x € cl,11(A4) C trcl(A). O

Lema spine.3. Se A € um conjunto transitivo, entdo existe algum « tal que
ACV,.
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Prova. Recordando a definigao de «lsub(X)» em ??, definimos dois conjuntos:

D={xeA:V5zx ¢ Vs}
a=1lsub{d: 3z € A)(x CVs A (Vyed)z L V,)}

Suponhamos D = ). Se x € A, entao existe algum ¢ tal que  C V; e, pela
boa ordenagao dos ordinais, (Vy € 6)x € V5; logo 6 € a e assim z € V, por ?7.
Logo A C V,, como pretendido.

Basta pois mostrar que D = (). Por reducao ao absurdo, suponhamos o
contrario. Pela Fundagao, existe algum B € D C A tal que DN B = (. Se
x € B entdo x € A, pois A é transitivo, e como x ¢ D, segue que 39  C V.
Seja agora

B=1Isub{d: (3x € B)(x C Vs A (Vy <)z € V,)}
Como antes, B C Vj, contradizendo a afirmacao de que B € D. O

Teorema Spine.4. A Regularida,de vale. sth:spine:foundation:
zfentailsregularity

Prova. Fixemos A; agora A C trcl(A) por Proposigao spine.2, que é transitivo.

Logo existe algum « tal que A C trcl(A) C V,, por Lema spine.3 O

Estes resultados mostram que ZF ™~ prova a implicagao Funda¢ao = Regularidade.
Em 7?7, mostraremos que ZF~ prova Regularidade = Fundag¢ao. Como tal, a
Fundagédo e a Regularidade sao equivalentes (médulo ZF ™). Mas isto significa
que, dado ZF ™, podemos justificar a Fundacao notando que é equivalente a
Regularidade. E podemos justificar a Regularidade de imediato com base em
FEstdgios-sao-chave.
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