Parte 1

Set Theory



Capitulo 1

A Concepcao Iterativa

1.1 Extensionalidade

O primeiro ponto a notar é que os conjuntos sao individuados pelos seus mem-
bros. Mais precisamente:

Extensionalidade (Extensionalidade). Se os conjuntos A e B tém os mes-
mos membros, entdo A e B sdo o mesmo conjunto.

VAVB (Vz(x € A«>x € B)— A= B)

Assumimos isto ao longo de ?7?7. Mas vale a pena repetir. O axioma de
extensionalidade exprime a ideia fundamental de que um conjunto é determi-
nado pelos seus membros. (Assim, os conjuntos podem contrastar-se com 0s
conceitos, nos quais precisamente os mesmos objetos podem cair sob muitos
conceitos diferentes.)

Por que aceitar este principio? Ora, é plausivel dizer que qualquer recusa
da extensionalidade é uma decisao de abandonar tudo o que possa ser chamado
teoria dos conjuntos. A teoria dos conjuntos nao é mais nem menos do que a
teoria de colecoes extensionais.

O verdadeiro desafio na Parte I, contudo, é estabelecer principios que nos
digam que conjuntos existem. E acaba por se verificar que a unica resposta
verdadeiramente “Obvia” a esta questao é provadamente errada.

1.2 Paradoxo de Russell (de novo)

Na ?7?, trabalhamos com uma teoria ingénua dos conjuntos. Mas, segundo uma
concepgao muito ingénua, os conjuntos sao apenas as extensoes dos predicados.
Este pensamento ingénuo imporia o seguinte principio:

Compreensdo ingénua. {x : p(x)} existe para qualquer férmula ¢.
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Por tentador que seja este principio, é provadamente inconsistente. Vimo-lo
na 7?7, mas o resultado é tdo importante, e tao direto, que vale a pena repetir.
Ipsis verbis.

Teorema 1.1 (Paradoxo de Russell). Nao existe conjunto R = {z : x ¢ =}

Prova. Se R = {x : © ¢ x} existisse, entdo R € R sse R ¢ R, o que é uma
contradicao. O

Russell descobriu este resultado em junho de 1901. (Nao colocou, porém, o
paradoxo exatamente na forma em que o acabamos de apresentar, pois estava a
considerar a teoria dos conjuntos de Frege, tal como delineada em Grundgesetze.
Voltaremos a isto na Segao 1.6.) Russell escreveu a Frege a 16 de junho de 1902,
explicando a inconsisténcia no sistema de Frege. Para a correspondéncia, e um
pouco de contexto, ver ( , Pp. 124-8).

Vale a pena enfatizar que esta prova de duas linhas é um resultado de
ldgica pura. De fato, usamos implicitamente um axioma (nao légico?) de
extensionalidade na nossa notagdo {z : = ¢ z}; pois {z : p(x)} deve ser o
dnico (pela extensionalidade) conjunto dos s, se algum existir. Mas podemos
evitar até o vestigio da extensionalidade, bastando enunciar o resultado assim:
nao existe conjunto cujos membros sejam exatamente os conjuntos que nao sao
membros de si proprios. F isto pouco tem a ver com conjuntos. Como o préprio
Russell observou, raciocinio rigorosamente anélogo leva-nos a concluir: nenhum
homem barbeia exatamente os homens que ndo se barbeiam a si proprios. Ou:
nenhum pug cheira exatamente os pugs que nao se cheiram a si proprios. E
assim por diante. Esquematicamente, a forma do resultado é apenas:

—3JaVz(Rzx <> —Rzz).

E isto ndo passa de um teorema (esquema) da légica de primeira ordem. Con-
sequentemente, nao podemos evitar o paradoxo de Russell apenas mexendo na
nossa teoria dos conjuntos; ele surge antes sequer de chegarmos a teoria dos
conjuntos. Se formos usar l6gica (cldssica) de primeira ordem, temos simples-
mente de aceitar que ndo existe conjunto R = {x : x ¢ x}.

A consequéncia é esta. Se quisermos aceitar a compreensao ingénua en-
quanto evitamos a inconsisténcia, nao basta mexer na teoria dos conjuntos.
Teriamos, em vez disso, de reformular a nossa ldgica.

E claro que ja foram apresentadas teorias dos conjuntos com légicas nao
classicas. Mas s@0—mno minimo—nao standard. A abordagem usual ao para-
doxo de Russell é trata-lo como uma prova direta de nao existéncia e depois
tentar aprender a viver com ela. E essa a abordagem que seguiremos.

1.3 Predicativo e Impredicativo

O conjunto de Russell, R, foi definido via {z : = ¢ 2}. Dito com mais detalhe,
R seria o conjunto que contém todos e apenas aqueles conjuntos que nao sao
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membros de si préprios. Assim, ao definir R, quantificamos sobre o dominio
que conteria R (se este existisse).

Isto é uma definicao tmpredicativa. Mais em geral, podemos dizer que uma
definigao é impredicativa sse quantifica sobre um dominio que contém o objeto
que estd a ser definido.

Na sequéncia dos paradoxos, Whitehead, Russell, Poincaré e Weyl rejeita-
ram tais definigoes impredicativas como “viciosamente circulares”:

Uma andélise dos paradoxos a evitar mostra que todos eles resultam
de uma espécie de circulo vicioso. Os circulos viciosos em questao
surgem ao supor que uma colegao de objetos pode conter membros
que s6 podem ser definidos por meio da colegdo como um todol. . ..

1

O principio que nos permite evitar totalidades ilegitimas pode enunciar-
se do seguinte modo: “Tudo o que envolve todos os membros de
uma colecao nao pode ser um dos membros da colegao”; ou, in-
versamente: “Se, supondo que uma certa colegao tivesse um todo,
ela teria membros s6 definiveis em termos desse todo, entao a dita
colecao nao tem todo.” Chamaremos a isto o “principio do circulo
vicioso”, porque nos permite evitar os circulos viciosos envolvidos
na suposicao de totalidades ilegitimas. ( ,

, p. 37)

Se os acompanharmos na rejeicao das defini¢oes impredicativas motivada pelo
principto do circulo vicioso, entao podemos tentar substituir o desastroso es-
quema de compreensdo ingénua (de Secao 1.2) por algo deste género:

Compreensao predicativa. Para toda a férmula ¢ que quantifica apenas
sobre conjuntos: existe o conjunto’ {z : ¢(z)}.

Enquanto os conjuntos’ nao forem conjuntos, nao se seguird contradico.

Infelizmente, a compreensao predicativa nao é muito abrangente. Afinal,
introduz-nos novas entidades, conjuntos’. Logo teremos de considerar férmulas
que quantificam sobre conjuntos’. Se estas derem sempre um conjunto’, entao o
paradoxo de Russell surgird de novo, bastando considerar o conjunto’ de todos
os conjuntos’ que nao sao membros de si préprios. Assim, a seguir o mesmo
fio de ideias, temos de dizer que uma férmula que quantifica sobre conjuntos’
produz um conjunto” correspondente. E entao precisaremos de conjuntos’’,
conjuntos’””, etc. Para evitar uma enxurrada de primos, serd mais facil pensar
nestes como conjuntosgy, conjuntos;, conjuntoss, conjuntoss, conjuntosy,. ... E
isto dar-nos-ia entrada na teoria (simples) dos tipos.

H4 algumas objegoes 6bvias a tal teoria (embora nao seja 6bvio que sejam
objegbes esmagadoras). Em resumo: a teoria resultante é pouco manejavel; é
prolixa ao postular diferentes tipos de objetos; e nao esta claro, no fim, que as
definigoes impredicativas sejam sequer assim tdo mds.

4 set-theory rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

sth:story:approach:
sec

Para ilustrar o ultimo ponto, consideremos esta observagao de

podemos referir-nos a um homem como o mais alto de um grupo,
identificando-o por meio de uma totalidade da qual ele préprio é
membro sem que haja circulo vicioso. ( , )

O ponto de Ramsey é que “o homem mais alto do grupo” é uma definigao
impredicativa; mas é obviamente perfeitamente legitima.

Alguém poderd responder que, neste caso, poderiamos identificar a pessoa
mais alta por meios predicativos. Por exemplo, talvez pudéssemos simplesmente
apontar para o homem em questdo. A objecdo as defini¢oes impredicativas,
entao, teria claramente de se limitar a entidades que s¢ possam ser identificadas
impredicativamente. Mas mesmo assim, seria preciso ouvir mais, sobre por que
tal “impredicatividade essencial” seria tdo grave.'

Admitidamente, as defini¢bes impredicativas sdo péssimas noticias, se qui-
sermos que as defini¢des nos fornecam algo como uma receita para criar um
objeto. Pois, dada uma definigao impredicativa, estar-se-ia genuinamente preso
a um circulo vicioso: para criar o objeto especificado impredicativamente, seria
preciso primeiro criar todos os objetos (incluindo o objeto especificado impre-
dicativamente), uma vez que este é especificado em termos de todos os objetos;
logo seria preciso criar o objeto especificado impredicativamente antes de o ter
criado. Mas, de novo, isto s6 é uma objecao séria a conjuntos especificados de
modo “essencialmente impredicativo”, se pensarmos nos conjuntos como coisas
que criamos. E nés (provavelmente) nao os criamos.

Assim—para o bem ou para o mal—a abordagem que se tornou comum nao
envolve tomar uma posigao rigida sobre (im)predicatividade. Envolve antes o
que hoje se considera a abordagem cumulativa-iterativa. No fim, isto permitir-
nos-a estratificar os conjuntos em “estdgios”—um pouco como a abordagem
predicativa estratifica entidades em conjuntosg, conjuntos;, conjuntossg, ...—
mas nao postularemos diferenga de natureza entre eles.

1.4 A Abordagem Cumulativa-Iterativa

Eis um enunciado um pouco mais completo de como estratificaremos os con-
juntos em estagios:

Os conjuntos formam-se em estdgios. Para cada estdgio S, hé certos
estagios que sao anteriores a S. No estagio S, cada colegao cons-
tituida por conjuntos formados em estégios anteriores a S é formada
num conjunto. Nao ha conjuntos além dos que sao formados nos
estdgios. ( , , D- 323)

Isto é um esboco da concep¢io cumulativa-iterativa do conjunto. Servird de
base a teoria formal dos conjuntos que apresentamos em Parte I.

1Para mais, ver ( ).
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Exploremos isto com um pouco mais de detalhe. Como Shoenfield descreve
0 processo, em cada estdgio formamos novos conjuntos a partir dos conjuntos
que tinhamos disponiveis nos estagios anteriores. Assim, na imagem de Sho-
enfield, no estigio inicial, estdgio 0, nao ha estagios anteriores, e portanto a
fortiori nao h4 conjuntos disponiveis a partir de estdgios anteriores.? Logo
formamos apenas um conjunto: o conjunto sem membros (). No estigio 1, estd
exatamente um conjunto disponivel a partir de estdgios anteriores, logo apenas
um conjunto novo é {@}. No estdgio 2, dois conjuntos estiao disponiveis a par-
tir de estdgios anteriores, e formamos dois conjuntos novos {{0}} e {0,{0}}.
No estagio 3, quatro conjuntos estao disponiveis a partir de estagios anteriores,
logo formamos doze conjuntos novos. ... Assim, a imagem cumulativa-iterativa
dos conjuntos ficard algo assim (com numeros a indicar estagios):

Entao: por que deveriamos aceitar esta narrativa?

Uma razao é que é uma narrativa agradavel e tratavel. Dado o fim da
narrativa mais Obvia, isto é, a compreensao ingénua, precisamos de algo de
substancia.

Mas a narrativa nao é apenas agradavel. Temos boa razao para acreditar
que qualquer teoria dos conjuntos baseada nesta narrativa serd consistente. Eis
a razao.

Dada a concepgao cumulativa-iterativa do conjunto, formamos conjuntos
em estagios; e os seus membros tém de ser objetos que ja estavam disponiveis.
Assim, para qualquer estagio S, podemos formar o conjunto

Rs ={z:z ¢ x e z j4 estava disponivel antes de S}

O raciocinio envolvido na prova do paradoxo de Russell estabelece agora que
o préprio Rg nao esta disponivel antes do estdgio S. E isso ndo é uma con-
tradicao. Além disso, se aceitarmos a concepgao cumulativa-iterativa do con-
junto, nem sequer deveriamos ter esperado poder formar o préprio conjunto de
Russell. Pois esse seria o conjunto de todos os conjuntos que nao sao membros

2Por que deverfamos supor que eziste um primeiro estdgio? Ver a nota de rodapé a
Estdgios-sdo-ordenados em Secao 2.1.
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de si proprios que “alguma vez estardo disponiveis”. Em resumo: o fato de,
provadamente, nao podermos formar o conjunto de Russell nao é surpreendente,
dada a narrativa cumulativa-iterativa; é antes previsivel.

1.5 Urelementos ou Nao?

Nos proximos capitulos, tentaremos extrair axiomas da concepc¢ao cumulativa-
iterativa do conjunto. Mas, antes de avangar mais, precisamos de dizer algo
mais sobre os urelementos.

A imagem de Secdo 1.4 s6 nos permitia formar novos conjuntos a par-
tir de conjuntos antigos. Contudo, podemos querer admitir que certos ndo-
conjuntos—vacas, porcos, graos de areia, ou o que seja—possam ser membros
de conjuntos. Nesse caso, comecariamos com certos elementos bésicos, urele-
mentos, e dirfamos que em cada estagio S formarfamos “todos os possiveis”
conjuntos constituidos por urelementos ou conjuntos formados em estagios an-
teriores a S (em qualquer combinagdo). A imagem resultante parecer-se-ia
mais com isto:

Temos pois uma decisao a tomar: devemos admitir urelementos?

Do ponto de vista filoséfico, faz sentido incluir urelementos na nossa te-
orizacdo. A principal razao é tornar a teoria dos conjuntos aplicdvel. Para
ilustrar, recordemos de ?? que dizemos que dois conjuntos A e B tém o mesmo
tamanho, isto é, A &~ B, sse existe uma bijecao entre eles. Agora, se as vacas no
campo e os porcos no chiqueiro constituem ambos conjuntos, podemos oferecer
um tratamento conjunto-teérico da afirmacao “ha tantas vacas como porcos”.
Mas se proibirmos urelementos, de modo que as vacas e 0os porcos ndao consti-
tuem conjuntos, esse tratamento conjunto-tedrico deixara de estar disponivel.
De fato, nao teremos capacidade direta de aplicar a teoria dos conjuntos a mais
nada além dos préprios conjuntos. (Para mais razoes para incluir urelementos,
ver , Pp. vi, 24, 50-1.)

Matematicamente, contudo, é bastante raro admitir urelementos. Em parte,
porque € ligeiramente mais facil formular a teoria dos conjuntos sem urelemen-
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tos. Mas, ocasionalmente, encontram-se justificagcoes mais interessantes para
excluir urelementos da teoria dos conjuntos:

De acordo com a convicgao de que a teoria dos conjuntos é o funda-
mento da matematica, devemos ser capazes de captar toda a ma-
tematica apenas falando de conjuntos, pelo que as nossas varidveis
nao devem quantificar sobre objetos como vacas e porcos. ( ,

, p- 8)

Assim: um foco na aplicabilidade sugeriria incluir urelementos; um foco num
objetivo fundacional redutivo (reduzir a matemédtica & teoria pura dos conjun-
tos) poderia sugerir ezclui-los. Uma ligeira preguiga também aponta no sentido
de excluir urelementos.

Seguiremos o caminho mais preguigoso. Em parte, hd também uma justi-
ficagao pedagdgica. O nosso objetivo é introduzir os elementos da teoria dos
conjuntos de que precisa para comecar na filosofia da teoria dos conjuntos. E a
maior parte dessa literatura filoséfica discute teorias dos conjuntos formuladas
sem urelementos. Logo este livro serd, talvez, mais util se se mantiver bastante
proximo dessa literatura.

1.6 Apéndice: Lei Basica V de Frege

Na Secgao 1.2, explicamos que Russell formulou o paradoxo como um pro-
blema para o sistema que Frege delineou nos seus Grundgesetze. O sistema
de Frege nao incluia uma formulacao direta da compreensao ingénua. Logo,
neste apéndice, explicaremos muito sumariamente o que o sistema de Frege
incluia, como se relaciona com a compreensao ingénua e como se relaciona com
o paradoxo de Russell.

O sistema de Frege é de seqgunda ordem e foi concebido para formular a nogao
de extensdo de um conceito.® Usando notacao inspirada em Frege, escreveremos
ex F(z) para a extensao do conceito F. Este é um dispositivo que toma um
predicado, “F”, e transforma-o num termo (de primeira ordem), “ex F'(x)”.
Com este dispositivo, Frege propos a seguinte defini¢ao de pertenca:

a € b =gt IG(b = ex G(x) A Ga)

grosso modo: a € b sse a cai sob um conceito cuja extensao é b. (Note que o
quantificador “3G” é de segunda ordem.) Frege também sustentava o seguinte
principio, conhecido como Lei bdsica V:

ex F(x) = ex G(x) & Vo (Fz + Gz)

grosso modo: conceitos tém extensoes idénticas sse sao coextensivos. (De novo,
tanto “F” como “G” estdo em posigdo de predicado.) Um principio simples
liga agora a pertenca a satisfagao de propriedades:

3Estritamente falando, Frege tenta formalizar uma nogao mais geral: o “valor de curso”
de uma fung@o. As extensbes de conceitos sdo um caso especial da nogao mais geral. Ver
( , pp- 8-9) para pormenores.
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lem:Fregeextensions

Lema 1.2 (em Grundgesetze). VFVa(a € ex F(z) <> Fa)

Prova. Fixe F e a. Ora a € ex F(z) sse 3G(ex F(x) = ex G(z) A Ga) (pela
defini¢ao de pertenga) sse 3G (Va(Fz <> Gz) A Ga) (pela lei basica V) sse Fa
(por légica elementar de segunda ordem). O

E disto resulta quase de imediato a compreensao ingénua:

Lema 1.3 (em Grundgesetze.). YF3sVa(a € s+ Fa)

Prova. Fixe F; agora Lema 1.2 d4 Va(a € ex F(x)«> Fa); logo 3sVa(a € s<>Fa)
por generalizagao existencial. O resultado segue-se, pois F' era arbitrario. [

O paradoxo de Russell segue tomando F' dado por Vz(Fx <> x ¢ x).
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Capitulo 2

Passos rumo a 7Z

2.1 A histéria com mais pormenor

Na Secgao 1.4, citamos a descrigao de Shoenfield do processo de formacao de sth:zstory:
conjuntos. Queremos agora escrever mais alguns principios, para tornar esta *°
histéoria um pouco mais precisa. Eis-os:

Estdgios-sdo-chave. Cada conjunto forma-se por algum estdgio.

Estagios-sao-ordenados. Os estigios estao ordenados: alguns vém antes
de outros.!

Estdgios-acumulam. Para qualquer estdgio S, e para quaisquer conjuntos
que se formaram antes do estdgio S: forma-se, no estagio S, um conjunto
cujos membros sao exatamente esses conjuntos. Mais nada se forma no
estagio S.

Estes sao principios informais, mas poderemos usé-los para justificar varios dos
axiomas da teoria de conjuntos de Zermelo.

(Convém uma palavra de cautela. Embora vamos apresentar alguns axio-
mas completamente standard, com nomes completamente standard, os principios
em italico que acabamos de apresentar nao tém nomes particulares na litera-
tura. Sao apenas alcunhas que esperamos serem tteis.)

2.2 Separacao

Comegamos com um principio que substitui a compreensao ingénua: sthiz:sep:
sec

Esquema de Separacao (Esquema de Separagao). Para cada férmula ¢(x),
isto é um axioma: para qualquer A, o conjunto {z € A : ¢(z)} existe.

1 Assumiremos de fato—tacitamente—que os estégios estdo bem ordenados. O que isto
significa explica-se no Capitulo 3. E um pressuposto substancial. De fato, usando uma
técnica muito engenhosa devida a ( ), este pressuposto pode ser evitado e depois
deduzido. (Isto também explicard por que devemos pensar que existe um estdgio inicial.)

Nao podemos aprofundar isso aqui; para mais, veja (

10



sth:z:sep:
thm:No UniversalSet

.

Note que isto nao é um tnico axioma. E um esquema de axiomas. Ha
infinitamente muitos axiomas de Separagdo; um para cada férmula p(z). O
esquema pode igualmente ser (e normalmente é) escrito do seguinte modo:

Para qualquer férmula ¢(x) que nao contenha “S”, isto é um axioma:

VAISVz(z € S ¢ (p(x) Az € A)).

Em conformidade com a convencdo assinalada no inicio da Parte I, as
férmulas ¢ nos axiomas de Separacido podem ter parametros.”

A Separagao justifica-se de imediato pela concepgao cumulativa iterativa
de conjuntos que vamos expondo. Para ver por que, seja A um conjunto.
Entao A forma-se por algum estdgio S (por Estdgios-sdo-chave). Uma vez
que A se formou no estdgio S, todos os membros de A formaram-se antes
do estagio S (por Estdgios-acumulam). Consideremos em particular todos os
conjuntos que sao membros de A e que também satisfazem ¢; claramente todos
estes conjuntos também se formaram antes do estagio S. Logo formam-se num
conjunto {x € A : ¢(x)} também no estdgio S (por Estdgios-acumulam).

Ao contrario da compreensio ingénua, isto evita o paradoxo de Russell. Pois
néo podemos simplesmente afirmar a existéncia do conjunto {z : « ¢ x}. Pelo
contrario, dado algum conjunto A, podemos afirmar a existéncia do conjunto
Ry={x € A:x¢x}. Masisto sé prova que Ry ¢ Ra e Ry ¢ A, o0 que nao é
preocupante.

Contudo, a Separagao tem uma consequéncia imediata e marcante:

Teorema 2.1. Nao existe conjunto universal, isto é, {x : © = x} ndo existe.

Prova. Por redugao ao absurdo, suponhamos que V' é um conjunto universal.
Entao, por Separacio, R = {x € V : x ¢ z} = {z : ¢ ¢ z} existe, o que
contradiz o paradoxo de Russell. O

A auséncia de um conjunto universal-—de fato, a abertura da hierarquia
de conjuntos—¢é uma das ideias mais fundamentais por detras da concepgao
cumulativa iterativa. Por isso vale a pena ver que, intuitivamente, poderiamos
chegar 14 por outro caminho. Um conjunto universal teria de ser um membro
de si préprio. Mas, na nossa concepgao cumulativa iterativa, cada conjunto
aparece (pela primeira vez) na hierarquia no primeiro estdgio imediatamente a
seguir a todos os seus membros. Isto implica que nenhum conjunto pertence
a si préprio. Pois qualquer conjunto que pertencesse a si proprio teria de
ocorrer pela primeira vez imediatamente depois do estagio em que ocorreu pela
primeira vez, o que é absurdo. (Veremos na Definicao 4.15 como tornar esta
explicagao mais rigorosa, usando a nogao de “posto” de um conjunto. Contudo,
precisaremos de mais alguns axiomas para o fazer.)

Eis mais algumas consequéncias da Separagao e da Extensionalidade.

2Para uma explicacdo do que isto significa, veja a discussdo imediatamente a seguir a ?77?.
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Proposigao 2.2. Se emiste algum conjunto, entdo () existe.

Prova. Se A é um conjunto, ) = {x € A : x # x} existe por Separagao. O

Proposicao 2.3. A\ B existe quaisquer que sejam os conjuntos A e B

Prova. A\ B={x € A:x ¢ B} existe por Separacao. O
Também se verifica que existem (quase) interse¢oes arbitrarias:

Proposicao 2.4. Se A #0), entio (VA= {x: (Vy € A)x € y} eziste.

Prova. Seja A # 0, logo existe algum ¢ € A. Entdo A ={z: (Vy € A)z €
y}={x €c: (Vy € A)xz € y}, que existe por Separagao. O

Note, porém, a condi¢ao de que A # @; pois () seria o conjunto universal,
vacuamente, o que contradiz Teorema 2.1.

2.3 Uniao

Proposicao 2.4 deu-nos intersegoes. Mas, se quisermos que existam unioes
arbitrarias, precisamos de enunciar outro axiomas:

Uniao (Uniao). Para qualquer conjunto A, o conjunto |JA = {z : (3b €
A)x € b} existe.
VAFUVz(z € U (b € A)x € b)

Este axioma também se justifica pela concepgao cumulativa iterativa. Seja
A um conjunto, logo A forma-se por algum estagio S (por Estdgios-sao-chave).
Cada membro de A formou-se antes de S (por Estdgios-acumulam); logo, ra-
ciocinando de modo andlogo, cada membro de cada membro de A formou-se
antes de S. Assim, todos esses conjuntos estao disponiveis antes de .S, para
serem reunidos num conjunto em S. E esse conjunto é precisamente (J A.

2.4 Pares

O préximo axioma a considerar é o seguinte:

Pares (Pares). Quaisquer que sejam os conjuntos a, b, o conjunto {a, b} existe.

VaVb3PVr(x € P (x =aVz =10))

Eis como justificar este axioma a luz da concepgao iterativa. Suponhamos
que a estd disponivel no estdgio S, e b no estagio T. Seja M o que quer que seja
dos estédgios S e T' que ocorre mais tarde. Entao, uma vez que a e b estdo ambos
disponiveis no estdgio M, o conjunto {a,b} é uma cole¢do possivel disponivel
em qualquer estdgio depois de M (o que quer que seja o posterior).
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Mas espera! Porqué assumir que existem estagios depois de M? Se nao
existir nenhum, a nossa justificacao falha. Por isso, para justificar Pares, te-
remos de acrescentar outro principio a histéria que contamos na Segao 2.1,
nomeadamente:

Estagios-prosseqguem. Nao hé dltimo estagio.

Este principio estd justificado? Nada na histéria de Shoenfield afirmava explici-
tamente que nao hé dltimo estdgio. Ainda assim, mesmo que seja (estritamente
falando) um acréscimo & nossa histéria, encaixa bem na ideia bésica de que os
conjuntos se formam em estagios. Aceité-lo-emos simplesmente no que se segue.
E, assim, aceitaremos também o Axioma dos Pares.

Armados com este novo axioma, podemos provar a existéncia de muitos
mais conjuntos. Por exemplo:

sth:zpairs: Proposicao 2.5. Quaisquer que sejam os conjuntos a e b, existem 0s sequin-
PTOP:PAITSCONSEGUENCES tes ConjuntOS‘

sth:z:pairs: 1. {a/}

singleton
sth:z:pairs: 2. aUb

binunion
sth:z:pairs: 3. <a7 b>

tuples

Prova. (1). Por Pares, {a,a} existe, o que é {a} por Extensionalidade.

(2). Por Pares, {a, b} existe. Ora, a Ub = |J{a, b} existe por Unido.

(3). Por (1), {a} existe. Por Pares, {a,b} existe. Ora, {{a}, {a,b}} = (a,b)
existe, de novo por Pares. O

Problema 2.1. Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos a, b, c, o con-
junto {a,b,c} existe.

Problema 2.2. Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos ai,..., 0y, O
conjunto {ai,...,a,} existe.

2.5 Conjuntos poténcia

sthizipower: PTOsseguiremos com outro axioma:

Conjuntos poténcia (Conjuntos poténcia). Para qualquer conjunto A, existe
o conjunto p(A) = {z:a C A}.

VAIPVz(z € P+ (Vz€x)z € A)

A nossa justificagdo é bastante direta. Suponhamos que A se forma no
estdgio S. Entdo todos os membros de A estavam disponiveis antes de S (por
Estdgios-acumulam). Logo, raciocinando como na justificacdo da Separagao,
cada subconjunto de A forma-se até ao estdgio S. Estao todos disponiveis,
para serem reunidos num unico conjunto, em qualquer estigio depois de S.
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E sabemos que existe algum tal estdgio, pois S néo é o ultimo estdgio (por
Estdgios-prosseguem). Logo p(A) existe.
Eis uma boa consequéncia dos conjuntos poténcia:

Proposigao 2.6. Dados quaisquer conjuntos A, B, o seu produto cartesiano
A x B eziste.

Prova. O conjunto p(p(AUB)) existe por Conjuntos poténcia e Proposicao 2.5.
Logo, por Separacao, existe este conjunto:

C={zcp(pAUB)): (3xec A)(Jy € B)z = (x,y)}.

Agora, para quaisquer x € A e y € B, o conjunto (x,y) existe por Pro-
posigao 2.5. Além disso, uma vez que z,y € AUB, temos {z}, {z,y} € p(AUB),
e (z,y) € p(p(AUB)). Logo Ax B=C. O

Nesta prova, o axioma dos conjuntos poténcia interage com a Separacao.
E isso nao surpreende. Sem Separagao, o principio dos conjuntos poténcia nao
seria muito poderoso. Afinal, a Separacao nos diz que subconjuntos de um
conjunto existem e, por conseguinte, determina quao “gordo” é cada conjunto
poténcia.

Problema 2.3. Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos A, B: (i) existe
o conjunto de todas as relagoes com dominio A e contradominio B; e (ii) existe
o conjunto de todas as fungoes de A para B.

Problema 2.4. Seja A um conjunto, e seja ~ uma relagao de equivaléncia em
A. Prove que existe o conjunto das classes de equivaléncia sob ~ em A, isto é,

Af..

2.6 Infinito

Ja temos axiomas suficientes para garantir que hd infinitamente muitos conjun- sth:zinfinity-again:
tos (se é que existe algum). De fato, suponhamos que algum conjunto existe; *

entdo () existe (por Proposicao 2.2). Agora, para qualquer conjunto z, o con-

junto xz U {z} existe por Proposi¢ao 2.5. Logo, aplicando isto algumas vezes,

obtemos conjuntos como se segue:

0. 0

1. {0}

2. {0,{0}}

3. {0,{0}, {0, {0}}}
4.{0,{0},{0,{0}},{0, {0}, {0, {0} } }}
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e podemos verificar que cada um destes conjuntos é distinto.

Comegamos a numeracao em 0, por vérias razoes. Mas uma delas é esta.
Nao é dificil verificar que o conjunto que rotulamos “n” tem exatamente n
membros e que (intuitivamente) se forma no n-ésimo estégio.

Contudo. Isto nos da infinitamente muitos conjuntos, mas nao garante
que exista um conjunto infinito, isto é, um conjunto com infinitamente muitos
membros. E isto importa deveras: a menos que encontremos um conjunto
infinito de Dedekind, nao podemos construir uma &algebra de Dedekind. Mas
queremos uma &algebra de Dedekind, para a podermos tratar como o conjunto
dos nimeros naturais. (Compare-se com ?7.)

Importa que os axiomas que estabelecemos até aqui nao garantem a existéncia
de nenhum conjunto infinito. Por isso temos de enunciar um novo axioma:

Infinito (Infinito). Existe um conjunto, I, tal que @ € I e xU{x} € I sempre
que x € I.

A (FoeI)Ve x ¢ oA
Vexel)(FseI)Vz(z€s (z€xVz=u1)))

E facil ver que o conjunto I que nos é dado pelo Axioma do Infinito é
infinito de Dedekind. O seu elemento distinguido é @, e a injecao em I é dada
por s(z) = xU{z}. Agora, ?? mostrou como extrair uma glgebra de Dedekind
de um conjunto infinito de Dedekind; e trataremos isso como o nosso conjunto
de nimeros naturais. Mais precisamente:

sthiz:infinity-again: Definigao 2.7. Seja I qualquer conjunto que nos seja dado pelo Axioma do
defnomega Tnfinito. Seja s a fungdo s(z) = xU{z}. Seja w = clos(#). Chamamos nimeros
naturais aos membros de w, e dizemos que n é o resultado de n aplicagoes de

s a .

Pode agora voltar atras e verificar que o conjunto rotulado “n”, ha uns
paragrafos, serd tratado como o nimero n.

Discutiremos o significado desta estipulagao na Secao 2.8. Por ora, permite-
nos provar um resultado intuitivo:

sthizinfinity-again: Proposicao 2.8. Nenhum niumero natural € infinito de Dedekind.

naturalnumbersarentinfinite
Prova. A prova é por inducao, isto é, ??. Claramente 0 = () nao é infinito
de Dedekind. Para o passo indutivo, estabeleceremos a contrapositiva: se
(absurdamente) s(n) for infinito de Dedekind, entdo n é infinito de Dedekind.
Suponhamos, pois, que s(n) é infinito de Dedekind, isto é, que existe alguma
injecao f com Im(f) C dom(f) = s(n) =nU{n}. H4 dois casos a considerar.
Caso 1: n ¢ Im(f). Entao Im(f) C n, e f(n) € n. Seja g = f[,; agora
Im(g) = Im(f) \ {f(n)} € n =dom(g). Logo n é infinito de Dedekind.
Caso 2: n € Im(f). Fixemos m € dom(f)\ Im(f), e definamos uma fungao
h com dominio s(n) =nU {n}:

h(z) = {f(w) se f(z) #n
m se f(x)=n
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Assim h e f coincidem em toda a parte, exceto que h(f~1(n)) = m # n
f(f~Y(n)). Uma vez que f é uma injecio, n ¢ Im(h); e Im(h) C dom(h) = s(n
Logo n é infinito de Dedekind, pelo argumento do Caso 1.

~—

O

A questao que permanece é como poderiamos justificar o Axioma do In-
finito. A resposta curta é que precisaremos de acrescentar outro principio a
histéria que vamos contando. Esse principio é o seguinte:

Estagios-atingem-o-infinito. H4 um estagio infinito. Isto é, ha um estagio
que (a) ndo é o primeiro estdgio, e que (b) tem alguns estdgios antes de
si, mas que (c) ndo tem predecessor imediato.

O Axioma do Infinito segue-se diretamente deste principio. Sabemos que o
ndmero natural n se forma no estidgio n. Logo o conjunto w forma-se no
primeiro estagio infinito. E o préprio w testemunha o Axioma do Infinito.

Isto, porém, apenas nos leva de volta a questao de como justificar Fstdgios-
atingem-o-infinito. Tal como Fstdgios-prossequem, nao fazia parte explicita da
histéria que contamos sobre a hierarquia cumulativa iterativa. Mas mais do que
isso: nada na prépria ideia de uma hierarquia iterativa, em que os conjuntos
se formam estagio a estagio, nos obriga a pensar que o processo envolve um
estagio infinito. Parece perfeitamente coerente pensar que os estagios estao
ordenados como os nuimeros naturais.

Isto, contudo, levanta um problema 6bvio. Na 77, consideramos a “prova”
de Dedekind de que existe um conjunto infinito de Dedekind (de pensamentos).
Isto podera nao lhe ter parecido muito satisfatério. Mas se Estdgios-atingem-
o-infinito ndo nos é “imposto” pela concepcao iterativa de conjunto (nem pelas
“leis do pensamento”), continuamos sem uma justificacdo intrinseca para a
afirmacao de que existe um conjunto infinito de Dedekind.

H& muito mais a dizer aqui, naturalmente. Mas esperamos que esteja agora
num ponto em que possa comecar a refletir sobre o que podera custar justifi-
car um axioma (ou um principio). No que se segue tomaremos simplesmente
Estagios-atingem-o-infinito como concedido.

2.7 7Z7: um marco

Voltaremos a Fstdgios-atingem-o-infinito na parte seguinte. Contudo, com o
Axioma do Infinito, atingimos um marco importante. Temos agora todos os
axiomas necessarios para a teoria Z~. Em detalhe:

Definigao 2.9. A teoria Z~ tem estes axiomas: Extensionalidade, Uniao, Pa-
res, Conjuntos poténcia, Infinito, e todas as instancias do esquema de Se-
paracao.
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sth:z:nat:
sec

O nome abrevia Zermelo (menos algo que abordaremos mais tarde). Zer-
melo merece a honra, pois formulou essencialmente esta teoria no seu trabalho
de 3

Esta teoria é bastante poderosa para permitir-nos fazer uma quantidade
enorme de matematica. Em particular, deverd voltar atras na 77 e convencer-
se de que tudo o que fizemos, ingenuamente, pode ser feito de modo mais
formal dentro de Z~. (Depois de o fazer durante algum tempo, poderd querer
avangar e ler a Segao 2.9.) Por isso, daqui em diante, e sem mais comentarios,
assumiremos estar a trabalhar em Z~ (pelo menos).

2.8 A escolher os numeros naturais

Na Definicao 2.7, definimos explicitamente a expressao “ntimeros naturais”.
Como deve entender esta estipulagdo? Nao é uma afirmagdo metafisica, mas
apenas uma decisao de tratar certos conjuntos como os numeros naturais. Ja
abordamos razoes para pensar assim na ??, na 7?7 e na ?7?7. Mas podemos
tornar essas razoes ainda mais nitidas.

O nosso Axioma do Infinito segue ( ). Mas eis outro
axioma, que poderiamos ter adotado em alternativa:

Axioma do Infinito de Zermelo . Existe um conjunto A tal que @ € A
e (Vx € A){z} € A.

Se tivéssemos usado o axioma de Zermelo em vez do nosso Axioma do
Infinito (inspirado em von Neumann), ter-nos-iam sido dado igualmente um
conjunto infinito de Dedekind e, portanto, uma dlgebra de Dedekind. Na abor-
dagem de Zermelo, o elemento distinguido da nossa dlgebra seria de novo §) (o
nosso sucedaneo de 0), mas a injecdo seria dada pela aplicacdo = — {z}, em
vez de x — x U {x}. A consequéncia mais simples é que Zermelo trata 2 como
{{0}}, ao passo que nds (com von Neumann) tratamos 2 como {{, {0} }.

Porqué escolher um axioma do Infinito em vez do outro? A razao prética
principal é que a abordagem de von Neumann “escala” bastante bem para
nimeros transfinitos. Exploraremos isto a partir do Capitulo 3 em diante.
Porém, na simples perspectiva de fazer aritmética, ambas as abordagens servi-
riam igualmente bem. Por isso, se alguém lhe disser que os nimeros naturais
sdo conjuntos, a pergunta 6bvia é: Que conjuntos sdo eles?

Esta pergunta precisa foi tornada célebre por ( ). Mas vale
a pena sublinhar que é apenas o exemplo mais famoso de um fenémeno que ja
encontramos muitas vezes. O ponto essencial é este. A teoria dos conjuntos nos
da uma maneira de simular varios tipos de entidades “intuitivas”: os reais, os
racionais, os inteiros e os naturais, sim; mas também pares ordenados, fungoes
e relagoes. Contudo, a teoria dos conjuntos nunca nos fornece uma escolha

3Para comentérios interessantes sobre a histéria e os pormenores técnicos, veja
( , Apéndice A).
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unica de simulacao. Ha sempre alternativas que—de modo direto—nos teriam
servido tao bem.

2.9 Apéndice: Fechamento, compreensao e intersegcao

Na Secao 2.7, sugerimos que voltasse atras no trabalho ingénuo da 77 e veri-
ficasse que este pode ser realizado em Z~. Se seguiu esse conselho, um ponto
poderd té-lo feito tropecar: o uso da interse¢do no tratamento por Dedekind
dos fechamentos.

Recordemos, de 77, que

clo¢(o) = ﬂ{X :0€ X e X é f-fechado}.

A forma geral disto é uma definicao da forma:

C =X :e(X)}.

Mas isto deve fazer soar o alarme: uma vez que a compreensao ingénua falha,
nao hé garantia de que {X : o(X)} exista. Parece, entao, perigosamente, que
tais defini¢oes sao truques.

Felizmente, nao sao truques; ou melhor, se o forem tal como estao, entao
podemos empenhar-nos honestamente para as tornar legitimas. Esse trabalho
honesto foi antecipado na Proposi¢ao 2.4, quando explicamos por que [ A
existe para qualquer A # (). Mas vamos explicité-lo.

Dada a Extensionalidade, se tentarmos definir C' como ({X : ¢(X)}, tudo
o que realmente pedimos é um objeto C que satisfaca o seguinte:

Vae(r € C VX (p(X) =z e X)) (*)

Suponhamos, agora, que existe algum conjunto, S, tal que ¢(S). Entdo, para
satisfazer Eq. (*), podemos simplesmente definir C' por Separa¢do, do seguinte
modo:

C={zeS:VX(p(X)—zeX)}.

Deixamos como exercicio verificar que esta definigdo produz Eq. (*), como de-
sejado. E esta estratégia geral permitir-nos-4 contornar qualquer uso aparente
da compreensao ingénua na definicao de interse¢bes. No caso particular que
nos levou a esta linha de raciocinio, nomeadamente o de cloy(0), eis como isso
funcionaria. Comegamos a prova de ?? ao notar que o € Im(f) U {o} e que
Im(f)U{o} é f-fechado. Assim, podemos definir o que queremos assim:

cloj(o) ={z € Im(f) U {o} : (VX 3 0)(X ¢é f-fechado — = € X)}.
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Capitulo 3

Ordinais

3.1 Introducgao

sthoordinalsiintro: NO Capitulo 2, postulamos que existe um estdgio infinito da hierarquia, na
¢ forma de Estdgios-atingem-o-infinito (ver também o nosso axioma do Infinito).
Contudo, dado FEstdgios-prosseqguem, nao podemos parar no estagio infinito;
temos de continuar. Assim: no estdgio seguinte ao primeiro estdgio infinito,
formamos todas as colegoes possiveis de conjuntos que estavam disponiveis no
primeiro estagio infinito; e repetimos; e repetimos; e repetimos; . . .
Implicitamente, o que aqui aconteceu foi comegarmos a invocar uma nogao
“intuitiva” de nuimero, segundo a qual podem existir ntimeros depois de todos
os nimeros naturais. Em particular, a nogao em causa é a de ordinal transfinito.
O objetivo deste capitulo é tornar esta ideia mais rigorosa. Exploraremos a
nogao geral de ordinal e depois definiremos explicitamente certos conjuntos
para serem os nossos ordinais.

3.2 A Ideia Geral de um Ordinal

sthiordinals:idea: Considere os niimeros naturais, na sua ordem habitual:

sec

0 <1 < 2 < 3 <4< 5H < --

Chamamos a isto, na giria, uma w-sucessao. E, de fato, esta ordenacao geral
espelha-se na nossa construcao inicial dos estdgios da hierarquia de conjuntos.
Mas suponha agora que movemos 0 para o fim desta sucessao, de modo que
fica depois de todos os outros nimeros:

1 < 2 <3 <4< 5H <2< 0

Temos aqui as mesmas entidades, mas ordenadas de modo fundamentalmente
diferente: a nossa primeira ordenacao nao tinha ltimo elemento; a nova tem.
De fato, a nova ordenagao consiste numa w-sucessao de entidades (1,2,3,4,5,...),
seguida de outra entidade. Sera uma sucessao do tipo w + 1.
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Podemos gerar ainda mais tipos de ordenagao, usando apenas estas entida-
des. Por exemplo, considere todos os ndmeros pares (na sua ordem natural)
seguidos de todos os impares (na sua ordem natural):

0 < 2 <4 << 1 < 3 < -+

Isto é uma w-sucessao seguida de outra w-sucessao; uma sucessao do tipo w+w.
Pois bem, podemos continuar. Mas o que gostarfamos é de ter uma forma
geral de entender esta linguagem sobre ordenacoes.

3.3 Boas Ordenacgoes

A nocao fundamental é a seguinte: sth:ordinals:wos

sec

Definigao 3.1. A relacdo < bem ordena A sse cumpre estas duas condigoes:
1. < é conexa, isto é, para todos a,b € A,oua<boua=0boub<a;

2. todo o subconjunto nao vazio de A tem um membro <-minimal, isto é,
se 0 #X C Aentao (Ime X)(Vz € X)z £ m

E facil ver que os trés exemplos que acabamos de considerar eram de fato
relagoes de boa ordenagao.

Problema 3.1. Secao 3.2 apresentou trés ordenacoes exemplo sobre os niimeros
naturais. Verifique que cada uma é uma boa ordenacao.

Eis algumas observagoes elementares mas extremamente importantes sobre
boa ordenagao.

Proposigao 3.2. Se < bem ordena A, entdo todo o subconjunto ndo vazio de sth:ordinals:wo:
A tem um inico membro <-minimo, e < € irreflexiva, assimétrica e transitiva. we:strictorder

Prova. Se X é um subconjunto nao vazio de A, tem um membro <-minimal
m, isto é, (Vz € X)z £ m. Como < é conexa, (Vz € X)m < z. Logo m é o
membro <-minimo de X.

Para a irreflexividade, fixe a € A; o membro <-minimo de {a} é a, logo
a ¢ a. Para a transitividade, se a < b < ¢, entdo como {a, b, ¢} tem um membro
<-minimo, a < ¢. A assimetria segue da irreflexividade e da transitividade O

Proposicao 3.3. Se < bem ordena A, entao para qualquer formula o(x): sth:ordinals:wo:

propwoinduction
se (Va € A)((Vb < a)p(b) — ¢(a)), entio (Va € A)p(a).
Prova. Provaremos a contrapositiva. Suponha —(Va € A)p(a), isto é, que
X ={zx € A:~p)} #0. Entdo X tem um membro <-minimal, a. Logo
(Vb < a)p(b) mas —(a). O
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sth:ordinals:iso:
sec

sth:ordinals:iso:

isoscompose

sth:ordinals:iso:
ordisoisequiv
sth:ordinals:iso:

ordisounique

Esta ultima propriedade deve recordar-lhe o principio de indugao forte nos
naturais, isto é: se (Vn € w)((Vm < n)p(m) — ¢(n)), entdo (Vn € w)p(n). E
esta propriedade torna a boa ordenagao numa nogao muito robusta.

3.4 Isomorfismos de Ordem

Para explicar qudo robusta é a boa ordenagao, comegaremos por introduzir um
método para comparar boas ordenagoes.

Definigao 3.4. Uma boa ordenagdo é um par (A, <), tal que < bem ordena
A. As boas ordenagoes (A, <) e (B, <) sdo isomorfas por ordem sse existe
uma bijecao f: A — B tal que: x < y sse f(z) < f(y). Neste caso, escrevemos
(A, <) 2 (B, <), e dizemos que f é um isomorfismo de ordem.

Daqui em diante, por brevidade, falaremos em “isomorfismos” em vez de “iso-
morfismos de ordem”. Intuitivamente, os isomorfismos sao bijecoes que preser-
vam estrutura. Eis alguns fatos simples sobre isomorfismos.

Lema 3.5. Composicoes de isomorfismos sao isomorfismos, isto é: se f: A —
B e g: B— C sao isomorfismos, entao (go f): A — C é um isomorfismo.

Problema 3.2. Prove Lema 3.5.
Prova. Fica como exercicio. O
Corolario 3.6. X 2Y ¢ uma relagao de equivaléncia.

Proposicao 3.7. Se (A,<) e (B, <) sdo boas ordenagées isomorfas, entio o
isomorfismo entre elas € unico.

Prova. Sejam f e g isomorfismos A — B. Provaremos o resultado por indugao,
isto é, usando Proposicao 3.3. Fixe a € A, e suponha (para inducao) que
(Vb < a)f(b) = g(b). Fixe x € B.

Se x< f(a), entdo f~1(z) < a, logo g(f~*(x))<g(a), invocando o fato de f e
g serem isomorfismos. Mas como f~!(z) < a, pela suposi¢io z = f(f~1(z)) =
g(f~(z)). Logo x < g(a). Analogamente, se x < g(a) entdo x < f(a).

Generalizando, (Vz € B)(x < f(a) <>z < g(a)). Segue que f(a) = g(a) por
??. Logo (Va € A)f(a) = g(a) por Proposicao 3.3. O

Isto d4 alguma ideia de que as boas ordenagoes sao robustas. Mas para conti-
nuar a explicar isto, convém introduzir mais notagao.

Definicao 3.8. Quando (4, <) é uma boa ordenagao com a € A, seja A, =
{r € A: x < a}. Dizemos que A, é um segmento inicial préprio de A (e
permitimos que o préprio A seja um segmento inicial impréprio de A). Seja
<4 arestricao de < ao segmento inicial, isto é, < FAg-

ILembrete: todas as férmulas podem ter pardmetros (salvo indicagdo em contrério).
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Com esta notagdo, podemos enunciar e provar que nenhuma boa ordenacao é
isomorfa a nenhum dos seus segmentos iniciais proprios.

Lema 3.9. Se (A, <) é uma boa ordenagdo com a € A, entdo (A, <) 2
(Aa; <a)

Prova. Por redugao ao absurdo, suponha f: A — A, um isomorfismo. Como f
é uma bijegao e A, C A, usando Proposigao 3.2 seja b € A 0 membro <-minimo
de A tal que b # f(b). Mostraremos que (Vo € A)(x < b+ = < f(b)), donde
seguird, por 7?7, que b = f(b), completando a reducdo ao absurdo.

Suponha z < b. Logo z = f(z), pela escolha de b. E f(x) < f(b), por f ser
um isomorfismo. Logo = < f(b).

Suponha z < f(b). Logo f~1(x) < b, por f ser um isomorfismo, e portanto
f~Y(z) = z pela escolha de b. Logo = < b. O

O nosso resultado seguinte mostra, grosso modo, que um “segmento inicial”
de um isomorfismo é um isomorfismo:

Lema 3.10. Sejam (A, <) e (B, <) boas ordenagées. Se f: A — B € um
isomorfismo e a € A, entio f[4, : Aa — Bjya) € um isomorfismo.

a
Prova. Como f é um isomorfismo:

flAa) = fl{z € A:z < a}]
=fH{f ') eA: f(y) <al]
={ye B:y<f(a)}
= B

E fl4, preserva a ordem porque f preserva. O

Os nossos dois resultados seguintes estabelecem que as boas ordenacoes sao
sempre comparaveis:

sth:ordinals:iso:

wellordnotinitial

sth:ordinals:iso:

wellordinitialsegment

Lema 3.11. Sejam (A, <) e (B, <) boas ordenagdes. Se (Aq,, <a,) = (Bb,, <p, )sthiordinalsiiso:

e (Aay, <ay) = (Bby, <v,), entdo a; < az sse by < by

Prova. Provaremos da esquerda para a direita; a outra direcdo é andloga. Su-
ponha ambos (Ag,, <ay) = (Bpy, <b,) € (Agy, <az) = (Boy, <py), com f: Ay, —
By, o nosso isomorfismo. Seja a1 < ag; entao (Aa,, <a;) = (Bf(ay)> <f(ay)) POT
Lema 3.10. Logo (By,, <t,) = (Bf(a,)s <f(ay))s © portanto by = f(a1) por
Lema 3.9. Ora, by < ba pois o dominio de f é By,. O

lemordsegments

Teorema 3.12. Dadas quaisquer duas boas ordenacdes, uma € isomorfa a um sth-ordinals:iso:

segmento inicial (ndo necessariamente préprio) da outra.
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sth:ordinals:vn:
sec

Prova. Sejam (A, <) e (B, <) boas ordenagoes. Usando a Separacdo, seja
f={{a,b) e Ax B:{A,,<,) = (Byp,<p)}

Por Lema 3.11, a; < ag sse by < by para todos (a1, b1),{a2,b2) € f. Logo
f:dom(f) = Im(f) é um isomorfismo.

Se ag € dom(f) e a1 < ag, entdo a; € dom(f) por Lema 3.10; logo dom(f)
é um segmento inicial de A. Analogamente, Im(f) é um segmento inicial de B.
Por redugao ao absurdo, suponha que ambos sao segmentos iniciais prdprios.
Entao seja a o membro <-minimo de A \ dom(f), de modo que dom(f) = A,,
e seja b o membro <-minimo de B \ Im(f), de modo que Im(f) = B;. Logo
f: Ay = By é um isomorfismo, e portanto (a,b) € f, contradicao. O

3.5 Construcao de Von Neumann dos Ordinais

Teorema 3.12 sugere uma ideia. Poderiamos introduzir certos objetos, chama-
dos tipos de ordem, para servirem de representantes das boas ordenagoes. Es-
crevendo ord(A, <) para o tipo de ordem da boa ordenagao (A, <), gostarfamos
de garantir os dois principios seguintes:

ord(4, <) = ord(B, <) sse (A, <) = (B, <)
ord(A4, <) < ord(B, <) sse (A, <) = (By, <p) para algum b € B

Além disso, poderiamos esperar introduzir tipos de ordem como certos conjun-
tos, tal como podemos introduzir os ntimeros naturais como certos conjuntos.
A forma mais comum de o fazer—e a abordagem que seguiremos—¢é definir
estes tipos de ordem via certos conjuntos bem ordenados candnicos. Estes
conjuntos canoénicos foram introduzidos pela primeira vez por von Neumann:

Definigao 3.13. O conjunto A ¢ transitivo sse (Vo € A)z C A. Entdo A é um
ordinal sse A é transitivo e bem ordenado por €.

Daqui em diante, usaremos letras gregas para ordinais. Segue-se imediatamente
da defini¢do que, se o é um ordinal, entéo {(«, €,) é uma boa ordenagéo, onde
€o= {{z,y) € a® : x € y}. Assim, abusando um pouco da notacio, podemos
dizer que o préprio a é uma boa ordenacao.

Eis os primeiros ordinais:

0,10}, {0, {0}}, {0, {0}, {0, {0} }},...

Repare que estes sao precisamente os primeiros ordinais que encontramos no
nosso Axioma do Infinito, isto é, na definicio de von Neumann de w (ver
Segao 2.6). Isto nao é coincidéncia. A definigdo de von Neumann dos ordi-
nais trata os nimeros naturais como ordinais, mas permite também ordinais
transfinitos.

Como sempre, podemos agora perguntar: sdo estes os ordinais? Ou von
Neumann deu-nos apenas alguns conjuntos que podemos tratar como os ordi-
nais? O tipo de discussoes que se podem ter sobre esta questao é semelhante
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as que tivemos na 77, 77, 77, e Secao 2.8, pelo que nao insistiremos no ponto.
Em vez disso, daqui em diante usaremos “os ordinais” para falar dos “ordinais
de von Neumann”.

3.6 Propriedades Basicas dos Ordinais

Observamos que os primeiros ordinais sdo os nimeros naturais. A razdo prin-
cipal para desenvolver uma teoria dos ordinais é alargar o principio de inducao
que vale nos niimeros naturais. Iremos construir isso através duma sucessao de
resultados elementares.

Lema 3.14. Todo o membro de um ordinal é um ordinal.

Prova. Seja o um ordinal com b € a. Como « é transitivo, b C «. Logo € bem
ordena b pois € bem ordena a.

Para ver que b é transitivo, suponha € ¢ € b. Logo ¢ € « pois b C «.
Outra vez, como « é transitivo, ¢ C «, de modo que = € «. Logo z,c,b € a.
Mas € bem ordena «, logo € é uma relacao transitiva em « por Proposigao 3.2.
Logo, como x € c € b, temos x € b. Generalizando, ¢ C b O

Corolario 3.15. a={f € «a:f é um ordinal}, para qualquer ordinal o
Prova. Imediato a partir de Lema 3.14. O

A ideia grosseira dos dois resultados principais seguintes, Teorema 3.16 e
Teorema 3.17, é que os ordinais eles préprios sao bem ordenados por pertenca:

Teorema 3.16 (Indugao Transfinita). Para qualquer formula ¢(x):
se Jap(a), entdo Ja(p(a) A (VB € a)—p(B))

onde os quantificadores exibidos ficam implicitamente restritos a ordinais.

Prova. Suponha ¢(«), para algum ordinal «. Se (V3 € a)—¢(8), terminamos.
Caso contrario, como « é um ordinal, tem um membro €-minimo que verifica
©, € este é um ordinal por Lema 3.14. O

Repare que podemos exprimir igualmente Teorema 3.16 como o esquemas:
se Ya((VB € a)p(B) = ¢(a)), entao Yap(a)

tomando simplesmente —¢(«) no Teorema 3.16, e depois fazendo manipulagoes
l6gicas elementares.

Teorema 3.17 (Tricotomia). « € fVa = VS € «, para quaisquer ordinais

a e f.
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sth:ordinals:basic:

buraliforti

Prova. A prova é por dupla inducdo, isto é, usando Teorema 3.16 duas vezes.
Diga-se que = é compardvel com y sse x e yVr=yVy € T.

Para a indugao, suponha que todo o ordinal em « é comparavel com todo
o ordinal. Para uma segunda indugao, suponha que a é comparavel com todo
o ordinal em B. Mostraremos que « é comparavel com (3. Por inducao em S,
seguird que a é comparavel com todo o ordinal; e por inducao em «, todo o
ordinal é comparédvel com todo o ordinal, como pretendido. Basta supor que
a ¢ pefé¢a,emostrar que o = f.

Para mostrar que a C 3, fixe v € «; este é um ordinal por Lema 3.14.
Logo, pela primeira hipdtese de indugao, v é comparavel com . Mas se v = (3
ou B € v entdo S € « (invocando a transitividade de « se necessdrio), contra a
suposigao; logo v € 8. Generalizando, o C f3.

Raciocinio exatamente analogo, usando a segunda hipétese de indugao, mos-
tra que 8 C a. Logo a = (. O

Assim, por vezes escreveremos « < 3 em vez de a € 3, j4 que € se comporta
como relagao de ordem. Nao hé razoes profundas para além da familiaridade,
e porque é mais facil escrever a« < S do que o € BV o = 8.2

FEis duas consequéncias rapidas dos dltimos resultados, a primeira das quais
poe a nova notagao em pratica:

Coroldrio 3.18. Se Jap(a), entdo Ja(p(a) ANVB(p(B) = a < B8)). Além
disso, para quaisquer ordinais a, 3,7, tanto o ¢ o como a« € f € v — « € 7.

Prova. Tal como Proposicao 3.2. O

Problema 3.3. Complete o raciocinio “exatamente analogo” na prova de Te-
orema 3.17.

Corolério 3.19. A € um ordinal sse A é um conjunto transitivo de ordinais.

Prova. Da esquerda para a direita. Por Lema 3.14. Da direita para o es-
querda. Se A é um conjunto transitivo de ordinais, entdo € bem ordena A por
Teorema 3.16 e Teorema 3.17. [

Agora, descrevemos Teorema 3.16 e Teorema 3.17 como dizendo que € bem
ordena os ordinais. Contudo, temos de ser muito cautelosos com este tipo de
afirmagao, gragas ao resultado seguinte:

Teorema 3.20 (Paradoxo de Burali-Forti). Ndo existe conjunto de todos
o0s ordinais

Prova. Por redugao ao absurdo, suponha O o conjunto de todos os ordinais.
Se a € f € O, entao o é um ordinal, por Lema 3.14, logo o« € O. Logo
O é transitivo, e portanto O é um ordinal por Coroldrio 3.19. Dai O € O,
contradizendo Corolario 3.18. O

2Poderfamos escrever a € 3; mas isso seria totalmente nio convencional.
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Este resultado deve o nome a . Mas foi Cantor em 1899—mnuma
carta a Dedekind—quem viu pela primeira vez com clareza a contradi¢ao em
supor que existe um conjunto de todos os ordinais. Como van Heijenoort
explica:

O proprio Burali-Forti considerou a contradigao como estabele-

cendo, por reductio ad absurdum, o resultado de que a ordenacao

natural dos ordinais é apenas uma ordenacao parcial. ( ,
, p. 105)

Deixando de lado o erro de Burali-Forti, podemos resumir o precedente como
segue. Os ordinais sdo conjuntos que individualmente sdo bem ordenados por
pertenga, e coletivamente sdo bem ordenados por pertenga (sem coletivamente
constituirem um conjunto).

Para concluir, eis mais propriedades bésicas dos ordinais que seguem de
Teorema 3.16 e Teorema 3.17.

Proposigao 3.21. Toda a sucessdo estritamente descendente de ordinais € fi-
nita.

Prova. Toda a sucessao infinita estritamente descendente de ordinais ag >
a1 > a9 > ... nao tem membro <-minimo, contradizendo Teorema 3.16. O

Proposigao 3.22. a C gV B C «, para quaisquer ordinais «, 3. sthrordinals:basic:
ordinalsaresubsets

Prova. Se o € 3, entdo o C 3 pois f é transitivo. Analogamente, se 8 € «,

entao § C a. Ese a = (3, entdo o C f e 8 C a. Logo, por Teorema 3.17

terminamos. O

Proposigao 3.23. a = sse a = 3, para quaisquer ordinais o, 3. sth:ordinals:basic:

ordisoidentity

Prova. Os ordinais sao boas ordenacgoes; logo isto é imediato da Tricotomia
(Teorema 3.17) e de Lema 3.9. O

Problema 3.4. Prove que, se cada membro de X é um ordinal, entdo |J X € sthordinalsbasic:
um Ordinal probunionordinalsordinal

3.7 Substituicao

Na Secao 3.5, motivamos a introducao dos ordinais ao sugerir que os poderiamos sth:ordinals:replacement:
tratar como tipos de ordem, isto é, como representantes candnicos de boas or- *°
denacgoes. Para que isso funcione, seria preciso provar que toda a boa ordenac¢ao
€ isomorfa a algum ordinal. Isso permitiria definir ord(A4, <) como o ordinal «
tal que (A4, <) = «.
Infelizmente, ndo podemos provar o resultado desejado apenas com os axi-
omas introduzidos até aqui. (Veremos por que em Se¢ao 5.2, mas por agora
basta: nao podemos.) Precisamos de uma ideia nova, e eis-a:
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Esquema de Substituicao (Esquema de Substituicao). Para qualquer férmula
o(z,y), o seguinte é um axioma:

para qualquer A, se (Vz € A)Ily p(x,y), entdo {y : (Fz € A)p(x,y)}
existe.

Como na Separacao, isto é um esquema: produz infinitamente muitos axio-
mas, um para cada uma das infinitas ¢ distintas. E pode igualmente ser (e
normalmente é) escrito assim:

Para qualquer férmula (z,y) que ndao contenha “B”, o seguinte é um
axioma:

VA[(Vz € A)Aly p(x,y) = IBVy(y € B+ (Fz € A)p(x,y))]

A primeira vista, contudo, esta é uma férmula bastante intrincada. A con-
sequéncia imediata seguinte da Substituicao d4 provavelmente uma expressao
mais clara & ideia intuitiva com que trabalhamos:*

Corolario 3.24. Para qualquer termo 7(x), e qualquer conjunto A, este con-
jJunto existe:

{r(z):z e A} ={y: (Fx € A)y =7(x)}.

Prova. Como 7 é um termo, VYa3ly 7(x) = y. A fortiori, Yz € A)Iyr(z) =y.
Logo {y : (3z € A)7(x) = y} existe pela Substituicao. O

Isto sugere que “Substituicao” é um bom nome para o axioma: dado um con-
junto A, pode formar um novo conjunto, {7(z) : € A}, substituindo cada
membro de A pela sua imagem sob 7. De fato, seguindo a notagao para
a imagem de um conjunto sob uma fungdo, poderiamos escrever 7[A] para
{r(z) :x € A}.

O essencial, porém, é que 7 é um termo. Nao tem de ser (um nome de) uma
func¢do, no sentido de 77, isto é, um certo conjunto de pares ordenados. Afinal,
se f é uma fungdo (nesse sentido), entdo o conjunto f[A] = {f(z) : x € A} é
apenas um subconjunto particular de Im(f), e isso jd estd garantido a existir
apenas com os axiomas de Z~.* A Substituicdo, em contraste, é um acréscimo
poderoso aos nossos axiomas, como veremos no Capitulo 5.

3Um termo é uma expressio que designa exatamente um objeto (em qualquer instanciagio
das suas varidveis livres). Por exemplo, “” é um termo que designa o conjunto vazio; “{z}”
é um termo que designa o singular de z (seja qual for z); “z Uy” é um termo que designa a
unido de z e de y (sejam quais forem).

4Baste considerar {y € JU f: 3z € A)y = f(z)}.
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3.8 ZF : um marco

A questao de como justificar o Esquema de Substituigao (se é que o justifica-
mos) nao é linear. Como tal, a reservamos para o Capitulo 5. No entanto, com
a adicao da Substituicao, atingimos outro marco importante. Dispomos agora
de todos os axiomas necessarios para a teoria ZF . Em detalhe:

Definicao 3.25. A teoria ZF~ tem estes axiomas: Extensionalidade, Unido,
Pares, Conjuntos das Partes, Infinito, e todas as instancias dos esquemas de
Separagao e Substituicao. Por outras palavras, ZF~ acrescenta a Substituigao
aZ™.

Isto designa a teoria de conjuntos de Zermelo—Fraenkel (menos algo que ve-
remos mais adiante). Fraenkel recebe a honra, uma vez que lhe é atribuida
a formulacao da Substituicao em , embora a primeira formulagao precisa
seja devida a ( ).

3.9 Ordinais como Tipos de Ordem

Armados com a Substituicao, e portanto trabalhando agora em ZF ™, podemos
finalmente provar o resultado a que vimos aspirando:

Teorema 3.26. Toda a boa ordenagdo € isomorfa a um unico ordinal.

Prova. Seja (A, <) uma boa ordenagado. Por Proposicao 3.23, é isomorfa no
méximo a um ordinal. Logo, por redugéo ao absurdo, suponha que (A4, <) ndo
é isomorfa a nenhum ordinal. Comegaremos por “tornar (A4, <) o mais pequena
possivel”. Em detalhe: se algum segmento inicial préprio (A4,,<,) nao for
isomorfo a nenhum ordinal, existe um a € A minimo com essa propriedade;
entdo seja B = A, e < = <,. Caso contrério, seja B=Ae < = <.

Por definicao, todo o segmento inicial proprio de B é isomorfo a algum
ordinal, que é inico como acima. Logo, pela Substituicao, o conjunto seguinte
existe, e é uma funcao:

f={(B,b):be Bep=(By<p)}

Para completar a reducao ao absurdo, mostraremos que f é um isomorfismo
a — B, para algum ordinal «.

E 6bvio que Im(f) = B. E por Lema 3.11, f preserva a ordenacao, isto
é, v € B sse f(v) < f(B). Para mostrar que dom(f) é um ordinal, por Co-
rolario 3.19 basta mostrar que dom(f) é transitivo. Fixe entdo 8 € dom(f),
isto é, B = (By, <) para algum b. Se v € 3, entao v € dom(f) por Lema 3.10;
generalizando, 8 C dom(f). O

Este resultado autoriza a definigao seguinte, que queriamos apresentar desde
Secao 3.5:
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Definicao 3.27. Se (A, <) é uma boa ordenagao, entdo o seu tipo de ordem,
ord(4, <), é o tinico ordinal « tal que (4, <) = a.

Além disso, esta definicdo autoriza dois principios convenientes:
Coroldrio 3.28. Sendo (A,<) e (B, <) boas ordenagdes:
ord(A4, <) = ord(B, <) sse (A,<) = (B, <)
ord(A4, <) € ord(B, <) sse (A, <) = (By, <p) para algum b € B

Prova. A identidade vale por Proposicao 3.23. Para provar a segunda afirmagao,
seja ord(4, <) = aeord(B, <) = §, e seja f: f — (B, <) o nosso isomorfismo.
Entao:

a € fBsse fl,: a— Bj) ¢ um isomorfismo
sse (A, <) = (Bf(a): <f(a)
sse (A, <) = (By, <p) para algum b € B

por Proposicao 3.7, Lema 3.10, e Corolério 3.15. O

3.10 Ordinais Sucessores e Limites

Nos proximos capitulos, usaremos muito os ordinais. Por isso convém introdu-
zir algumas nogoes simples.

Definigao 3.29. Para qualquer ordinal a, o seu sucessor é a™ = a U {a}.
Dizemos que o é um ordinal sucessor se 3+ = « para algum ordinal 3. Dizemos
que « é um ordinal limite sse & nao é nem vazio nem um ordinal sucessor.

O resultado seguinte mostra que esta é a nogao certa de sucessor:
Proposigao 3.30. Para qualquer ordinal o:

1. aeat;

2. at € um ordinal;

3. ndo existe ordinal B tal que o € B € ™.

Prova. Trivialmente, @ € a U {a} = aT. Igualmente, a™ é um conjunto
transitivo de ordinais, e portanto um ordinal por Corolédrio 3.19. E é impossivel
que a € 3 € a™, pois entdo ou B € a ou 8 = a, contradizendo Coroldrio 3.18.0]

Isto autoriza também uma variante de prova por indugao transfinita:

Teorema 3.31 (Indugao Transfinita Simples). Seja p(z) uma férmula
tal que:

1. o(0); e
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2. para qualquer ordinal a, se p(a) entio p(a™); e
3. se a € um ordinal limite e (V5 € a)p(f), entdo p(a).

Entdo Vap(a).

Prova. Provamos a contrapositiva. Logo, suponha que existe algum ordinal
para o qual vale —; seja v o menor tal ordinal. Entdo ou v =0, ou v = o™
para algum « tal que ¢(«); ou v é um ordinal limite e (V3 € v)p(5). O

Um ultimo bocado de notagao serd util mais adiante:

Defini¢ao 3.32. Se X é um conjunto de ordinais, entéo lsub(X) = [J,cx a™.

Aqui, “Isub” abrevia “least strict upper bound” (majorante superior estrito
minimo).> O resultado seguinte explica isto:

Proposicao 3.33. Se X é um conjunto de ordinais, lsub(X) é o menor ordinal
estritamente maior do que todo o ordinal em X.

Prova. Seja Y = {a® : @ € X}, de modo que lsub(X) = [JY. Como os
ordinais sao transitivos e todo o membro de um ordinal é um ordinal, 1sub(X)
é um conjunto transitivo de ordinais, e portanto um ordinal por Corolério 3.19.
Se a € X, entao at € Y, logo at C |JY = Isub(X), e portanto a €
Isub(X). Logo lsub(X) é estritamente maior do que todo o ordinal em X.
Inversamente, se a € lsub(X), entdo o € 87 € Y para algum 3 € X, de
modo que a < 8 € X. Logo lsub(X) é o majorante superior estrito minimo de
X. O

5 Alguns livros usam “sup(X)” para isto. Mas outros usam “sup(X)” para o majorante
superior n@o estrito minimo, isto ¢é, simplesmente J X. Se X tem um maior elemento, «,
estas nocdes divergem: o majorante superior estrito minimo é at, enquanto o majorante
superior nao estrito minimo é apenas a.
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Capitulo 4

Estagios e postos

4.1 Definindo os estagios como os V,

No Capitulo 3, definimos boas ordenagées e os ordinais (de von Neumann).
Neste capitulo, usaremos isto para caracterizar a prépria hierarquia de con-
juntos. Para tal, recordemos que na Secao 3.10 definimos a nogao de ordinal
sucessor e ordinal limite. Usamos estas ideias na definigdo seguinte:

Definicao 4.1.

Vo=10
Vor = p(Va) para qualquer ordinal o
Vo = U vV, quando « é um ordinal limite
<«

Serd uma definicdo por recursdo transfinita nos ordinais. A este respeito,
convém comparar com definicdes recursivas de funcdes nos ntimeros naturais.’
Como ao tratar dos nimeros naturais, define-se um caso base e casos sucessor;
mas ao tratar de ordinais, também precisamos de descrever o comportamento
nos casos limite.

Esta definicao dos V,, serd um marco importante. Motivamos informalmente
a nossa hierarquia de conjuntos como formando conjuntos por estdgios. Os V,
sao, em efeito, precisamente esses estagios. Importa, contudo, que se trata de
uma caracterizacao interna dos estagios. Em vez de sugerir um possivel modelo
da teoria, teremos definido os estagios dentro da nossa teoria dos conjuntos.

4.2 Teorema(s) de recursao transfinita

O primeiro passo é, contudo, confirmar que Definicao 4.1 é uma definicao bem
sucedida. De modo mais geral, precisamos de provar que qualquer tentativa de

1Cf. as definicbes de adicdo, multiplicacdo e exponenciacdo em ?7.
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definir por recursao transfinita (transfinita) tera éxito. Esse é o objetivo deste
texto.

Aviso: este material € delicado. A licdo geral, no entanto, é bem simples:
a indugao transfinita mais o Esquema de Substituicao garantem a legitimidade
de (varias versdes da) recursio transfinita.”

Definicao 4.2. Seja 7(z) um termo; seja f uma fungdo; seja o um ordinal.
Dizemos que f é uma aprozima¢do de ordem « para 7 sse dom(f) = « e

(VB € a)f(B) =7(f1p)-

Lema 4.3 (Recursao limitada). Para qualquer termo 7(x) e qualquer or- sihspinerecursion:
dinal o, existe uma Unica aproximacdo de ordem o para T. transrecursionfun

Prova. Mostraremos que, para qualquer v < «, existe uma unica aproximagao
de ordem ~.

Comegamos por estabelecer a unicidade. Sejam g e h (respetivamente)
aproximagoes de ordem v e §. Uma inducao transfinita nos seus argumentos
mostra que ¢g(8) = h(8) para qualquer 8 € dom(g) N dom(h) = yNJ§ =
min(v,d). Logo as aproximagoes sao tnicas (se existem) e coincidem em todos
os valores.

Para estabelecer a existéncia, usamos agora uma indugao transfinita simples
(Teorema 3.31) nos ordinais ¢ < a.

A fungao vazia é trivialmente uma aproximagao de ordem ().

Se g é uma aproximagio de ordem =, entdo g U {{v,7(g))} é uma apro-
ximacdo de ordem ~7.

Se v é um ordinal limite e g5 é uma aproximacao de ordem J para todo o
6 < v, seja g = U5€'y gs. Isto é uma funcdo, pois as varias gs coincidem em
todos os valores. E se § € v entao g(d) = gs+(0) = 7(gs+[s) = 7(g15)-

Isto completa a prova por inducao transfinita. O

Se nos permitirmos definir um termo em vez de uma funcao, podemos retirar
a cota a do resultado anterior. No enunciado e na prova do resultado seguinte,
quando ¢ é um termo, definimos o[, = {(3,0(8)) : B € a}.

Teorema 4.4 (Recursao geral). Para qualquer termo 7(x), podemos defi- sthispine:recursion:
nir explicitamente um termo o(x) tal que o(a) = 7(ol,) para qualquer ordi- trensrecursionschema
nal a.

2Lembrete: todas as férmulas e termos podem ter parametros (salvo indica¢do em
contrdrio).
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Prova. Para cada a, por Lema 4.3 existe uma tnica aproximacao de ordem «,
fa, para 7. Definimos o(a) como fq+(a). Ora:

o(a) = for(a)
=T7(fa+la)
=7({(B, fa+ (B)) : B € a})
({(B, fs+(B)) : B € a})
(ola)

|
q

I
\‘

=T

notando que fz+(8) = fo+(B) para todo o § < a, como no Lema 4.3. O

Notemos que Teorema 4.4 é um esquema. Crucialmente, nao podemos esperar
que o defina uma funcao, isto é, um certo tipo de conjunto, pois entdo dom(o)
seria o conjunto de todos os ordinais, contradizendo o paradoxo de Burali-Forti
(Teorema 3.20).

Ainda falta mostrar, contudo, que Teorema 4.4 justifica a nossa definigao
dos V,,. Isto pode nao ser 6bvio de imediato; mas tornar-se-4 claro com uma
ultima versao simples da recursao transfinita.

Teorema 4.5 (Recursao simples). Para quaisquer termos 7(x) e 6(z) e
qualquer conjunto A, podemos definir explicitamente um termo o(x) tal que:

o) =A
0(0é+) =7(0(a)) para qualquer ordinal o
o(a) =0(Im(ol,)) quando « é um ordinal limite

Prova. Comegamos por definir um termo, £(z), do seguinte modo:

A se x nao é uma fungao cujo
£(x) dominio é um ordinal; caso contrario:
xT) =

7(z(a)) se dom(z) = at

O(Im(z)) se dom(z) é um ordinal limite

Por Teorema 4.4, existe um termo o(z) tal que o(a) = £(o[,) para todo o
ordinal «; além disso, o, € uma funcao com dominio ae. Mostramos que o tem
as propriedades pretendidas, por indugdo transfinita simples (Teorema 3.31).

Primeiro, o(f) = £(0) = A.

Segundo, o(at) = £(o],+)

Por fim, o(a) = &(o],) =6

(0 1o+ (@) = T(o(a)).

=7
(Im(ol,)), quando « é limite. O

Ora, para justificar Definigao 4.1, basta tomar A = 0, 7(x) = p(z) e 6(z) =
(Jz. Por fim, isto justifica a defini¢ao dos V!
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4.3 Propriedades basicas dos estagios

Para evidenciar a importancia fundacional da definicao dos V,,, apresentaremos
alguns resultados bésicos sobre eles. Comecamos com uma definicdo:?

Definigao 4.6. O conjunto A é potente sse Va((Jy € A)x Cy —x € A).
Lema 4.7. Para cada ordinal o:

1. Cada V, € transitivo.

2. Cada V, é potente.

3. Sew € a, entdo V, € V,, (e portanto também V, C V., por (1))

Prova. Provamos isto por indugao transfinita (simultinea). Para a indugao,
supomos que (1)—(3) valem para cada ordinal 5 < .

O caso a = () é trivial.

Suponhamos a = *. Para mostrar (3), se v € « entao V, C V3 por
hipétese, logo V, € p(V3) = V. Para mostrar (2), suponhamos A C B € V,,
isto é, A C B C Vp; entdo A C Vg, logo A € V,. Para mostrar (1), notemos
quesex € A €V, temos A C Vg, logo x € V3, logo  C Vs pois Vj é transitivo
por hipétese, e assim z € V.

Suponhamos que « é um ordinal limite. Para mostrar (3), se v € « entéo
v €T € a, de modo que V,, € V,+ por hipétese, logo V,, € Uﬁea Vs = V,.
Para mostrar (1) e (2), basta observar que uma uniao de conjuntos transitivos
(respetivamente, potentes) é transitiva (respetivamente, potente). O

Lema 4.8. Para cada ordinal o, V,, ¢ V.

Prova. Por indugao transfinita. Evidentemente Vi ¢ Vj.

Se Vot € Vor = p(Va,), entdo Vo+ C V,; e como V,, € V+ por Lema 4.7,
temos V,, € V,. Reciprocamente: se V,, ¢ V,, entao V,+ ¢ V+

Se o é limite e V,, € V,, = UBEa Vs, entdo V,, € V3 para algum § €
a; mas entdo também Vg € V,, logo Vi € Vg por Lema 4.7 (duas vezes).
Reciprocamente, se Vg ¢ Vs para todo o 8 € «, entao V, ¢ V,. O

Corolario 4.9. Para quaisquer ordinais o, B: oo € 3 sse Vo € Vi

Prova. Lema 4.7 d4 um sentido. Reciprocamente, suponhamos V,, € V3. Entao
a # [ por Lema 4.8; ¢ f ¢ «, pois caso contrario terfamos Vg € V, e logo
Vs € Vi por Lema 4.7 (duas vezes), contradizendo Lema 4.8. Logo o € 8 por
tricotomia. O

3N3zo hé terminologia padrao para <potentes; este é o nome usado por ( ).

34 set-theory rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.

sth:spine:Valphabasic:
sec

sth:spine: Valphabasic:
Valphabasicprops

sth:spine: Valphabasic:
Valphatrans

sth:spine: Valphabasic:
Valphapotent

sth:spine: Valphabasic:
Valphacum

sth:spine: Valphabasic:
Valphanotref


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Tudo isto permite pensar em cada V, como o a-ésimo estagio da hierarquia.
Eis a razao.

Certamente os nossos V,, podem ser vistos como formados num processo
iterativo, pois o uso de ordinais acompanha a nocao de iteragdo. Além disso,
se um estégio é formado antes do outro, isto é, Vg € V,, isto é, 5 € a, entao
0 nosso processo de formacao é cumulativo, pois Vg C V,. Finalmente, es-
tamos de fato a formar todas as cole¢Ges possiveis de conjuntos que estavam
disponiveis em qualquer estagio anterior, pois qualquer estagio sucessor V,+ é
o conjunto poténcia do seu predecessor V.

Em resumo: com ZF ™, estamos quase a terminar de articular a nossa visao
da hierarquia cumulativa e iterativa de conjuntos. (Embora, naturalmente,
ainda precisemos de justificar o Esquema de Substituigao.)

4.4 Fundacgao

sth:spine:foundation: Histamos apenas quase concluidos—e nao totalmente concluidos—porque nada
*° em ZF~ garante que todo o conjunto estd em algum V,, isto é, que todo o
conjunto é formado em algum estagio.

H4, contudo, um sentido (matemdtico) bastante direto em que néo importa
se existem conjuntos fora da hierarquia. (Se os houver, podemos simples-
mente ignord-los.) Mas motivamos o nosso conceito de conjunto com a ideia
de que todo o conjunto é formado em algum estigio (ver Estdgios-sdo-chave
na Secao 2.1). Logo queremos excluir a possibilidade de conjuntos que caem
fora da hierarquia. Por conseguinte, devemos acrescentar um novo axioma, que
assegura que todo o conjunto surge em algum lugar da hierarquia.

Uma vez que os V, sao os nossos estagios, poderiamos simplesmente consi-
derar acrescentar o seguinte como axioma:

Regularidade. VAo A C V,

Seria uma abordagem perfeitamente razoavel. Contudo, por razoes que se
explicarao adiante, adotaremos antes um axioma alternativo:

Fundagao (Fundagao). (VA #()(3B € A)AN B = 0.

Com algum trabalho, podemos mostrar (em ZF ™) que a Fundagao implica
a Regularidade:

Definigao 4.10. Para cada conjunto A, definimos:
clo(A4) = A,
clpt1(A) = U cl,(4),
trel(A) = U clp(4).

n<w

Chamamos a trcl(A4) o fecho transitivo de A.
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O nome <«<fecho transitivo> é adequado:

Proposicao 4.11. A C trcl(A) e trcl(A) é um conjunto transitivo. sthispine:foundation:

subsetoftrel

Prova. Evidentemente A = clg(A4) C trcl(A). E se z € b € trcl(A), entdo
b € cl,(A) para algum n, logo x € cl,41(A) C trcl(A). O

Lema 4.12. Se A é um conjunto transitivo, entdo existe algum « tal que sth:spine:foundation:
A C V lem: Transitive WellFounded
= (o4

Prova. Recordando a definigao de <lsub(X)» em Defini¢ao 3.32, definimos dois
conjuntos:

D={zeA:V5z ¢ Vs}
a=lsub{d: 3z € A)(x CVsA(Vyed)z L V4)}

Suponhamos D = ). Se x € A, entao existe algum ¢ tal que z C V; e, pela
boa ordenagao dos ordinais, (Vy € d)x € V4; logo § € v e assim x € V,, por
Lema 4.7. Logo A C V,, como pretendldo

Basta pois mostrar que D = (). Por reducao ao absurdo, suponhamos o
contrario. Pela Fundacao, existe algum B € D C A tal que DN B = (. Se
x € B entdao x € A, pois A é transitivo, e como x ¢ D, segue que 3§ = C Vj.
Seja agora

B=1sub{d: (3z € B)(x C V5 A (Vy <&z € V,)}
Como antes, B C Vj, contradizendo a afirmacao de que B € D. O

Teorema 4.13. A Regulm“idade vale. sth:spine:foundation:
zfentailsregularity

Prova. Fixemos A; agora A C trcl(A) por Proposigao 4.11, que é transitivo.

Logo existe algum « tal que A C trcl(A) C V,, por Lema 4.12 O

Estes resultados mostram que ZF ™~ prova a implicacao Funda¢cao = Regularidade.
Em Proposicao 4.22, mostraremos que ZF~ prova Regularidade = Fundacao.
Como tal, a Fundagao e a Regularidade sdo equivalentes (médulo ZF ™). Mas
isto significa que, dado ZF ™, podemos justificar a Fundagao notando que é
equivalente a Regularidade. E podemos justificar a Regularidade de imediato
com base em FEstdgios-sao-chave.

4.5 7 e ZF: um marco
Com a Fundagao, atingimos outro marco importante. Consideramos as teorias sth:spine:af:

— — . . . . sec
Z~ ¢ ZF ™, que dissemos ser certas teorias «menos> alguma coisa. Essa coisa °
¢ a Fundagao. Logo:
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Definigao 4.14. A teoria Z acrescenta a Fundacao a Z~. Os seus axiomas
sao Extensionalidade, Uniao, Pares, Conjuntos das Partes, Infinito, Fundagao,
e todas as instancias do esquema de Separagao.

A teoria ZF acrescenta a Fundagao a ZF . Por outras palavras, ZF acres-
centa todas as instancias de Substituicao a Z.

Ainda assim, uma pergunta pode ter surgido. Se a Regularidade é equiva-
lente sobre ZF~ a Fundacao, e a justificacao da Regularidade é clara, por que
dar voltas e tomar a Fundagao como axioma basico, em vez da Regularidade?

Deixando de lado razoes histéricas (quem formulou o qué e quando), a
razao essencial é que a Fundacao pode ser apresentada sem recorrer a definicao
dos V,. Essa defini¢do dependeu de todo o trabalho na Secao 4.2: foi pre-
ciso provar a recursao transfinita, para mostrar que era legitima. Mas a nossa
prova da recursao transfinita usou o Fsquema de Substituicdo. Logo, embora
a Fundacao e a Regularidade sejam equivalentes médulo ZF ™, nao sao equiva-
lentes médulo Z~.

De fato, a questao é mais grave do que esta observacao simples sugere.
Embora ultrapasse o ambito deste livro, verifica-se que tanto Z~ como Z sao
demasiado fracas para definir os V. Logo, se se trabalha apenas em Z, entao
a Regularidade (tal como a formulamos) nem sequer faz sentido. E por isso
que o nosso axioma oficial é a Fundacao, e nao a Regularidade.

Daqui em diante, trabalharemos em ZF (salvo indicagdo em contrario), sem
mais comentarios.

4.6 Posto

Tendo definido os estagios como os V,, e sabendo que todo o conjunto é sub-
conjunto de algum estagio, podemos definir o posto de um conjunto. Intuiti-
vamente, o posto de A é o primeiro momento em que A é formado. Com mais
precisao:

Definigao 4.15. Para cada conjunto A, posto(A) é o menor ordinal « tal que
ACV,.

Proposicao 4.16. posto(A) existe, para qualquer A.
Prova. Fica como exercicio. O
Problema 4.1. Prove Proposicao 4.16.

A boa ordenagao dos postos permite provar alguns resultados importantes:
Proposicao 4.17. Para qualquer ordinal «, V,, = {x : posto(z) € a}.

Prova. Se posto(r) € aentdao 2 C Viost0(z) € Vas l0go & € V;, pois V,, é potente
(invocando Lema 4.7 vérias vezes). Reciprocamente, se x € V,, entdao x C V,
logo posto(z) < «; agora uma indugao transfinita simples mostra que = ¢ V,.[J
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Problema 4.2. Complete a indugao transfinita simples mencionada na Pro-
posigao 4.17.

Proposicao 4.18. Se B € A, entdo posto(B) € posto(A).
Prova. A C Viosto(a) = {2 : posto(z) € posto(A)} por Proposicao 4.17. O

Com este fato, podemos estabelecer um resultado que nos permite provar
afirmagoes sobre todos os conjuntos por uma forma de indugao:

Teorema 4.19 (Esquema de indugao-€). Para qualquer férmula ¢:

VA((Vx € A)p(z) = p(A)) = VAp(A).

sth:spine:rank:

rankmemberslower

Prova. Provaremos a contrapositiva. Suponhamos, pois, “VAp(A). Pela indugao

transfinita (Teorema 3.16), existe algum néo-¢ de posto minimo possivel; isto
é, algum A tal que —p(A) e Va(posto(x) € posto(A) — p(z)). Ora, se z € A
entdo posto(x) € posto(A), por Proposicao 4.18, logo p(x); isto é, (Vx €
A)p(x) A —p(A). O

Eis uma forma informal de interpretar este resultado poderoso. Digamos que
@ € hereditdria sse sempre que todo o membro de um conjunto é ¢, o préprio
conjunto é ¢. Entao a inducao-€ diz o seguinte: se ¢ é hereditéria, todo o
conjunto é .

Para concluir a discusso dos postos (por agora), provaremos algumas
afirmacgoes que ja antecipamos varias vezes.

Proposicao 4.20. posto(A) = Isub,e 4 posto(z).

Prova. Seja a = lsubge 4 posto(z). Por Proposicao 4.18, a < posto(A). Mas
se x € A entdo posto(z) € «, logo © € V, por Proposi¢ao 4.17, e portanto
A CV,, isto é, posto(A) < a. Logo posto(4) = a. O

Coroldrio 4.21. Para qualquer ordinal o, posto(a) = a.

Prova. Suponhamos, por indugao transfinita, que posto(3) = 3 paratodoo § €
a. Ora, posto(a) = Isubgeq posto(3) = Isubgeq f = a por Proposicao 4.20. O

Finalmente, eis uma prova rapida do resultado prometido no fim de Secao 4.4,
a saber que ZF ™ prova a implicacao Regularidade = Fundagao. (Notemos que
a nogao de <posto> e Proposicao 4.18 estao disponiveis para uso nesta prova
pois—como indicamos no inicio deste texto—podem ser apresentadas usando
ZF~ + Regularidade.)

Proposicao 4.22 (trabalhando em ZF~ + Regularidade). A Fundag¢ao
vale.

Prova. Fixemos A # (), e algum B € A de posto minimo possivel. Se ¢ € B
entao posto(c) € posto(B) por Proposicao 4.18, logo ¢ ¢ A pela escolha de B.OJ
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Capitulo 5

Substituicao

5.1 Introdugao

A Substituicao é o esquema axiomatico que distingue ZF de Z. Recorremos
a ele ao longo de Capitulos 3 a 4. Neste capitulo, abordaremos finalmente a
questao: a Substituicao estd justificada?

Para tornar a questao precisa, convém observar que a Substituicao é re-
almente bastante forte. Teremos uma ideia de quédo forte é ao longo deste
capitulo (e de novo na Secgao 8.5). Isto sugere que uma justificacdo é de fato
necessaria.

Discutiremos dois tipos de justificacao. Em tragos largos: uma justificagao
ertrinseca é uma tentativa de justificar um axioma pelos seus frutos; uma
justificagao intrinseca é uma tentativa de justificar um axioma sugerindo que
ele é vindicado pelos conceitos matematicos em causa. Teremos uma ideia mais
clara do que isto significa ao longo deste capitulo, mas nao passa da ponta de
um icebergue. Para mais pormenores, veja em particular ( e

).

5.2 A Forga da Substituicao

Comegamos com uma observagao simples sobre a forca da Substituicao: a
menos que ultrapassemos Z, nao podemos provar a existéncia de qualquer
ordinal de von Neumann maior ou igual a w + w.

Eis um esboco do porqué. Trabalhando em ZF, consideremos o conjunto
Viotw- Este conjunto serve como dominio de um modelo para Z. Para ver isto,
introduzimos alguma notagao para a relativizacao de uma férmula:

Definicao 5.1. Para qualquer conjunto M, e qualquer féormula ¢, seja o™ a
férmula que resulta de restringir todos os quantificadores de ¢ a M. Isto é,
substituir “Jz” por “(3z € M)”, e substituir “Vz” por “(Vx € M)”.
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Pode mostrar-se que, para todo o axioma ¢ de Z, tem-se ZF F pV«+~. Mas
w + w nao estd em V1, por Corolario 4.21. Logo Z é consistente com a nao
existéncia de w + w.

Foi por isso que dissemos, na Secao 3.7, que Teorema 3.26 nao pode ser
provado sem Substituicao. Pois ¢ facil, dentro de Z, definir uma boa ordenagao
explicita que intuitivamente deveria ter tipo de ordem w + w. De fato, demos
um exemplo informal disto em Secao 3.2, quando apresentamos a ordenagao
nos numeros naturais dada por:

n<msseoun<mem—n épar,

ou n é par e m é impar.

Mas se w + w nao existe, esta boa ordenagao nao é isomorfa a nenhum ordinal.
Logo Z ndao prova Teorema 3.26.

Invertendo o prisma: a Substituicao permite provar a existéncia de w+w, e
portanto tem de permitir provar a existéncia de V,,4,,. E nao sé. Para qualquer
boa ordenagao que possamos definir, Teorema 3.26 nos diz que existe algum «
isomorfo com essa boa ordenagao, e portanto que V,, existe. De forma direta,
entao, a Substituicao garante que a hierarquia de conjuntos tem de ser muito
alta.

Nas préximas partes do capitulo, e de novo em Secao 8.5, teremos uma
ideia mais clara de quao alta a Substituicao forga a hierarquia a ser. O ponto
simples, por agora, é que a Substituicao precisa mesmo de justificagao!

5.3 Consideracoes Extrinsecas sobre a Substituicao

Comegamos por considerar uma tentativa extrinseca de justificar a Substi-
tuicao. Boolos sugere uma, como segue.

[...] a razdo para adotar os axiomas da substituicao é bastante
simples: tém muitas consequéncias desejiveis e (aparentemente)
nenhuma indesejavel. Para além de teoremas sobre a concepgao
iterativa, as consequéncias incluem uma teoria satisfatéria, embora
nao ideal, dos ntiimeros infinitos, e um resultado altamente desejavel
que justifica defini¢oes indutivas em rela¢oes bem fundadas. (

, 1071, 229)

A ideia central de Boolos é que devemos justificar a Substituicdo pelos seus
frutos. E os frutos especificos que menciona sao os que temos discutido nos
ultimos capitulos. A Substituigao permitiu-nos provar que os ordinais de von
Neumann eram excelentes sucedaneos da ideia de um tipo de boa ordenagao
(isto é a nossa “teoria satisfatéria, embora nao ideal, dos nimeros infinitos”). A
Substituicdo permitiu-nos também definir os V,, estabelecer a nogao de posto
e provar a indugao-€ (isto corresponde aos nossos “teoremas sobre a concepgao
iterativa”). Por fim, a Substituicio permite provar o teorema de recursido
transfinita (isto sdo as “definigbes indutivas em relagoes bem fundadas”).
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Sao, de fato, consequéncias desejaveis. Mas estas consequéncias desejaveis
bastam para justificar a Substituicao? Ndo. Ou pelo menos, ndao de forma
direta.

Eis um problema simples. Embora tenhamos enunciado algumas consequéncias
desejaveis da Substituigdo, muitas delas poderiam ter sido obtidas por outras
vias. Isto nao é tao conhecido como devia, pelo que convém explicar a situacao.

Existe uma teoria simples de conjuntos, a Teoria dos Niveis, ou LT abre-
viadamente.! Os axiomas de LT sdo apenas Extensionalidade, Separacio e a
afirmacao de que todo o conjunto é subconjunto de algum nivel, onde “nivel”
é definido de modo astuto para que os niveis se comportem como 0s Nossos
amigos, os V. Logo ZF prova LT; mas LT é muito mais fraca que ZF. De
fato, LT nao dé Pares, Conjuntos potencia, Infinito nem Substituicao. Seja
Zr o resultado de acrescentar Infinito e Conjuntos potencia a LT; isto fornece
também Pares, logo Zr é pelo menos tao forte quanto Z. Mas, de fato, Zr
é estritamente mais forte que Z, pois acrescenta a afirmacgao de que todo o
conjunto tem posto (dai a sugestdo de o chamar Zr). De fato, Zr fornece: uma
teoria perfeitamente satisfatoria dos ordinais; resultados que estratificam a hi-
erarquia em estdgios bem ordenados; uma prova da indugao-€; e uma versao
da recursao transfinita.

Em resumo: embora Boolos nao soubesse disto, todas as consequéncias
desejaveis que menciona poderiam ter sido obtidas sem Substitui¢ao; bastaria
usar Zr em vez de Z.

(Diante disto, por que seguimos a rota convencional, ensinando-lhe ZF em
vez de LT e Zr? H& duas razoes. Primeiro: por razoes puramente historicas,
comegcar por LT é pouco standard; queriamos doté-lo de ferramentas para ler
discussoes mais standard de teoria de conjuntos. Segundo: quando estiver
preparado para apreciar LT e Zr, pode simplesmente ler e

)

Naturalmente, como Zr é estritamente mais fraca que ZF, ha resultados que
ZF prova e que Zr deixa em aberto. Logo alguém poderia tentar justificar a
Substituicao em bases extrinsecas apontando para um desses resultados. Mas,
uma vez que saiba usar Zr, é bastante dificil encontrar muitos exemplos de
coisas que (a) ficam decididas pela Substitui¢ao mas nao de outro modo, e (b)
s@o intuitivamente verdadeiras. (Para mais sobre isto, veja ,§13.2)

A conclusao é esta. Para fornecer uma justificacao extrinseca convincente
da Substituicao, seria preciso encontrar um resultado que ndo possa ser obtido
sem Substituicao. E isso nao é empresa facil.

Consideremos um problema adicional que surge para qualquer tentativa
de oferecer uma justificacdo puramente extrinseca da Substitui¢do. (Este pro-
blema é talvez mais fundamental que o primeiro.) Boolos néo se limita a obser-
var que a Substituicdo tem muitas consequéncias desejaveis. Afirma também
que a Substitui¢ao “(aparentemente) nao tem” consequéncias indesejdveis. Mas

1As primeiras versdes de LT sdo apresentadas por ( ) e ( ); foi
simplificada e recebeu tratamento de livro por ( ); e ( ) simplificou
recentemente ainda mais LT.
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esta ressalva entre parénteses, “aparentemente”, é seguramente absolutamente
crucial.
Relembre como chegamos aqui: a Compreensdo ingénua encontrou incon-

sisténcia, e respondemos a essa inconsisténcia abracando a concepgao cumulativa-

iterativa de conjunto. Esta concepgao vem equipada com uma narrativa que,
esperamos, nos assegura a sua consisténcia. Mas se nao pudermos justificar a
Substituigdo dentro dessa narrativa, entdo néo temos (ainda) razao para crer
que ZF é consistente. Ou melhor: nao temos razao para crer que ZF é con-
sistente, para além do fato (talvez meramente contingente) de que ninguém
descobriu ainda uma contradigao. Exatamente nesse sentido, o comentério
de Boolos parece reduzir-se a isto: “(aparentemente) ZF é consistente”. De-
verfamos exigir maior garantia de consisténcia do que isto.

Esta questao afecta qualquer tentativa puremente extrinseca de justificar
a Substituicao, isto é, qualquer justificagao formulada unicamente em termos
das consequéncias (conhecidas) de ZF. Como tal, convém procurar uma jus-
tificagdo intrinseca da Substituicdo, isto é, uma justificacdo que sugira que a
narrativa que contamos sobre conjuntos de algum modo “j&” nos compromete
com a Substitui¢ao.

5.4 Limitacao de Tamanho

Talvez a tentativa mais comum de oferecer uma justificacdo “intrinseca” da
Substituicao passe pela seguinte nogao:

Limitagdo-de-tamanho. Quaisquer coisas formam um conjunto, desde que
nao haja demasiadas.

Este principio vindicara de imediato a Substitui¢do. Afinal, qualquer conjunto
formado por Substituicao nao pode ser maior do que o conjunto a partir do
qual foi formado. Enunciado com precisao: suponha que forma um conjunto
7[A] = {r(x) : * € A} usando Substituicdo; entdo 7[A] < A; logo, se os
membroos de A nado eram demasiado numerosos para formar um conjunto, as
suas imagens ndo sdo demasiado numerosas para formar 7[A].

A dificuldade ébvia em invocar Limitagcao-de-tamanho para justificar a
Substituicao é que ainda nao estabelecemos qualquer principio como Limita¢do-
de-tamanho. Além disso, quando contamos a nossa historia sobre a concepgao
cumulativa-iterativa de conjunto em Capitulos 1 a 2, nada sugeriu a direcao de
Limitacdo-de-tamanho. Isto é, de fato, precisamente a razao pela qual Boolos
escreveu num dado momento: “Talvez se possa concluir que hé pelo menos dois
pensamentos ‘por detrds’ da teoria de conjuntos” ( , p- 19). Por um lado,
as ideias em torno da concepgao cumulativa-iterativa de conjunto destinam-se
a vindicar Z. Por outro, Limitacdo-de-tamanho visa vindicar a Substituigao.

Mas a questao nao é apenas termos estado até aqui em siléncio sobre Li-
mitagao-de-tamanho. Antes, a questdo é que Limitacao-de-tamanho (tal como
acabamos de o formular) parece assentar mal com a nogao cumulativa-iterativa
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de conjunto. Afinal, ndo menciona nada sobre a ideia de conjuntos formados
em estagios.

Isto néo surpreende muito, dada a histéria destes “dois pensamentos” (isto
é, a concepgao cumulativa-iterativa de conjunto, e Limita¢do-de-tamanho). Es-
tes “dois pensamentos” acabam por ser dois projetos bastante diferentes para
bloquear os paradoxos da teoria de conjuntos. A nocdo cumulativa-iterativa
de conjunto bloqueia o paradoxo de Russell dizendo, em tracos largos: nunca
deveriamos ter esperado que existisse um conjunto de Russell, porque nao se-
ria “formado” em nenhum estdgio. Por contraste, Limita¢do-de-tamanho visa
excluir o conjunto de Russell, dizendo, em tragos largos: nunca deveriamos ter
esperado que existisse um conjunto de Russell, porque seria demasiado grande.

Posto assim, sejamos diretos: considerada como resposta aos paradoxos,
Limita¢ao-de-tamanho carece de muito mais justificacdo. Considere, por exem-
plo, esta versao do paradoxo de Russell: nenhum pug fareja exatamente os pugs
que ndo se cheiram a si prdprios (ver Secao 1.2). Se perguntar “por que nao ha
tal pug?”, nao é boa resposta dizer-lhe que tal pug teria de cheirar demasiados
pugs. Logo por que seria boa explicagao intuitiva, da nao existéncia de um
conjunto de Russell, que teria de ser “demasiado grande” para existir?

Em suma, é perdoavel estar um pouco perplexo quanto a motivagao “intui-
tiva” para Limitacao-de-tamanho.

5.5 Substituicao e “Infinito Absoluto”

sthreplacement:absinf:  Deixamos agora Limitacdo-de-tamanho para tras e exploramos uma outra familia
*“ de tentativas (intrinsecas) de justificar a Substituicdo, que levam a sério a ideia
de conjuntos formados em estagios.

Quando delineamos pela primeira vez o processo iterativo, oferecemos al-
guns principios que explicam o que acontece em cada estagio. Foram Estdgios-
sao-chave, Estdgios-sao-ordenados, e Estdgios-acumulam. Mais tarde, acres-
centamos alguns principios que nos dizem algo sobre o ntmero de estagios:
FEstdgios-prossequem disse-nos que o processo de formacao de conjuntos nunca
termina, e Fstdgios-atingem-o-infinito disse-nos que o processo passa por um
estagio infinito-ésimo.

E razodvel sugerir que estes dois ultimos principios decorrem de algum
principio mais amplo, como:

Estagios-sao-inesgotdveis. Ha absolutamente infinitamente muitos estagios;
a hierarquia é tao alta quanto possivel.

Obviamente isto é um principio informal. Mas mesmo que nao seja imedi-
atamente implicado pela concepcao cumulativa-iterativa de conjunto, certa-
mente parece consonante com ela. Pelo menos, e ao contrario de Limitacao-
de-tamanho, retém a ideia de que os conjuntos sao formados estégio a estégio.

A esperanga, agora, é alavancar Estdgios-sdo-inesgotdveis numa justificagao
da Substitui¢cao. Vejamos como isso poderia fazer-se.
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Na Secao 3.2, vimos que é facil construir uma boa ordenagao que (moral-
mente) deveria ser isomorfa a w 4+ w. Dito de outro modo, podemos facilmente
imaginar um processo iterativo estdgio a estdgio, cujo tipo de ordem (mo-
ralmente) é w + w. Como tal, se aceitamos Estdgios-sao-inesgotdveis, entao
deveriamos certamente aceitar que ha pelo menos um estagio w + w-ésimo da
hierarquia, isto é, V., pois a hierarquia seguramente poderia continuar até
aqui.

Este pensamento generaliza-se como segue: para qualquer boa ordenacgao, o
processo de construir a hierarquia iterativa deveria correr pelo menos tao longe
quanto essa boa ordenagao. E poderiamos garantir isto tratando Teorema 3.26
como um azioma. Isto diria-nos que toda a boa ordenacao é isomorfa a um
ordinal de von Neumann. Como cada ordinal de von Neumann serd igual
ao seu préprio posto, Teorema 3.26 dir-nos-a entao que, sempre que possamos
descrever uma boa ordenacao na nossa teoria de conjuntos, o processo iterativo
de formagao de conjuntos tem de ultrapassar essa boa ordenagao.

Esta ideia parece certamente um corolario de Estdgios-sdo-inesgotdveis. In-
felizmente, se 0 nosso objetivo é extrair a Substituicao desta ideia, enfrentamos
um obstdculo simples e técnico: a Substituicao é estritamente mais forte que
Teorema 3.26. (Esta observagao é feita por ( , §13.2); provéa-lo-emos
na Se¢ao 5.8.)

A concluséo é que, se vamos entender FEstdgios-sao-inesgotdaveis de modo a
obter a Substituicao, entao nao pode meramente dizer que a hierarquia ultra-
passa qualquer boa ordenagao. Tem de fazer uma afirmacao mais forte. Com
este fim, ( ) propds um refor¢o muito natural da ideia, como
segue: a hierarquia nio é cofinal com nenhum conjunto.? Com um pouco mais
de pormenor: se 7 é um mapeamento que envia conjuntos para estagios da
hierarquia, a imagem de qualquer conjunto A sob 7 nao esgota a hierarquia.
Dito de outro modo (esquematicamente):

Estdgios-sao-supercofinais. Se A é um conjunto e 7(x) é um estdgio para
todo o « € A, entdo existe um estdgio que vem depois de cada 7(zx) para
x € A.

E 6bvio que ZF prova uma versao adequadamente formalizada de Estdgios-
sao-supercofinais. Reciprocamente, podemos argumentar informalmente que
Estdgios-sio-supercofinais justifica a Substituicdo.® De fato, suponha (Va €
A)3ly o(x,y). Entdo, para cada x € A, seja o(x) o y tal que p(z,y), e seja
7(x) o estdgio em que o(z) é formado pela primeira vez. Por Estdgios-sao-
supercofinais, existe um estagio V tal que (Vz € A)r(z) € V. Ora, como
cada 7(z) € V e o(x) C 7(x), por Separagdo podemos obter {y € V : (Jz €

Ao(z) =y} = {y : Gz € A)p(z,y)}-

2@G6del parece ter proposto um pensamento semelhante; ver ( , p- 223). Para
discussdo de Godel e , ver ( , 90-5).

3Seria mais dificil provar a Substituicio usando alguma formalizacio de Estdgios-sdo-
supercofinais, pois Z por si s6 ndo é forte o suficiente para definir os estdgios, logo nao é claro
como se formalizaria Estdgios-sdo-supercofinais. Uma opgao, contudo, é trabalhar nalguma
extensao de LT, como discutido na Secao 5.3.
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Problema 5.1. Apresente uma formalizagao de Estdgios-sao-supercofinais em
ZF.

Logo FEstdgios-sao-supercofinais vindica a Substituicdo. E é pelo menos
plausivel que Estdgios-sao-inesgotdveis vindique Estdgios-sao-supercofinais. De
fato, suponha que FEstdgios-sao-supercofinais falha. Logo a hierarquia é cofinal
com algum conjunto A, isto é, temos uma aplicagdo 7 tal que para qualquer
estdgio S existe algum x € A tal que S € 7(z). Nesse caso, temos de fato uma
forma de apreender o suposto “infinito absoluto” da hierarquia: ele é esgotado
pela imagem de 7 aplicada a A. E isso compromete a ideia de que a hierarquia
é “absolutamente infinita”. Contrapondo: FEstdgios-sao-inesgotdveis implica
Estagios-sao-supercofinais, que por sua vez justifica a Substituicao.

Isto representa uma tentativa genuinamente promissora de fornecer uma
justificagdo intrinseca da Substituigdo. Mas se funciona ultimamente ou nao,
teremos de deixar para si decidir.

5.6 Substituicao e Reflexao

sthireplacement:ref: A nossa ultima tentativa de justificar a Substituigao, via Estdgios-sdo-inesgotdveis,
**° comeca com um resultado profundo e elegante:*

sthireplacement:ref: 'Teorema 5.2 (Esquema de reflexdo). Para qualquer férmula ¢:

reflectionschema

Va3B > a(Vay ..., xn € Va)(p(21,. .. 2n) ¢ @V (21, ..., 20))

Como na Definicio 5.1, ¢¥# é o resultado de restringir todos os quantificadores
de ¢ ao conjunto Vg. Assim, intuitivamente, a Reflexao diz o seguinte: se ¢
é verdadeira em toda a hierarquia, entao ¢ é verdadeira em arbitrariamente
muitos segmentos iniciais da hierarquia.
( )e ( ) mostraram que (formulagoes adequadas da)

Substituicao e da Reflexao sao equivalentes, mdédulo Z, de modo que acrescentar
qualquer uma delas d4 ZF. (Provamos estes resultados na Secao 5.7.) Dada
esta equivaléncia, poder-se-4 esperar justificar a Reflex@o e a Substituicao via
FEstdgios-sao-inesgotdveis do seguinte modo: dado FEstdgios-sao-inesgotdveis, a
hierarquia devera ser muito, muito alta; tao alta, de fato, que nada do que
podemos dizer sobre ela é suficiente para limitar a sua altura. E podemos
entender isto como a ideia de que, se qualquer sentenca ¢ é verdadeira em toda
a hierarquia, entao é verdadeira em arbitrariamente muitos segmentos iniciais
da hierarquia. E isso é precisamente a Reflexao.

De novo, isto parece uma tentativa genuinamente promissora de fornecer
uma justificacao intrinseca da Substituicao. Mas ha demasiado a dizer sobre o
assunto aqui. Cabe-lhe agora decidir por si se tem éxito.”

4Lembrete: todas as férmulas podem ter parametros (salvo indicagio explicita em
contrério).
5Poderd, no entanto, querer continuar lendo ( , 95-100).
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5.7 Apéndice: Resultados sobre Substituicao

A seguir, provaremos a Reflexdo dentro de ZF. Provaremos também em
que sentido a Reflexao é equivalente a Substituicao. E provaremos uma con-
sequéncia interessante de tudo isto, relativa & for¢a da Reflexdo/Substituicao.
Avwiso: isto €, de longe, a parte mais avanc¢ada de matemdtica deste manual.

Comegamos com um lema que, por brevidade, recorre ao expediente notaci-
onal do sobrelinhado para lidar com sequéncias de varidveis ou objetos. Assim:
“ap” abrevia “ak,, ..., ag,”, onde n é determinado pelo contexto.

Lema 5.3. Para cada 1 < i < k, seja p;(T;,x) uma formula. Entdo, para
cada o existe algum B > o tal que, para quaisquer ai,...,ar € Vg e cada
1<i<k:

Jxpi(a@;, ) — (Fx € V)pi(a;, x)

Prova. Definimos um termo p como segue: wu(ay,...,ax) ¢ o estdgio minimo,
V', que satisfaz todos os seguintes condicionais, para 1 <1i < k:

Jzp;(@;, ) = (z € V)pi(a;, x))

E f4cil verificar que p(ay,...,ay) existe para todos @y, ...,ar. Ora, usando a
Substituicao e o nosso teorema de recursao, definimos:

SO :Va+1
Sn-‘,—l =5, UU{,U,(al, e ,ak) tal,...,a € Sn}

S=J Sn

m<w

Cada S,,, e portanto o préprio S, é um estigio depois de V,. Fixemos aq,
..., ap € 5; logo existe algum n < w tal que ay, ..., ax € S,. Fixemos algum
1 <4 <k, e suponhamos que Jzp;(a;,x). Entdo (3 € p(@a,...,ar))pi(a;, x)
por construc¢do, logo (3x € Sy4+1)¢i(a;, z) e portanto (I € S)p;(a;,x). Logo
S é o nosso V3. O

Podemos agora provar Teorema 5.2 de forma bastante direta:

Prova. Fixemos a. Sem perda de generalidade, podemos assumir que os tinicos
conectivos de ¢ sdo 3, = e A (pois estes sdo expressivamente adequados). Sejam
Y1, ..., uma enumeracao de cada uma das subférmulas de ¢ por ordem de
complexidade, de modo que ¥ = p. Por Lema 5.3, existe um 8 > « tal que,
para qualquer @; € Vg e cada 1 <i < k:

31’1,[)2'(51',1') — (E'.T S Vﬁ)i)[)i(ﬁi,ZL') (*)

Por indugéo na complexidade de ;, mostraremos que ¢;(a;) < ’(/le ?(a;), para
qualquer @; € V. Se 1; é atdmica, isto é trivial. A bicondicional estabelece
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também que, quando v; é uma negagao ou conjuncao de subférmulas que sa-
tisfazem esta propriedade, a propria v; satisfaz esta propriedade. Logo o tinico
caso interessante é o da quantificacdo. Fixemos @; € Vj3; entdo:

(s (@;,x))V? sse (3z € Vg)@/}zyﬂ (@i, x) por defini¢ao
sse (3z € V3)yi(ai, x) por hipétese
sse At (a, ) por (%)
Isto completa a indugao; o resultado segue pois ¥, = ¢. O

Provamos a Reflexao em ZF. A nossa prova seguiu essencialmente

( ). Queremos agora provar em Z que a Reflexao implica a Substituigao.
A prova segue ( ), com uma simplificago.

Como trabalhamos em Z, nao podemos apresentar a Reflexao exatamente
na forma dada acima. Afinal, formulamos a Reflexdo usando a notacao “V,”,
e isso nado pode ser definido em Z (ver Secao 4.5). Em vez disso, ofereceremos
uma formulagao aparentemente mais fraca da Substituicao, como segue:

Reflexao fraca. Para qualquer férmula ¢, existe um conjunto transitivo
S tal que 0, 1 e quaisquer parametros de ¢ sdo membroos de S, e (VT €

S)(p 7).

Para usar isto na prova da Substituicao, seguiremos primeiro ( ,
primeira parte do Teorema 2) e mostraremos que podemos “refletir” duas
férmulas de uma vez:

sthireplacement:refproofs: Lema 5.4 (em Z + Reflex@o fraca.). Para quaisquer férmulas i, x, existe
temireflect qum, congunto transitivo S tal que 0 e 1 (e quaisquer pardmetros das férmulas)
sdo membroos de S, e (VT € S)((¢ > %) A (x < x%)).

Prova. Seja ¢ a férmula (z =0A )V (z=1A ).
Aqui usamos uma abreviatura; devemos explicitar “z = 0” como “Vtt ¢ 27
e “2=1" como “Vs(s € z<>Vtt ¢ s)”. Mas como 0,1 € S e S é transitivo,
estas férmulas s@o absolutas para S; isto é, aplicam-se ao mesmo objeto quer
restrinjamos os seus quantificadores a S.°
Pela Reflexao fraca, temos algum S adequado tal que:
(V2,T € S)(p ¢+ ¢°)
isto é (Vz2,T€ S)(((z=0AY)V(z=1A¥)) ¢+
(z=0A9)V(z=1AX)%)
isto é (V2,2 € S)(((z=0A¢Y)V(z=1AxX)) +
(z=0Ap%) V(2 =1Ax"))
isto 6 (VZ € S)((¢ ¢ ¥%) A (x & x%))

6Mais formalmente, seja £ qualquer uma destas férmulas; entéo £(z) < £5(2).
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A segunda afirmacao implica a terceira porque “z = 0”7 e “z = 1” sdo absolutas

para S; a quarta segue pois 0 # 1. O
Podemos agora obter a Substituigao, seguindo e simplificando ( , Te-
orema 6):

Teorema 5.5 (em Z + Reflexao fraca). Para qualquer férmula p(v,w), e
qualquer A, se (Vx € A)Ily p(z,y), entao {y : (Jz € A)p(x,y} existe.

Prova. Fixemos A tal que (Vx € A)3ly p(x,y), e definimos férmulas:

¥ é(p(z,2) NA=A)
X ¢ 3y p(z,y)
Usando Lema 5.4, como A é um parametro de v, existe um conjunto transi-

tivo S tal que 0,1, A € S (juntamente com quaisquer outros parametros), e tal
que:

(Va,z € S)((¢  ¢%) A (x X))

Logo, em particular:

(Vx,z € S)(p(x, 2) ¢ @S(x, 2))
(Vz € 8)(Fyp(z,y) « By € )¢ (2,y))

Combinando isto, e observando que A C S pois A € S e S é transitivo:

(Vo € A)(Fye(x,y) < (3y € S)p(z,y))

Ora, (Vz € A)(3ly € S)p(x,y), porque (Vo € A)Ilyp(z,y). Ora, a Separacio
da{y e S: (e Ap(z,y)} ={y: Gz € A)p(z,y)} O

5.8 Apéndice: Axiomatizabilidade finita

Terminamos este capitulo extraindo alguns resultados da Substituicao. O pri-
meiro resultado é devido a ( ); note que ndo é uma prova dentro
de ZF, mas uma prova sobre ZF:

Teorema 5.6. ZF nao € finitamente axiomatizdvel. Mais geralmente: se T
€ finita e T + ZF, entdo T € inconsistente.

(Aqui nos restringimos tacitamente a sentencas de primeira ordem cujo
unico primitivo nao logico é €, e escrevemos T = ZF para indicar que T F ¢
para todo o ¢ € ZF.)

Prova. Fixemos T finita tal que T F ZF. Logo T prova a Reflexdo, isto é, Te-
orema 5.2. Como T é finita, podemos reescrevé-la como uma tnica conjuncgao,
6. Refletindo com esta férmula, T F 33(6 <+ 6Y%). Como trivialmente T I 6,
obtemos T 33 5.
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eplacement:finiteariomatizability:

finiteextensionofZ

Ora, seja 1(X) uma abreviatura de:
0% A X é transitivo A (VY € X)(Y é transitivo — —6)

isto diz, em tragos largos: X é um modelo transitivo de 6, e €-minimal a esse
respeito. Ora, recordando que T F 38 Y2, por fatos bésicos sobre postos
dentro de ZF e portanto dentro de T, temos:

T - 3Mp(M). (*)

Usando o primeiro conjunto de (X ), sempre que T F o, temos T F VX (¢(X)—
oX). Logo, por (*):

T VX (4 (X) = GN$(N))Y)
Usando isto, e (*) de novo:

T = 3M ((M) A BNw(N)M)
Em particular, entao:

T+ 3IM(p(M) A (3N € M)((N é transitivo)™ A (0V)M))
Logo, por raciocinio elementar sobre transitividade:

T+ IM(p(M) A (AN € M)(N é transitivo A 0V))
Logo T é inconsistente.” O

Eis um resultado semelhante, assinalado por ( , 223):

Proposigao 5.7. Seja T uma extensdo de Z com um numero finito de novos
aziomas. Se T + ZF, entdo T € inconsistente. (Aqui usamos as mesmas
restrigoes tdcitas que para Teorema 5.6.)

Prova. Usemos 6 para a conjuncdo de todos os axiomas de T ezceto as (infini-
tas) instancias de Separagdo. Definindo ¢ a partir de § como no Teorema 5.6,
podemos mostrar que T - IMy(M).

Como no Teorema 5.6, podemos estabelecer o esquema de que, sempre que
T o, temos T F VX (¢(X) — o). Terminamos a prova exatamente como no
Teorema 5.6.

No entanto, estabelecer o esquema envolve um pouco mais de trabalho do
que no Teorema 5.6. Afinal, as instancias de Separacdo estdo em T, mas nao
sao conjuntos de #. Contudo, podemos ultrapassar este obstaculo provando
que T F VX (X é transitivo — o), para toda a instdncia de Separacio o.
Deixamos isto ao leitor. O

"Este “raciocinio elementar” envolve provar certos “fatos de absolutidade” para conjuntos
transitivos.
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Problema 5.2. Mostre que, para toda a instancia de Separagdo o, tem-se:
Z VX (X é transitivo — ¢*). (Usamos este esquema na Proposicao 5.7.)

Problema 5.3. Mostre que, para todo o ¢ € Z, tem-se ZF F @Ve+e,

Problema 5.4. Confirme os restantes resultados esquematicos invocados nas
provas de Teorema 5.6 e Proposigao 5.7.

Como observamos na Sec¢ao 5.5, isto mostra que a Substituigao é estrita-
mente mais forte que Teorema 3.26. Ou, um pouco mais precisamente: se Z +
“toda a boa ordenacao é isomorfa a um ordinal tinico” for consistente, entao
nao prova alguma instéancia da Substituicao.
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Capitulo 6

Aritmética Ordinal

6.1 Introducao

No Capitulo 3, desenvolvemos uma teoria dos numeros ordinais. Vimos no
Capitulo 4 que podemos pensar nos ordinais como uma espinha dorsal em
torno da qual se constréi o restante da hierarquia. Mas esse nao é o Unico
papel dos ordinais. H4 também a tarefa de efetuar a aritmética ordinal.

Ja aludimos a isto, em Sec¢ao 3.2, quando falamos de w, w+ 1 e w + w. Na
altura falamos informalmente; chegou a altura de o expor com rigor. Devemos
contudo mencionar que nao ha muita filosofia neste capitulo; apenas desenvol-
vimentos técnicos, juntamente com uma observacao (ligeiramente) interessante
de que podemos fazer a mesma coisa de duas maneiras diferentes.

6.2 Adicao Ordinal

Suponha-se que se pretende somar « e 5. Pode simplesmente colocar-se uma
cOpia de [ imediatamente a seguir a uma copia de a. (E preciso tomar cdpias,
pois sabemos por Proposi¢ao 3.22 que ou @ C f ou § C «.) O efeito intuitivo
disto é percorrer uma a-sucessao de passos, e depois percorrer uma (-sucessao.
A sucessao resultante fica bem ordenada; logo, por Teorema 3.26 é isomorfa a
um ordinal (Unico). Esse ordinal pode considerar-se a soma de a e f3.

Esta é a ideia intuitiva por detras da adigao ordinal. Para a definir com ri-
gor, comegca-se pela ideia de tomar cdpias de conjuntos. A ideia é usar etiquetas
arbitréarias, 0 e 1, para saber de onde veio cada objeto:

Definigao 6.1. A soma disjunta de Ae Bé AUB = (A x {0})U (B x {1}).

Define-se em seguida uma ordem em pares de ordinais:

Definigao 6.2. Para quaisquer ordinais a1, as, 51, B2, diga-se que:

(a1, ag) < (B, B2) sse ou az € B
ou tanto as = B3 como oy € By

51



Trata-se de uma ordem lexicogrdfica inversa, pois ordena-se pelo segundo
elemento e depois pelo primeiro. Recorde-se que se pretendia definir oo + 3
como o tipo de ordem de uma cépia de « seguida de uma cépia de 8. Para o
conseguir, define-se:

Definicao 6.3. Para quaisquer ordinais «, 8, a sua soma é a+/ = ord(alf3, <

).

Note-se que aqui se abusou ligeiramente da notacao; estritamente deveria
escrever-se “{(z,y) € aU B : z < y}” em lugar de “<”. Por brevidade,
contudo, continuaremos a abusar da notacao deste modo no que se segue.

O resultado seguinte, juntamente com Teorema 3.26, confirma que a nossa
defini¢ao estd bem formada:

Lema 6.4. (allf,<) é um bom ordenamento, para quaisquer ordinais « e 3.

Prova. Obviamente < é conexa em « LI 8. Para mostrar que é bem fundada,
fixe-se um X C « U S nao vazio. Seja Y o subconjunto de X cuja segunda
coordenada é a menor possivel, isto é, Y = {(y,i) € X : (V(d,j) € X)i < j}.
Escolha-se agora o elemento de Y com menor primeira coordenada. O

Temos assim uma definicao explicita e clara da adigao ordinal. Eis um fato nao
surpreendente (recorde-se que 1 = {0}, por Definigao 2.7):

Proposicao 6.5. o+ 1 = a™, para qualquer ordinal «.

Prova. Considere-se o isomorfismo f de a™ = aU{a} para a1l = (ax {0})U
({0} x {1}) dado por f() = (7,0) paray € a, e f(a) = (0,1). o

Além disso, é facil mostrar que a adigao obedece a certas condicoes recursivas:

Lema 6.6. Para quaisquer ordinais «, 3, tem-se:

a+0=a
a+(B+1)=(a+p8)+1
a—&—ﬁ:lésug)(a—i—é) se B é um ordinal limite
<

Prova. Verifica-se caso a caso; primeiro:

a+0=ord((ax {0})U (0 x {1}),<)
= ord((a x {0}) U {0}, <)
a+ (B+1)=ord((a x {0}) U (BT x {1}),<)
=ord((a x {0}) U (B x {1}),<) +1
=(a+p)+1
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Seja agora 8 # () um limite. Se § < 8 entdao também § + 1 < 3, logo a + ¢
é um segmento inicial préprio de a + 5. Logo a + 8 é um majorante estrito
de X = {a+4§:0 < f}. Além disso, se @ < v < a + 3, entdo claramente
v =a+ 0 para algum § < 8. Logo a + = Isubs<g(a + 9). O

Mas eis um fato marcante. Para definir a adi¢ao ordinal, poder-se-ia em
alternativa ter usado simplesmente o teorema da recursao transfinita, e estipu-
lado as equagoes recursivas, exatamente como em Lema 6.6 (embora com “S7”
em vez de “B 4 17).

H4, pois, duas maneiras diferentes de definir operagoes nos ordinais. Podem
definir-se sinteticamente, construindo explicitamente um conjunto bem orde-
nado e considerando o seu tipo de ordem. Ou podem definir-se recursivamente,
apenas estipulando as equagoes recursivas. Feito corretamente, porém, o resul-
tado é idéntico. De fato, Teorema 3.26 garante que estas equagoes recursivas
determinam ordinais dnicos.

Em muitos aspectos, a aritmética ordinal comporta-se como a adicao dos
numeros naturais. Por exemplo, pode provar-se o seguinte:

Lema 6.7. Se «, 8,7 sao ordinais, entdo:
1. sefB <, entioa+p<a+y
2. sea+fB=a-+r, entao ="
3. a4+ (B+7)=(a+B)+7, isto é a adi¢io € associativa
4. Sea<pB, entioa+v<P+7

Prova. Provamos (3), deixando o resto como exercicio. A prova é por indugao
transfinita simples em v, usando Lema 6.6. Quando v = 0:

(a+pB)+0=a+B=a+(8+0)

Quando v = 0 + 1, suponha-se por indugao que (o + 8) +0 = a+ (8 + 9);
usando Lema 6.6 trés vezes:

(a+B8)+@B0+1)=((a+pB)+d§+1
=(a+(8+0))+1
=a+((B+9)+1)
=a+(B+(0+1))

Quando 7 é um ordinal limite, suponha-se por inducao que se & € y entao
(a4 B8)+d=a+ (8 +9); entao:

(a+B)+v= 16835((0 +8) +9)
= Isub(a + (B+9))
=a+ 15821}3(5 +9)
=a+(6+7) =
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Problema 6.1. Prove o resto de Lema 6.7.

Deste modo, a adi¢ao ordinal deve parecer muito familiar. Ha contudo um
ponto crucial em que a adi¢ao ordinal ndo se parece com a adicao nos naturais.

Proposigao 6.8. A adi¢do ordinal ndo é comutativa; 1 +w =w < w + 1.
Prova. Note-se que 1 + w =Isub,<,(14+n)=wewU{w}=wr=w+1. O

Embora isto possa surpreender a primeira vista, ndo devia. Por um lado,
ao considerar 1 + w, pensa-se no tipo de ordem que se obtém colocando um
elemento extra antes de todos os nimeros naturais. Raciocinando como com o
Hotel de Hilbert em ?7?, intuitivamente esse primeiro elemento extra nao altera
o tipo de ordem global. Por outro lado, ao considerar w+ 1, pensa-se no tipo de
ordem que se obtém colocando um elemento extra depois de todos os niimeros
naturais. E isso é algo radicalmente diferente!

6.3 Usando Adicao Ordinal

Com a adig¢ao nos ordinais, podemos calcular explicitamente os postos de varios
conjuntos, no sentido de Definicao 4.15:

Lema 6.9. Se posto(A) = « e posto(B) = 3, entdo:
1. posto(p(A)) =a+1
2. posto({A4, B}) = max(a, ) + 1
3. posto(AU B) = max(a, )
4. posto({A, B)) = max(«, 8) + 2
5. posto(A x B) < max(a, 3) + 2
6. posto(JA) = a quando a € vazio ou limite; posto(|lJA) = v quando

a=v+1

Prova. Ao longo de todo o raciocinio, invocamos repetidamente Proposicao 4.20.

(1). Se x C A entao posto(x) < posto(A). Logo posto(p(A4)) < a+ 1.
Como em particular A € p(A), tem-se posto(p(A)) = a + 1.

(2). Por Proposicao 4.20

(3). Por Proposigao 4.20.

(4). Por (2), duas vezes.

(5). Note-se que A x B C p(p(AU B)), e invoque (4).

(6). Se o =y +1, existe algum ¢ € A com posto(c) =, e nenhum membro
de A tem posto superior; logo posto(|JA4) = 7. Se a é um ordinal limite,
entdo A tem membros com posto arbitrariamente préximo (mas estritamente
inferior) de «, pelo que |J A também tem membros com posto arbitrariamente
préximo (mas estritamente inferior) de «, e portanto posto(|J A) = a. O
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Deixamos como exercicio mostrar por que (5) envolve uma desigualdade.

Problema 6.2. Exiba conjuntos A e B tais que posto(Ax B) = max(posto(A), posto(B)).
Exiba conjuntos A e B tais que posto(A x B) = max(posto(A), posto(B)) + 2.
Sao possiveis outros postos?

Estamos também agora em condigoes de mostrar que varias nogoes razoaveis
do que possa significar descrever um ordinal como “finito” ou “infinito” coin-
cidem:

sthiord-arithmetic-using-addition: Liema 6.10. Para qualquer ordinal o, as sequintes afirmacdes sao equivalen-
ordinfinitycharacter tes:

sth:ord-arithmetic:using-addition: 1. « ¢ w, isto é, a nao € um numero natural
ord:notinomega

w<a«

sth:ord-arithmetic:using-addition:

ord:omegaplus

l+a=a

2
sth:ord-arithmetic:using-addition: 3
ord:oneplus
sth:ord-arithmetic:using-addition: 4 o o+ 1, 1sto é, a e o+ 1 SdO equipotentes
5

ord:plusone

sth:ord-arithmetic:using-addition:

« € infinito de Dedekind

ord:infinite
Temos assim cinco formas provavelmente equivalentes de precisar o que exige
que um ordinal seja (in)finito.

Prova. (1) = (2). Por tricotomia.
(2) = (3). Fixe a > w. Por indug¢ao transfinita, existe um ordinal v minimo
(possivelmente 0) tal que existe um ordinal limite 8 com o = 8 + 7. Ora:

Lta=1+(B+7)=0+F+y=lubl+d)+y=F+y=o

(3) = (4). Existe claramente uma bijecao f: (aU1l) = (1Ua). Se 1 +a = «,
existe um isomorfismo g: (1 U «) — a. Considere-se g o f.

(4) = (5). Se a =~ a+1, existe uma bijecao f: (alU1l) = «. Defina g(vy) =
f(v,0) para cada v < «; esta injecao mostra que « é infinito de Dedekind, pois
7(0,1) € '\ Im(g).

(5) = (1). Isto é Proposicao 2.8. O

6.4 Multiplicagao Ordinal

sth:ord-arithmetic:mult: Passamos agora & multiplicagdo ordinal, abordando-a de forma muito seme-
*¢ lhante & adicao ordinal. Suponha-se que se pretende multiplicar a por 8. Pode
imaginar-se uma grelha retangular, com largura « e altura g; o produto de « e
B é entao o resultado de percorrer cada linha e depois passar a linha seguinte. . .
até percorrer toda a grelha. Dito de outro modo, o produto de « e 5 obtém-se

substituindo cada elemento de 8 por uma cépia de .
Para formalizar, usa-se simplesmente a ordem lexicografica inversa no pro-

duto cartesiano de « e f:
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Definicao 6.11. Para quaisquer ordinais a, 8, o seu produto « - § = ord(a x

B,<0).
E preciso de novo confirmar que esta definicao estd bem formada:

Lema 6.12. {(«a x (8,<) € um bom ordenamento, para quaisquer ordinais o e

B.
Prova. Exatamente como para Lema 6.4. O

E nao ¢ dificil provar que a multiplicagao se comporta assim:

Lema 6.13. Para quaisquer ordinais a, 3:

a-0=0
a-(B+1)=(a-B)+a
a-f= lésu}g)(a - 9) quando 3 é um ordinal limite.
<
Prova. Deixado como exercicio. O

De fato, tal como no caso da adigao, poderiamos ter definido a multiplicagao
ordinal por estas equagoes recursivas, em vez de dar uma definicao direta. Tal
como na adigao, certo comportamento é familiar:

Lema 6.14. Se «, 3,7 sao ordinais, entdo:

1. sea#0ef <, entdoa-f <a-v;

2. sea#0ea-f=a-v, entio f =1,
3. a-(B-7)=(a-B)-;
4. Sea<B, entioa-y<p-v;
9. a-(B+7)=(a-f)+(a-7)
Prova. Deixado como exercicio. O

Pode provar-se (ou consultar) outros resultados, & vontade. Mas, dado
Proposicao 6.8, o que se segue nao deve surpreender:

Proposigao 6.15. A multiplicagdo ordinal nao é comutativa: 2 -w = w < w-2
Prova. 2-w =lsuby<,(2-n) =w € lsubyc,(W+n) =w+w=w-2. O

De novo, a justificacdo intuitiva é direta. Para calcular 2 - w, substitui-se cada
nimero natural por duas entidades. Obtém-se o mesmo tipo de ordem se
simplesmente se inserirem todos os nimeros “meios” nos naturais, isto é, se se
considerar a ordem natural em {n/2 : n € w}. Assim posto, o tipo de ordem
é claramente o mesmo que o de w em si. Mas, para calcular w - 2, dispoem-se
duas copias de w, uma a seguir a outra.

Problema 6.3. Prove Lema 6.12, Lema 6.13, e Lema 6.14

56 set-theory rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.

sth:ord-arithmetic:mult:

ordtimeslessiswo

sth:ord-arithmetic:mult:

ordtimesrecursion

sth:ord-arithmetic:mult:

ordinalmultiplicationisnice
sth:ord-arithmetic:mult:
ordtimes1
sth:ord-arithmetic:mult:
ordtimes2
sth:ord-arithmetic:mult:
ordtimes3
sth:ord-arithmetic:mult:
ordtimes/
sth:ord-arithmetic:mult:

ordtimes5


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

sth:ord-arithmetic:expo:
sec

sth:ord-arithmetic:expo:

ordexporecursion

6.5 Exponenciagao Ordinal

Passamos agora & exponenciagao ordinal. Infelizmente, nao hd uma definigao
simpdtica sintética para a exponenciagao ordinal.

Certo que ezistem definigoes sintéticas explicitas. Eis uma. Seja finfun(c, 8)
o conjunto de todas as fungdes f: o — [ tais que {yv € a : f(vy) # 0} é
equipotente a algum nimero natural. Defina-se um bom ordenamento em
finfun(a, B) por f C gsse f # ge f(y) < g(7), onde 79 = max{y € « :
f(v) # g(7)}. Entdo pode definir-se a'®) como ord(finfun(a, 3),C). Potter
usa esta definicao explicita e explica de seguida:

A escolha desta ordenagao determina-se unicamente pelo desejo
de obter uma definicao da exponenciacao ordinal que obedeca a
condicao recursiva adequada. . ., e € muito mais dificil de visualizar
do que a soma ou o produto ordenados. ( , , D- 199)

Exatamente. Explicamos a adigao como “uma cépia de « seguida de uma cépia
de 87, e a multiplicacdo como “uma [-sucessao de cépias de o”. Mas nao temos
nada de sucinto a dizer sobre finfun(a, 7). Por isso, apresentaremos a definigdo
da exponenciacao ordinal apenas por recursao transfinita, isto é:

Definicao 6.16.

a® =1
aB+tD) — o B) .
al®) = U al®) quando 8 é um ordinal limite
<

Se trabalhdssemos como teoristas de conjuntos, poderiamos querer explorar
algumas propriedades da exponenciacao ordinal. Mas pouco mais temos a
acrescentar, salvo notar o fato pouco surpreendente de que a exponenciacao
ordinal nio comuta. Assim 2 = Us<w 200 = w, enquanto w® = w - w.
Mas entao nao se deve esperar que comute, pois j4 nao comuta nos naturais:
200 =8 <9 =33,

Problema 6.4. Usando inducdo transfinita, prove que, se se define a(®) =
ord(finfun(c, 8), C), obtém-se as equagoes recursivas de Defini¢ao 6.16.
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Capitulo 7

Cardinais

7.1 Principio de Cantor

Volte o pensamento a Secao 3.5. Estavamos a discutir conjuntos bem ordenados
e sugerimos que seria desejdvel ter objetos que funcionem como representantes
dos bons ordenamentos. Com isto em mente, introduzimos os ordinais e depois
mostramos em Corolario 3.28 que estes se comportam como desejamos, isto é:

ord(4, <) = ord(B, <) sse (4, <) & (B, <).

Volte ainda mais atrds, a ?7?7. Ali, trabalhando ingenuamente, introduzimos
a nogao de “tamanho” de um conjunto. Especificamente, dissemos que dois
conjuntos sao equipotentes, A ~ B, precisamente quando existe uma bijecao
f: A — B. Esta nocao ¢ intrinsecamente mais simples do que a de um bom
ordenamento: interessam-nos apenas as bijegoes, e ndo (como com os isomor-
fismos de ordem) se as bijecoes “preservam alguma estrutura’.

Tudo isto sugere um pensamento 6bvio. Tal como introduzimos certos ob-
jetos, ordinais, para calibrar bons ordenamentos, podemos introduzir certos
objetos, cardinais, para calibrar tamanho. Esse é o objetivo deste capitulo.

Antes de dizer o que serdo estes cardinais, convém enunciar um principio
que devem satisfazer. Escrevendo |X| para a cardinalidade do conjunto X,
desejariamos que obedecessem a:

|A| = |B| sse A= B.

Chamaremos a isto o Principio de Cantor, ja que Cantor foi provavelmente o
primeiro a té-lo claramente presente. (Diremos mais sobre a sua relagdo com
o Principio de Hume na Secgao 7.5.) O nosso objetivo é definir |X|, para cada
X, de modo a que satisfaga o Principio de Cantor.

7.2 Cardinais como Ordinais
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sth:cardinals:cardsasords:

defcardinalasordinal

sth:cardinals:cardsasords:
lem:Cardinals Exist
sth:cardinals:cardsasords:
cardaexists
sth:cardinals:cardsasords:
cardaapprox
sth:cardinals:cardsasords:

cardaidem

De fato, a nossa teoria dos cardinais fard uso (descarado) da nossa teoria dos
ordinais. Ou seja: definiremos os cardinais como certos ordinais especificos.
Em particular, proporemos o seguinte:

Definigao 7.1. Se A pode ser bem ordenado, entao |A| é o menor ordinal 7
tal que A = . Para qualquer ordinal v, diz-se que v é um cardinal sse v = |v/|.

Acabamos de usar a locucdo “A pode ser bem ordenado”. Como quase
sempre em matemadtica, a locucdo modal aqui é apenas um atalho para uma
assercao existencial: dizer “A pode ser bem ordenado” é dizer “existe uma
relacdo que bem ordena A”.

H& contudo um problema com Definigao 7.1. Gostarfamos que todo o con-
junto tivesse um tamanho, isto é, que |A| existisse para todo A. A defini¢do que
acabamos de dar, porém, comega por uma condicional: “Se A pode ser bem
ordenado...”. Se existir algum conjunto A que ndo possa ser bem ordenado,
a nossa defini¢do simplesmente deixa de definir um objeto |A].

Logo, para usar Definicao 7.1, precisamos de uma garantia de que todo
o conjunto pode ser bem ordenado. Infelizmente, essa garantia nao esta dis-
ponivel em ZF. Assim, se queremos usar Definicao 7.1, ndo hé alternativa
sendo acrescentar um novo axioma, tal como:

Bom ordenamento (Bom ordenamento). Todo o conjunto pode ser bem
ordenado.

Discutiremos se o axioma do bom ordenamento é aceitdavel em Capitulo 9.
Daqui em diante, porém, simplesmente o admitiremos. E, com ele, é bastante
direto provar que os cardinais (tal como definidos na Definigao 7.1) existem e
comportam-se bem:

Lema 7.2. Para todo o conjunto A:
1. |A| existe e € tinico;
2. |Al= A;
3. |A| € um cardinal, isto é, |A| = ||A]|;

Prova. Fixe A. Pelo Bom ordenamento, existe um bom ordenamento (A, R).
Por Teorema 3.26, (A4, R) é isomorfo a um unico ordinal, 5. Logo A ~ . Por
inducdo transfinita, existe um tnico ordinal minimo, v, tal que A ~ 7. Logo
|A| = 7, o que estabelece (1) e (2). Para (3), note-se que se § € v entdo § < A,
pela escolha de 7, logo também § < « pois a equipoténcia é uma relagdo de
equivaléncia (??). Logo v = |v/|. O

O resultado seguinte garante o Principio de Cantor, e mais ainda. (Note-
se que os cardinais herdam a ordem dos ordinais, isto é, a < b sse a € b.
Ao formular isto, usaremos letras Fraktur para objetos que sabemos serem
cardinais. Isto é bastante usual. Uma alternativa comum é usar letras gregas,
jé que os cardinais sao ordinais, escolhendo-as do meio do alfabeto, por exemplo
Ky L)
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Lema 7.3. Para quaisquer conjuntos A e B: sthicardinals: cardsasords:
lem:CardinalsBehaveRight

A= B sse |A| = |B|

A <X B sse |A| < |B|

A < B sse |A] < |B|

Prova. Provaremos o sentido da esquerda para a direita da segunda afirmacao
(os outros casos sao semelhantes e ficam como exercicio). Considere-se o dia-
grama seguinte:

As setas duplas indicam bijegoes, cuja existéncia é garantida por Lema 7.2. Ao
supor A =< B, existe uma injecao A — B. Seguindo as setas de |A| para A,
para B e para |B|, obtém-se uma injecao |A| — |B| (a seta tracejada). O

Pode ainda usar-se Lema 7.3 para voltar a provar Cantor—Bernstein. Trata-se
da afirmacao de que se A < Be B < A entdao A~ B. A enunciamos como 77,
mas a provamos primeiro—com algum esforco—em ?7. Considere-se:

Nova prova de Schrider-Bernstein. Se A = B e B =< A, entao |A| < |B| e
|B| < |A| por Lema 7.3. Logo |A| = |B| ¢ A~ B por tricotomia e Lema 7.3.00

Embora seja uma prova muito simples, apoia-se implicitamente na Substi-
tuicdo (para assegurar Teorema 3.26) e no Bom ordenamento (para garantir
Lema 7.3). Em contraste, a prova na ?? era muito mais auténoma (de fato,
pode efetuar-se em Z 7).

7.3 ZFC: um marco

Com a adigao do axioma do bom ordenamento, atingimos o Gltimo marco sth:cardinals:zfc:
tedrico. Dispomos agora de todos os axiomas necessirios para ZFC. Em °**
detalhe:

Definigao 7.4. A teoria ZFC tem estes axiomas: Extensionalidade, Uniao,
Pares, Conjuntos poténcia, Infinitude, Fundagao, Bom ordenamento e todas
as instancias dos esquemas de Separagao e Substituicao. Dito de outro modo,
ZFC acrescenta o Bom ordenamento a ZF'.

ZFC significa teoria de conjuntos de Zermelo—Fraenkel com FEscolha. Isto
pode parecer ligeiramente estranho, pois o axioma que adicionamos se chama
“Bom ordenamento”, nao “Escolha”. Mas, quando mais tarde formularmos a
FEscolha, verificar-se-4 que o Bom ordenamento lhe é equivalente (médulo ZF)
(ver Teorema 9.6). Logo, qual tomar como axioma “bdsico” é indiferente. E o
nome “ZFC” ¢ inteiramente standard na literatura.
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sth:cardinals:classing:

omegaisacardinal

7.4 Finito, Enumeravel, Nao Enumeravel

Agora que fomos introduzidos aos cardinais, vale a pena dedicar um pouco de
tempo a variedades de cardinais; nomeadamente, cardinais finitos, enumeravel
e nao enumeravel.

Os nossos dois primeiros resultados implicam que os cardinais finitos serao
exatamente os ordinais finitos, que definimos como 0s nossos numeros naturais
em Definicao 2.7:

Proposigao 7.5. Sejam n,m € w. Entaon =m sse n =~ m.

Prova. O sentido da esquerda para a direita é trivial. Para provar da direita
para a esquerda, suponha-se n &~ m embora n # m. Por tricotomia, ou n € m
ou m € n; suponha-se, sem perda de generalidade, n € m. Entao n C m e
existe uma bijecao f: m — n, logo m ¢ infinito de Dedekind, o que contradiz
Proposigao 2.8. O

Corolario 7.6. Sen € w, entdo n é um cardinal.
Prova. Imediato. O

Segue-se também que vérias nogoes razoaveis do que possa significar descrever
um cardinal como “finito” ou “infinito” coincidem:

Teorema 7.7. Para qualquer conjunto A, as sequintes afirmagdes sdo equiva-
lentes:

1. |A] ¢ w, isto é, A ndo é um nimero natural;
2. w<|Af;
3. A ¢ infinito de Dedekind.
Prova. Por Lema 6.10, Lema 7.3, e Corolario 7.6. [

Isto autoriza a seguinte definicdo de algumas nogoes que usamos de forma
informal na ?7:

Definigao 7.8. Diz-se que A é finito sse |A| é um ndmero natural, isto é,
|A] € w. Caso contrario, diz-se que A é infinito.

Note-se que esta definicao é apresentada no contexto de ZFC. Afinal, pre-
cisamos do Bom ordenamento para garantir que todo o conjunto tem uma
cardinalidade. E, de fato, sem o Bom ordenamento, pode existir um conjunto
que nem ¢ finito nem infinito de Dedekind. Voltaremos a este tipo de questao
no Capitulo 9. Por ora, continuamos a assumir o Bom ordenamento.

Passemos agora dos cardinais finitos aos cardinais infinitos. Eis dois pontos
elementares:

Corolario 7.9. w € o menor cardinal infinito.

set-theory rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 61


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Prova. w é um cardinal, pois w ¢é infinito de Dedekind e se w =~ n para algum
n € w entao n seria infinito de Dedekind, contrariando Proposicao 2.8. Ora, w
¢ o menor cardinal infinito por defini¢ao. O

Corolario 7.10. Todo o cardinal infinito € um ordinal limite.

Prova. Seja o um ordinal sucessor infinito, logo a = 5+ 1 para algum . Por
Proposicao 7.5, 8 também é infinito, logo 5 ~ S + 1 por Lema 6.10. Ora,
|B] = |8 + 1| = |a| por Lema 7.3, logo a # |a|. O

Jana 77, assinalamos que podemos distinguir conjuntos infinitos enumeravel
de conjuntos infinitos nao enumeravel. Essa definicado conduz naturalmente ao
seguinte:

Proposicao 7.11. A é enumerdvel sse |A] < w, e A é nao enumerdvel sse
w < |A|.

Prova. Por tricotomia, as duas afirmagoes sao equivalentes, bastando provar
que A é enumeravel sse |A| < w. Para da direita para a esquerda: se |A| < w,
entdo A =< w por Lema 7.3 e Coroldrio 7.9. Para da esquerda para a direita:
suponha-se A enumerdavel; entdo, por 7?7, ha trés casos possiveis:

1. se A =1, entdo |A| =0 € w, por Corolario 7.6 e Lema 7.3.

2. sen =~ A, entdo |A| =n € w, por Coroldrio 7.6 e Lema 7.3.

3. se w = A, entdo |A| = w, por Coroldrio 7.9.
Em todos os casos, |A| < w. O
De fato, w tem um lugar especial. Embora existam muitos ordinais contdveis:

Corolario 7.12. w € o unico cardinal infinito enumerdvel.

Prova. Seja a um cardinal infinito enumeravel. Como a ¢ infinito, w < a. Como
a é um cardinal infinito enumeravel, a = |a| < w. Logo a = w por tricotomia.[]

Claro que existem infinitos cardinais. Poderiamos perguntar: Quantos car-
dinais ha? Os resultados seguintes mostram que convém reconsiderar essa
pergunta.

Proposicao 7.13. Se todo o membro de X € um cardinal, entdo |J X € um
cardinal.

Prova. E facil verificar que | J X é um ordinal. Seja a € |J X um ordinal; ent&o
a € b € X para algum cardinal b. Como b é um cardinal, « < b. Como
b C UX, tem-se b < [JX, e portanto a % |JX. Generalizando, |JX é um
cardinal. O

Teorema 7.14. Nao existe um cardinal mdzximo.
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sth:cardinals:hp:
sec

Prova. Para qualquer cardinal a, o teorema de Cantor (??) e Lema 7.2 impli-
cam que a < |p(a)|. O

Teorema 7.15. O conjunto de todos os cardinais ndo existe.

Prova. Por redugdo ao absurdo, suponha-se C' = {a : a é um cardinal}. Ora,
JC é um cardinal por Proposicao 7.13, logo por Teorema 7.14 existe um
cardinal b > |JC. Por definicdo b € C, logo b C |JC, donde b < |JC, uma
contradicao. O

Compare isto com o paradoxo de Russell e com Burali-Forti.

7.5 Apéndice: Principio de Hume
Na Secao 7.1, descrevemos o Principio de Cantor. Era:
|A| = |B] sse A~ B.
Isto é muito semelhante ao que hoje se chama Principio de Hume, que diz:

#a F(x) =#xG(x) sse F ~G

onde ‘F ~ G’ abrevia que ha tantos F' quantos G, isto é, os F' podem por-se
em bijecao com os G, isto é:

JFR(VoVy(Rvy — (Fv A Gy)) A
Yo(Fv — 3y Ruy) A
Vy(Gy — 3lv Ruy))

Mas ha uma diferenga de tipo entre o Principio de Hume e o Principio de
Cantor. No enunciado do Principio de Cantor, as varidveis “A” e “B” sao
termos de primeira ordem que denotam conjuntos. No enunciado do Principio
de Hume, “F”, “G” e “R” nao sao termos de primeira ordem; estdo em posi¢ao
de predicado. (Talvez denotem propriedades.) Assim, o Principio de Hume pode
parafrasear-se em portugués: o nimero de F's é o numero de Gs sse os F's estao
em bijecao com os Gs. Chama-se Principio de Hume porque Hume escreveu o
seguinte:

Quando dois nimeros se combinam de tal modo que a cada unidade
de um corresponde sempre uma unidade do outro, dizemos que sao
iguais. ( , , Pt.I1T Bk.1 §1)

E o Principio de Hume foi trazido & proeminéncia matema&tico-légica contem-

poranea por ( , §63), que citou esta passagem de Hume antes de (em
efeito) esbogar (o que chamamos) Principio de Hume.
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Note a semelhanca estrutural entre o Principio de Hume e a Lei Bésica V.
A formulamos na Secao 1.6 do seguinte modo:

ex F(z) = ex G(x)sse Vz (F(z) <> G(x)).

E, neste ponto, alguns comentéarios e comparagoes podem ajudar.

Ha duas maneiras de entender um principio como o Principio de Hume ou a
Lei Bésica V: predicativamente ou impredicativamente (recorde Segao 1.3). Na
leitura impredicativa da Lei Bésica V, para cada F', o objeto ex F'(x) pertence
ao dominio de quantificacao usado na propria formulagao da Lei Basica V. Do
mesmo modo, na leitura impredicativa do Principio de Hume, para cada F,
o objeto #ux F(x) pertence ao dominio de quantificagdo usado na formulagao
do Principio de Hume. Em contraste, na compreensao predicativa, os objetos
ex F(z) e #x F(z) seriam entidades de um dominio diferente.

Agora, se a Lei Bésica V se 1é impredicativamente, conduz a inconsisténcia,
via Compreensao ingénua (para pormenores, ver Se¢ao 1.6). Tal como a Com-
preensao ingénua, pode tornar-se consistente se se 1é predicativamente. Mas
provavelmente nao fara tudo o que desejavamos.

O Principio de Hume, porém, pode ser lido de modo consistente impredica-
tivamente. E, assim lido, é bastante poderoso.

Para ilustrar: considere-se o predicado “x # x”, que obviamente nada sa-
tisfaz. O Principio de Hume fornece agora um objeto #x(x # x). Podemos
tratd-lo como o nimero 0. Agora, na compreensao impredicativa—mas $J na
impredicativa—esta entidade 0 pertence ao nosso dominio original de quan-
tificagdo. Logo podemos aplicar sensatamente o Principio de Hume com o
predicado “x = 0” para obter um objeto #x(x = 0). Podemos tratd-lo como o
nimero 1. Além disso, o Principio de Hume implica que 0 # 1, pois nao pode
haver bije¢ao dos objetos nao auto-idénticos para os objetos idénticos a 0 (nao
hé dos primeiros, mas hd um dos segundos). Agora, de novo impredicativa-
mente, 1 pertence ao dominio original de quantificacdo. Logo podemos aplicar
o Principio de Hume com o predicado “(x =0V x = 1)” para obter um objeto
#x(x =0V =1). Podemos tratd-lo como o ntimero 2, e mostrar que 0 # 2 e
1 # 2, e assim por diante.

Em suma, tomado impredicativamente, o Principio de Hume implica que
hé infinitamente muitos objetos. E isto encorajou os logicistas neo-fregeanos a
tomar o Principio de Hume como fundacao da aritmética.

O proprio Frege, contudo, nao tomou o Principio de Hume como fundacgao
da aritmética. Em vez disso, Frege provou o Principio de Hume a partir de uma
defini¢ao explicita: #x F(x) é definido como a extensao do conceito F' ~ @. Em
termos modernos, poder-se-ia tentar render isto como #x F(x) = {G : F ~ G};
mas isto volta a arrastar-nos para os problemas da Compreensao ingénua.
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Capitulo 8

Aritmética Cardinal

8.1 Definindo as Operagoes Basicas

Como nao precisamos de controlar a ordem, a aritmética cardinal é bastante
mais facil de definir do que a aritmética ordinal. Definiremos adigao, multi-
plicagao e exponenciagao simultaneamente.

Definigao 8.1. Quando a e b s@o cardinais:

a®b=|allb]
a®b=]axb]
a® = |°q]

onde XY = {f : f é uma funcio X — Y}. (E facil mostrar que XY existe
para quaisquer conjuntos X e Y'; deixamos isto como exercicio.)

Problema 8.1. Prove em Z~ que XY existe para quaisquer conjuntos X e Y.
Trabalhando em ZF, calcule posto(¥Y) a partir de posto(X) e posto(Y), &
maneira de Lema 6.9.

Pode ajudar explicar esta definicao. Quanto & adicao: usa-se a nocao de
soma disjunta, LI, tal como definida em Definicao 6.1; e é facil ver que esta de-
finicao da o resultado certo nos casos finitos. Quanto & multiplicagdo: ?7? nos
diz que, se A tem n membros e B tem m membros, entao A x B tem n-m mem-
bros, pelo que a nossa definigao generaliza simplesmente a ideia a multiplicagao
transfinita. A exponenciacio é semelhante: estamos simplesmente a generali-
zar o pensamento do finito para o transfinito. De fato, sob certos aspectos, a
aritmética cardinal transfinita parece muito mais a aritmética “ordindria” do
que a aritmética ordinal transfinita:

Proposigao 8.2. & e ® sao comutativas e associativas.

Prova. Para a comutatividade, por Lema 7.3 basta observar que (alLlb) ~ (bUa)
e (ax b) =~ (b x a). Deixamos a associatividade como exercicio. O
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Problema 8.2. Prove que ® e ® sao associativas.
Proposicao 8.3. A € infinito se e sé se |A| @1 =1 |A| = |A|.

Prova. Como em Teorema 7.7, a partir de Lema 6.10 e Lema 7.3. [

Isto explica porque precisamos de simbolos distintos para adi¢do/multiplicacao

ordinal versus cardinal: s@ao operacOes genuinamente diferentes. Este par de
resultados mostra que a exponenciagao ordinal versus cardinal também sao
operagoes distintas. (Recordar que Defini¢ao 2.7 implica que 2 = {0, 1}):

Lema 8.4. |p(A)| =211 para qualquer A.

Prova. Para cada subconjunto B C A, seja x € 42 dado por:

1 sexeB
xB(T) =

0 caso contrario.

Seja agora f(B) = x; isto define uma bijecao f: p(A) — 42. Logo p(A) ~ A42.
Dai p(A) ~ 1412, pelo que |p(A)| = "A‘Z‘ =24l O

Esta prova sucinta subsume essencialmente a discussdo em ?7. Ali, mos-
tramos como “reduzir” a nao enumerabilidade de p(w) & nado enumerabilidade
do conjunto das sequéncias bindrias infinitas, B“. Na pratica, B é apenas “2;
e a prova precedente mostrou que o raciocinio que seguimos na ?? continua a
valer usando qualquer conjunto A no lugar de w. O resultado também fornece
um fato rapido sobre exponenciagao cardinal:

Corolario 8.5. a < 2% para qualquer cardinal a.
Prova. Pelo Teorema de Cantor (??) e Lema 8.4. O

Logo w < 2%. Mas nota: isto é um resultado sobre exponenciagao cardinal.
Deve contrastar-se com a exponenciacao ordinal, pois neste ultimo caso w =
2(@) (ver Secio 6.5).

Enquanto estamos no tema da exponenciagao cardinal, podemos também
ser um pouco mais precisos sobre a “maneira” pela qual R é nao enumeravel.

Teorema 8.6. |R|=2%

Esbogo de prova. Ha muitas maneiras de provar isto. A mais direta é argumen-
tar que p(w) X R e R = p(w), e depois usar Schroder-Bernstein para inferir
que R ~ p(w), e Lema 8.4 para inferir que |R| = 2¥. Deixamos como exercicio
(esclarecedor) definir injecgdes f: p(w) > Re g: R — p(w). O

Problema 8.3. Complete a prova de Teorema 8.6, mostrando que p(w) < R
e R < p(w).
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8.2 Simplificando Adicao e Multiplicagao

Acontece que a adigao e a multiplicacao cardinais transfinitas sao extremamente
faceis. Isto segue do fato de os cardinais serem (certos) ordinais, logo bem
ordenados, e poderem ser manipulados de certa forma. Mostrar isto, porém,
nao € tao facil. Para comecar, precisamos de uma definicao habil:

Definicao 8.7. Definimos uma ordenacdo candnica, <1, em pares de ordinais,
estipulando que (a1, as) < (81, 02) se e sé se se verifica uma das seguintes
condigoes:

1. max(aq, az) < max(fi, f2); ou
2. max(ay, az) = max(f1, B2) e a1 < fBi; ou
3. max(ay, az) = max(f1, f2) e a1 = B e az < Po

Lema 8.8. (o x a, <) € uma boa ordem, para qualquer ordinal c.

Prova. Evidentemente <1 é conexa em « X «. De fato, suponhamos que nem
(a1, a2) nem (B, B2) é menor do que a outra no sentido de <. Entao max(aq, as) =
max (31, f2) e a1 = B1 e az = B2, pelo que (ai,az) = (B, f2).

Para mostrar que é boa ordem, seja X C «a X « nao vazio. Como « é
um ordinal, algum § é o menor membro de {max(y1,72) : {(y1,72) € X}
Descartemos agora todos os pares de {{y1,72) € X : max(y1,72) = d} exceto
os de primeira coordenada minima; entre estes, o par de segunda coordenada
minima é o elemento <-minimo de X. O

Segue-se uma observacao minima, mas simples:

Proposigao 8.9. Se a =, entao a x a = x .
Prova. Basta deixar que f: o — f induza (y1,72) — (f(71), f(72))- O

E agora aplicaremos tudo isto para provar um lema crucial:
Lema 8.10. «a =~ a X «, para qualquer ordinal infinito «

Prova. Por reducao ao absurdo, seja a o menor ordinal infinito para o qual
isto falha. ?? mostra que w =~ w X w, logo w € a. Além disso, o é um cardinal:
suponhamos o contrdrio, por reducao ao absurdo; entdo |a| € «, pelo que
|a| = || x ||, por hipétese; e |a| &~ « por definigao; logo a@ = «a X «a por
Proposicao 8.9.

Ora, para cada (71,72) € a X «, consideremos o segmento:

Seg(71,72) = {(61,02) € a x a: (1,02) < (71,72)}
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Seja v = max (71, v2); note-se que {y1,7v2) < (y+ 1,7+ 1). Assim, quando v é
infinito, observe-se:

Seg(11,72) S (Y +1) - (v+1))
~ (7 -7), por Lema 6.10 e Proposi¢ao 8.9
~ 7, pela hipétese de indugao

< @, pois a é um cardinal

Logo ord(a X a, 1) < v, e portanto a X a = . Como obviamente a < a X «,
o resultado segue por Schroder-Bernstein. O

Finalmente, chegamos ao nosso resultado simplificador:

Teorema 8.11. Se a,b sdo cardinais infinitos, entdo: sthicard-arithmetic:simp:

cardplustimesmaz

a®b=ad®b=mazx(a,b).

Prova. Sem perda de generalidade, suponhamos a = max(a, b). Entao, invo-
cando Lema 8.10, a®a=a<adb<adda<a®a. O

Do mesmo modo, se a ¢ infinito, uma uniao de cardinalidade a de conjuntos de
cardinalidade < a tem cardinalidade < a:

Proposigcao 8.12. Seja a um cardinal infinito. Para cada ordinal B € a, seja  sth:card-arithmetic:simp:
kappaunionkappasize

Xp um conjunto com | Xg| < a. Entdo ’UﬂEaX/3’ <a.

Prova. Para cada 8 € a, fixe uma injecao fz: X3 — a.! Defina uma injecio

9: Upea Xp = a x a por g(v) = (B, fs(v)), onde v € Xg e v ¢ X, para
qualquer v € 3. Ora, Jge, Xp = @ X a = a por Teorema 8.11. O

8.3 Algumas Simplificagoes com Exponenciacao
Cardinal

Embora definir <1 fosse um pouco trabalhoso, o resultado é um teorema 1til sth:card-arithmetic:expotough:
.~ . . ~ . . . ~ sec

sobre adicao e multiplicagao cardinais, Teorema 8.11. A exponenciagao transfi-

nita, porém, nao se simplifica tao diretamente. Para explicar por que, comecamos

por um resultado que prolonga um padrao familiar do caso finitdrio (embora a

sua prova esteja a um nivel elevado de abstragao):

PI‘OpOSigéO 8.13. ab@c = ab X a‘ e (ab)c = ab®c, para quaisquer cardinais sth:card-arithmetic:expotough:
a b C simplecardexpo
k) v

1Como sdo estes “fixos”? Ver Segio 9.5.
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Prova. Para a primeira afirmacao, considere-se uma funcao f: (blUc) — a. Ora,
“parta-se” isto, definindo fy(8) = f(8,0) para cada 8 € b, e f.(v) = f(v,1)
para cada v € ¢. A aplicacdo f + (fy X fc) é uma bijecio *“*a — (®a x ‘a).
Para a segunda afirmacdo, considere-se uma funcio f: ¢ — (*a); assim,
para cada v € ¢ temos alguma fungao f(v): b — a. Ora, defina~se f*(8,v) =
(f(7))(B) para cada (3,7) € b x ¢. A aplicagdo f — f* é uma bijecio ¢(*a) —
b®ca. O

O que gostarfamos mesmo era de uma maneira facil de calcular a® quando
tratamos de cardinais infinitos. Eis um passo 1til nessa direc¢ao:

Proposigao 8.14. Se2<a<b eb € infinito, entdo ab =2b
Prova.

2 <ab pois2<a
< (2%)°, por Lema 8.4
= 2% hor Proposicao 8.13
= 2% por Teorema 8.11 O
Nao devemos esperar poder simplificar mais além disto, pois b < 2° por

Lema 8.4. Contudo, isto nfo nos diz o que afirmar sobre a® quando b < a.
Naturalmente, se b é finito, sabemos o que fazer.

Proposigao 8.15. Se a € infinito e n € w, entao a™ = a

Prova. a" =a®a®...®a = a, por Teorema 8.11. O
Adicionalmente, nalguns outros casos, podemos controlar o tamanho de a®:
Proposigao 8.16. Se2 < b < a<2% eb ¢ infinito, entio a® = 2°

Prova. 2° < ab < (2[’)[’ = 20®b — 20 raciocinando como na Proposigao 8.14.07

Para além deste ponto, as coisas tornam-se bastante mais subtis.

8.4 A Hipédtese do Continuo

O resultado anterior sugere (corretamente) que a exponenciacao cardinal seria
bastante fdcil, se os cardinais infinitos estivessem garantidos a “comportar-se
de forma simples” com poténcias de 2, isto é, (por Lema 8.4) com a operagao de
tomar conjuntos poténcia. Mas nao podemos supor que os cardinais infinitos
se comportem de forma simples com os conjuntos poténcia.

Comegcando a desdobrar isto, introduzimos uma notacao conveniente.
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Definigao 8.17. Onde a® ¢é o menor cardinal estritamente maior do que a,
definimos duas sequéncias infinitas:

Ny =w Jy=w
NaJrl = (Na)® :a+1 = 2:[0‘
N, = U Ng d, = U up quando « é um ordinal limite.
B<a B<a

A definicdo de a® faz sentido, pois Teorema 7.14 nos diz que, para cada
cardinal a, existe algum cardinal maior do que a, e a Indugao Transfinita ga-
rante que existe um cardinal minimo maior do que a. O resto da definicao é
fornecido pela recursdo transfinita.

Cantor introduziu esta notagao “N”; trata-se do alef, a primeira letra do
alfabeto hebraico e a primeira letra da palavra hebraica para “infinito”. Peirce
introduziu a notacao “J”; trata-se do beth, a segunda letra do alfabeto he-
braico.? Estas notacdes fornecem-nos cardinais infinitos.

Proposicao 8.18. N, e 3, sdo cardinais, para todo o ordinal c.

Prova. Ambos os resultados valem por uma inducao transfinita simples. Ny =
Jo = w é um cardinal por Coroldrio 7.9. Supondo que R, e J, sao ambos
cardinais, No41 € Ju11 estdo explicitamente definidos como cardinais. E a
uniao de um conjunto de cardinais é um cardinal, por Proposicao 7.13. O

Além disso, todo o cardinal infinito é um N:

Proposicao 8.19. Se a € um cardinal infinito, entdo a = R, para um certo vy
1Unico.

Prova. Por indugao transfinita nos cardinais. Para a indugao, suponhamos que
seb < aentao b =N, . Se a = b? para algum b, entdao a = (N,,)® =N, 1. Se
a nao é o sucessor de nenhum cardinal, entao, por serem os cardinais ordinais,

a=Upca = UpcaRy,, logo a =R, onde v = (J, ., Vo O

Como todo o cardinal infinito é um R, surge naturalmente a pergunta: sera
que todo o cardinal infinito ¢ um 3? Certamente que, se isso se verificasse,
os cardinais infinitos “comportar-se-iam de forma simples” com a operacao de
tomar conjuntos poténcia. De fato, teriamos o seguinte:

Hipdtese Generalizada do Continuo (HGC). X, = 3, para todo o a.

2Peirce usou esta notagio numa carta a Cantor de dezembro de 1900. Infelizmente, Peirce
também apresentou ali um mau argumento de que J, nao existe para a > w.
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Além disso, se a HGC valesse, poderiamos simplificar bastante a exponen-
ciacao cardinal. Em particular, poderiamos mostrar que, quando b < a, o valor
de a® fica encerrado entre a < a® < a®. Poderfamos entdo dar condigOes pre-
cisas que determinam qual das duas possibilidades se verifica (isto é, se a = a®
ou a® = a%).?

Mas a HGC é uma hipdtese, ndo um teorema. De fato, ( ) pro-
vou que, se ZFC for consistente, entdao também o é ZFC + HGC. Mas mais
tarde verificou-se que podemos acrescentar igualmente ~-HGC a ZFC. De fato,
considere-se a instancia nao trivial mais simples da HGC, nomeadamente:

Hipétese do Continuo (HC). Ny = J;.

( ) provou que, se ZFC for consistente, entao também o é ZFC+
—HC. Logo a Hipdtese do Continuo é independente de ZFC.

A Hipétese do Continuo chama-se assim porque “o continuo” é outro nome
para a reta real, R. Teorema 8.6 nos diz que |R| = J;. Assim, a HipGtese
do Continuo afirma que nao hé cardinal entre a cardinalidade dos nimeros
naturais, Ng = Jy, e a cardinalidade do continuo, J;.

Dada a independéncia da (H)HC relativamente a ZFC, o que devemos
dizer sobre a sua verdade? Ha muito a dizer. De fato, muito trabalho recente e
fecundo em teoria dos conjuntos tem sido dedicado a estas questoes. Mas dois
pontos rapidos valem certamente a pena enfatizar.

Primeiro: nao se segue imediatamente destes resultados formais de inde-
pendéncia que a HGC ou a HC sejam indeterminadas no valor de verdade.
Afinal, talvez bastem mais axiomas, que nos parecam naturais, para decidir
a questao num sentido ou noutro. O préprio Godel sugeriu que essa era a
resposta adequada.

Segundo: aindependéncia da HC relativamente a ZFC é certamente notdvel,
mas nao é inacreditdvel (no sentido literal). O ponto é simplesmente que, para
tudo o que ZFC nos diz, passar de um cardinal ao seu sucessor pode envolver
uma ferramenta menos direta do que simplesmente tomar conjuntos poténcia.

Feitas estas duas observagoes, quem quiser saber mais tera de recorrer aos
vérios filésofos e mateméaticos com cavalos na corrida.*

8.5 Pontos Fixos de N

No Capitulo 4, sugerimos que o Esquema de Substituicao carece de justificacio,
pois forca a hierarquia a ser bastante alta. Tendo feito alguma aritmética
cardinal, podemos dar uma pequena ilustracao da altura da hierarquia.

Evidentemente 0 < Ry, e 1 < Ny, e 2 < N,...e, de fato, a diferenca de
tamanho s6 fica maior a cada passo. Assim, é tentador conjecturar que £ < N,
para todo o ordinal k.

3A condigdo é ditada pela cofinalidade.
4Embora possa querer comecar por ler ( , §15.6).
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Mas esta conjectura é falsa, em ZFC. De fato, podemos provar que existem
pontos fizos de N, isto é, cardinais k tais que Kk = N,.

Proposicao 8.20. Exziste um ponto fizo de N. sth:card-arithmetic: fis:
alephfized

Prova. Por recursao, defina-se:

KJQ:O

Rnp4+1 = Nnn

w= U mn

n<w

Ora, k é um cardinal por Proposicao 7.13. Mas entao:

K= Uﬁn+1= UN’W: UNa:NH

n<w nw a<k D

Boolos escreveu um artigo sobre precisamente o ponto fixo de X que aca-
bamos de construir. Depois de notar a existéncia de k, no inicio do artigo,
disse:

[k é] um nimero bastante grande, aos olhos de quem néo teve con-

tato prévio com a teoria dos conjuntos, tao grande, me parece,

que poe em causa a verdade de qualquer teoria que, entre as suas

afirmagoes, inclua a de que existem pelo menos x objetos. ( ,
, p- 257)

E concluiu o artigo perguntando:

[serd que] suspeitamos que, seja qual for o comego da histéria,

quando chegamos tao longe as rodas giram no vazio e ja nao estamos

a ouvir uma descrigdo de coisa alguma que seja o caso? ( ,
, p- 268)

Se, de fato, ultrapassamos “qualquer coisa que seja o caso”, entao devemos
apontar o dedo da culpa diretamente ao Esquema de Substituicdo. Pois é este
axioma que permite a nossa prova funcionar. Nesse caso, supoe-se, Boolos teria
de rever a afirmacgao que fizera, décadas antes, de que a Substituicao nao tem
consequéncias “indesejaveis” (ver Segao 5.3).

Mas sera a existéncia de k assim tao ma? Pode ajudar, aqui, considerar o
paradozo de Tristram Shandy de Russell. Tristram Shandy documenta a sua
vida no didrio, mas demora um ano a registrar um unico dia. A cada ano que
passa, Tristram fica cada vez mais atrasado: passado um ano, sé registrou um
dia, e viveu 364 dias por registrar; passados dois anos, sé registrou dois dias, e
viveu 728 dias por registrar; passados trés anos, so registrou trés dias, e viveu
1092 dias por registrar ...° Ainda assim, se Tristram é imortal, conseguira

5Ignorando anos bissextos.
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registrar todos os dias, pois registrard o n-ésimo dia no n-ésimo ano da sua
vida. E assim, “no fim dos tempos”, Tristram terd um didrio completo.

Porque é que isto difere tanto da ideia de que o é menor do que X,—e, de
fato, cada vez mais, desesperadamente menor—até x, onde nos “apanhamos”
ek =2N.?7

Deixando isto de lado, e supondo que aceitamos ZFC, fechemos com um
pouco mais de diversao sobre construgoes de pontos fixos. Os trés resultados
seguintes estabelecem, intuitivamente, que existe um ponto (nao trivial) em
que a hierarquia é tao larga como alta:

Proposigao 8.21. FExiste um ponto fizo de 3, isto é, um k tal que Kk = 3.
Prova. Como na Proposicao 8.20, usando “J” no lugar de “N”. O
Proposicao 8.22. |V, 4| =3,. Sew w < a, entdo |V,| = 3,.

Prova. A primeira afirmacdo vale por uma indugéo transfinita simples. A se-
gunda segue-se, pois se w - w < « entao w + o = «a. Para o estabelecer,
usamos fatos sobre aritmética ordinal de Capitulo 6. Note-se primeiro que
ww=w-14w)=(w-1)+ (w-w) =w+ (w-w). Ora, se w-w < a, isto é,
a = (w-w)+ P para algum S, entdo w+a = w+ ((w-w)+p) = (w+ (w-w))+8 =
(w-w)+p=a. O

Corolario 8.23. Existe um & tal que |V,| = k.

Prova. Seja k um ponto fixo de 3, dado por Proposicao 8.21. Claramente
w-w < k. Logo |V,| = 3, = k por Proposigao 8.22. O

Ha tantos estagios abaixo de V,, quantos membros de V. Intuitivamente,
entao, V, é tao largo como alto. Isto é muito a maneira de Tristram Shandy:
passamos de um estagio ao seguinte tomando conjuntos poténcia, tornando a
hierarquia muito maior a cada passo. Mas “no fim”, isto é, no estigio K, a
largura da hierarquia alcanca a altura.

Alguém pode perguntar: Com que frequéncia a largura da hierarquia coin-
cide com a altura? A resposta é: Tantas vezes quantos os ordinais. Mas isto
precisa de uma pequena explicacao.

Definimos um termo 7 do seguinte modo. Para qualquer A, seja:

To(A) = [4]
Tnt1(A) = 37 (a)
7(4) = | m(4)

n<w

set-theory rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 73


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Como na Proposi¢ao 8.21, 7(A) é um ponto fixo de I para qualquer A, e
trivialmente |A| < 7(A). Considere-se entao esta definigdo recursiva:

Wo =0
Wa+1 = T(Wa)
W, = U Wpg, quando o é limite
B<a

A construcao estd definida para todos os ordinais. Intuitivamente, entao, W é
“uma injecao” dos ordinais nos pontos fixos de 3. E, exatamente como antes,
Vw,, € tao largo como alto, para qualquer o.
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Capitulo 9

Escolha

9.1 Introducao

Em Capitulos 7 a 8, desenvolvemos uma teoria de cardinais tratando os cardi-
nais como ordinais. Essa abordagem depende do Axioma da Boa Ordenagao.
Verifica-se que a Boa Ordenagao é equivalente a outro principio—o Axioma
da Escolha—e houve discussao filoséfica séria sobre a sua aceitabilidade. As
questoes deste capitulo sdo: Como é que o Axioma é usado, e pode ser justifi-
cado?

9.2 O Truque de Tarski—Scott

Na Definicao 7.1, definimos cardinais como ordinais. Para isso, assumimos o
Axioma da Boa Ordenacao. Fizemo-lo apenas porque é o “padrao da indistria”.

Antes de discutir questoes filoséficas em torno da Boa Ordenagao, importa
deixar claro que podemos afastar-nos desse padrao e desenvolver uma teoria
de cardinais sem assumir a Boa Ordenagdo. Continuamos a poder usar as
definigoes de A ~ B, A < B e A < B, tal como apareceram no ??. Sé
precisamos de uma nova nogao de cardinal.

Uma ideia ingénua seria tentar definir a cardinalidade de A assim:

{z: A=z}

Talvez queira comparar isto com a definicao fregeana de #xFx, esbogada no
final de Secao 7.5. E, pelas razoes que ali adumbramos, esta definicao falha.
Qualquer conjunto singular é equipotente com {@}. Mas novos singulares s&o
formados em cada estdgio sucessor da hierarquia (basta considerar o singular
do estdgio anterior). Logo {z : A ~ z} nao existe, pois ndo pode ter posto.
Para contornar o problema, usamos um truque devido a Tarski e Scott:!

ILembrete: todas as férmulas podem ter pardmetros (salvo indicagdo em contrério).

(0]



Definigao 9.1 (Tarski—Scott). Para qualquer férmula ¢(z), seja [z : o(z)]
o conjunto de todos os x, de posto minimo possivel, tais que ¢(z) (ou @, se ndo
houver ¢s).

Devemos verificar que esta definigao é legitima. Trabalhando em ZF, Teo-
rema 4.13 garante que posto(x) existe para todo o x. Agora, se houver entidades
que satisfazem ¢, podemos deixar a ser o posto minimo tal que (3z C V,)p(z),
isto é, (V8 € a)(Vax C Vi)—-p(x). Podemos entdo definir [z : ¢(x)] por Se-
paragdo como {x € V41 : p(x)}.

Tendo justificado o truque de Tarski—Scott, podemos usé-lo para definir
uma nogao de cardinalidade:

Definigao 9.2. A Ts-cardinalidade de A é tsc(A) = [z : A =~ x].

A definigdo de TSs-cardinal nao usa a Boa Ordenagdo. Mas, mesmo sem
esse Axioma, podemos mostrar que os TS-cardinais se comportam de modo
semelhante aos cardinais tal como definidos na Definicao 7.1. Por exemplo,
se reformularmos Lema 7.3 e Lema 8.4 em termos de TS-cardinais, as provas
funcionam em ZF, sem assumir a Boa Ordenagao.

Enquanto estamos no assunto, vale a pena notar que também podemos
desenvolver uma teoria de ordinais usando o truque de Tarski-Scott. Onde
(A, <) é uma boa ordenagdo, seja tso(A4, <) = (X, R) : (A, <) 2 (X, R)]. Para
mais sobre este tratamento de cardinais e ordinais, ver ( , chs. 9-12).

9.3 Comparabilidade e Lema de Hartogs

Isto é o lado positivo. Eis o lado negativo. Sem Escolha, as coisas ficam sth:choice:hartogs:
. . . sec
complicadas. Para ver por que, eis um belo resultado devido a ( ):

Lema 9.3 (em ZF). Para qualquer conjunto A, existe um ordinal o tal que  sth:choice:hartogs:
(0% ﬁ A HartogsLemma

Prova. Se BC Ae R C B2, entdo (B,R) C Voosto(4)+4 Por Lema 6.9. Logo,
usando Separagao, considere-se:

C ={(B,R) € Vyosto(a)45 : B € A e (B, R) é uma boa ordenacio}
Usando Substituigdo e Teorema 3.26, forme-se o conjunto:
a={ord(B,R): (B,R) € C}.

Por Corolario 3.19, o é um ordinal, pois é um conjunto transitivo de ordinais.
De fato, se v € f € «, entdo 8 = ord(B,R) para algum B C R, donde
~v = ord(By, Rp) para algum b € B por Lema 3.10, logo v € a.

Por reducao ao absurdo, suponhamos que existe uma injecao f: a — A.
Entao, onde:

Im(f)

B
R={{f(e), f(B)) € Ax A:a€p}.
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Claramente o« = ord(B, R) e (B, R) € C. Logo a € a, o que é contradi¢do. O

Isto implica um resultado profundo:
Teorema 9.4 (em ZF). As afirmagdes sequintes sao equivalentes:
1. O Azioma da Boa Ordenagdo

2. Ou A= B ouB=A, para quaisquer conjuntos A e B

Prova. (1) = (2). Fixem-se A e B. Invocando (1), existem boas ordenagoes
(A, R) e (B, S). Invocando Teorema 3.26, sejam f: « — (A, Ryeg: 5 — (B, S)
isomorfismos. Por Proposicao 3.22, ou « € B ou 8 C «a. Se a C 3, entao
go f~1: A — B é uma injecao, logo A < B; analogamente, se 3 C « entdo
B < A.

(2) = (1). Fixe-se A; por Lema 9.3 existe algum ordinal § tal que § £ A.
Invocando (2), temos A < 8. Logo existe alguma injecao f: A — 3, e podemos
usar esta injeccao para bem ordenar os elementos de A, definindo uma ordem

{(a,b) € Ax A: f(a) € f(b)}. O

Como consequéncia imediata: se a Boa Ordenagao falha, entao alguns con-
juntos sao literalmente incompardveis quanto ao tamanho. Assim, se a Boa
Ordenagao falha, a aritmética cardinal transfinita ficard complicada. Por exem-
plo, teremos de abandonar a ideia de que, se A e B sao infinitos, entao
AUB =~ AXx B = M, onde M é o maior de A e B (ver Teorema 8.11).
O problema é simples: se ndo podemos comparar o tamanho de A e B, entao
nao faz sentido perguntar qual é o maior.

9.4 O Problema da Boa Ordenacao

Evidentemente que muito depende de aceitarmos ou nao a Boa Ordenagao.
Mas a discussao deste principio tendeu a concentrar-se num equivalente, o
Axioma da Escolha. Voltemos entdo a atencéo para esse axioma (e provemos
a equivaléncia).

Em , Cantor exprimiu o seu apoio ao Axioma da Boa Ordenacio,
chamando-lhe “uma lei do pensamento que me parece fundamental, rica nas
suas consequéncias e particularmente notével pela sua generalidade” (citado em

, D- 243). Mas Cantor acabou por convencer-se de que o “Axioma”
precisava de prova. A comunidade matemética também.

O problema foi “resolvido” por Zermelo em . Para explicar a solugao,
precisamos de algumas definigoes.

Definicao 9.5. Uma funcdo f é uma funcdo de escolha sse f(z) € x para todo

o x € dom(f). Dizemos que f é uma fungdo de escolha para A sse f é uma
fungao de escolha com dom(f) = A\ {0}.
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Intuitivamente, para cada conjunto (ndo vazio) x € A, uma funcdo de
escolha para A escolhe um elemento particular, f(z), de z. O Axioma da
Escolha é entao:

Escolha (Escolha). Todo o conjunto tem uma funcdo de escolha.

Zermelo mostrou que a Escolha implica a boa ordenagao, e vice-versa:

Teorema 9.6 (em ZF). A Boa Ordenagio e a Escolha sio equivalentes. sth:choice:woproblem:
thmwochoice
Prova. Da esquerda para o direita. Seja A um conjunto de conjuntos. Entao
|J A existe pelo Axioma da Unido, e logo, pela Boa Ordenagao, existe alguma
relagdo < que bem ordena | J A. Seja agora f(z) = o membro <-minimo de z.
Isto é uma funcao de escolha para A.
Da direita para a esquerda. Fixe-se A. Pela Escolha, existe uma fungao
de escolha, f, para p(A)\ {0}. Usando Recursdo Transfinita, defina-se uma
funcao:

g(0) = f(A)
o) — parar! se A = g[q]
g9(a) { f(A\ gla]) caso contrdrio

A indicacao “parar!” é apenas uma abreviatura para o que seria de outro modo
uma defini¢do mais longa. Ou seja, quando A = g[a] pela primeira vez, seja
g(6) = A para todo 0 § < a. Agora, em primeiro lugar, s6 podemos ter a
certeza de que isto define um termo (ver as observagoes ap6s Teorema 4.4);
mas mostraremos que de fato temos uma fungao.

Como f é fungdo de escolha, para cada a (quando definido) temos g(«) =
F(A\ glal) € A\ gla]; isto 6, g(a) ¢ gla]. Logo, se g(a) = g(8) entdo
g(B) ¢ gla], isto é, B ¢ «, e analogamente a ¢ 8. Logo o = 3, por Tricotomia.
Assim, g é injetiva.

Observe-se a seguir que de fato paramos!, isto é, que existe algum ordinal
minimo « tal que A = g[a]. De fato, suponhamos o contrério; entdo, como
g é injetiva, terfamos o < p(A) \ {0} para todo o ordinal «, contradizendo
Lema 9.3. Dai também Im(g) = A.

Reunindo estes fatos, g é uma bijecao de algum ordinal para A. Agora, g
pode ser usada para bem ordenar A. ]

Assim, a Boa Ordenacdo e a Escolha estdo de pé ou caem juntas. Mas a
questao permanece: estao de pé ou caem?

9.5 Escolha Enumeravel

E fcil provar, sem usar Escolha/Boa Ordenagao, que: sth:choice:countablechoice:

sec

Lema 9.7 (em Z~). Todo o conjunto finito tem uma funcao de escolha.
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Prova. Seja a = {by,...,b,}. Suponhamos, por simplicidade, que cada b; # 0.

Logo existem objetos ci,...,c, tais que ¢; € by,...,c, € b,. Agora, por
Proposigao 2.5, o conjunto {({b1,c1),..., {by,cn)} existe; e isto é uma fungao de
escolha para a. O

Mas a situacao complica-se logo que consideramos conjuntos infinitos. Por
exemplo, considere-se esta extensao “minima” do resultado acima:

Escolha Enumerdvel. Todo o conjunto enumerdvel tem uma funcao de
escolha.

Isto é um caso particular da Escolha. E verifica-se que este principio foi
invocado com alguma frequéncia, sem uma consciéncia 6ébvia do seu uso. Eis
dois bons exemplos.?

Exemplo 9.8. Eis um pensamento natural: para qualquer conjunto A, ou
w =X A, ou A ~ n para algum n € w. Esta é uma maneira de exprimir a
ideia intuitiva de que todo o conjunto é finito ou infinito. Cantor, e muitos
outros matematicos, fizeram esta afirmacao sem a provar. Com a cautela que
nos caracteriza, a provamos em Teorema 7.7. Mas nessa prova estdvamos a
trabalhar em ZFC, pois assumiamos que qualquer conjunto A pode ser bem
ordenado, e logo que |A| estd garantidamente definido. Ou seja: assumimos
explicitamente a Escolha.

De fato, ( ) ofereceu a sua prépria prova desta afirmagdo, do
seguinte modo:

Teorema 9.9 (em Z~ + Escolha Enumeravel). Para qualquer A, ou w =<
A ou A= n para algum n € w.

Prova. Suponhamos A % n para todo o n € w. Entao, em particular, para
cada n < w existe um subconjunto A,, € A com exatamente 2" elementos.

Usando esta sequéncia Ag, A1, As, ..., definimos para cada n:
B, = A, \ U A;.
i<n

Note-se o seguinte

U

< Ao+ [Arf 4+ 4+ [An|

<n
=14+2+... 42771
=2" -1
< 2" = |A,|
2Devidos a ( , §9.4) e Luca Incurvati.
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Logo cada B, tem pelo menos um membro, ¢,. Além disso, os B, sado dois
a dois disjuntos; assim, se ¢, = ¢, entao n = m. Mas cada ¢, € A. Logo a
fungao f(n) = ¢, é uma injecgdo w — A. O

Dedekind nao assinalou que tinha usado a Escolha Enumeravel. Mas reparou
o leitor no seu uso? Olhe de novo. (De fato: olhe de novo.)
A prova usou a Escolha Enumerdvel duas vezes. A usamos uma vez, para

obter a nossa sequéncia de conjuntos Ag, A;, As, ... Voltamos a usi-la para
seleccionar os elementos ¢, de cada B,. Além disso, este uso da Escolha é
irredutivel. ( , . 138) provou que o resultado falha se nao tiver-

mos qualquer versao da Escolha. Ou seja: é consistente com ZF que existam
conjuntos incompardveis com w.

Exemplo 9.10. Em , Cantor afirmou que uma uniao enumeravel de con-
juntos enumeraveis é enumeravel. Nao apresentou prova, talvez por considerar
a prova ébvia. Agora, com a nossa cautela, provamos uma versao mais geral
deste resultado em Proposi¢ao 8.12. Mas a nossa prova assumiu explicita-
mente a Escolha. E mesmo a prova do resultado menos geral requer a Escolha
Enumerével.

Teorema 9.11 (em Z~ + Escolha Enumeravel). Se A4,, é enumerdvel para

cada n € w, entdo |J, ., An € enumerdvel.

Prova. Sem perda de generalidade, suponhamos que cada A,, # 0. Logo, para
cada n € w existe uma sobrejecao f,,: w — A,. Defina-se f: wxw — U, ., 4n
por f(m,n) = f,(m). O resultado segue porque w X w é enumeravel (??) e f
é uma sobrejegao. O

Notou o uso da Escolha Enumeravel? Serve para escolher a nossa sequéncia de
funcoées fo, fi, f2, ...> E, de novo, o resultado falha na auséncia de qualquer
principio de Escolha. Especificamente, ( ) provou que
¢é consistente com ZF que uma uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis
tenha cardinalidade 3;. Mas eis uma formulagdo bem mais divertida do ponto,
de Russell:

Isto ilustra-se com o milionario que comprava um par de meias
sempre que comprava um par de botas, e nunca noutra ocasido,
e que tinha tal paixao por comprar ambos que acabou por ter Ny
pares de botas e Xy pares de meias. .. Nas botas podemos distinguir
direita e esquerda, e portanto podemos fazer uma selegao de uma em
cada par, nomeadamente, podemos escolher todas as botas direitas
ou todas as esquerdas; mas com as meias nao se impoe qualquer
principio de selecao, e nao podemos ter a certeza, a menos que
assumamos o axioma multiplicativo [isto é, em efeito, a Escolhal,
de que existe alguma classe constituida por uma meia de cada par.

( , 1919, p. 126)

3Um uso semelhante da Escolha ocorreu em Proposicio 8.12, quando demos a instrucio
“Para cada f € a, fixe uma injegao fg”.
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Em suma, alguma forma de Escolha é necessdria para provar o seguinte: se
tem uma quantidade enumerdvel de pares de meias, entdo tem (apenas) uma
quantidade enumerdvel de meias. E, de fato, sem a Escolha Enumerédvel (ou
algo equivalente), uma unido enumerdvel de conjuntos enumeraveis pode deixar
de ser enumeravel.

A moral é que a Escolha Enumerdvel foi usada repetidamente, sem grande
consciéncia por parte de quem a usava. A questao filoséfica é: como poderiamos
justificar a Escolha Enumeravel?

Uma tentativa de justificacao intuitiva poderia apelar a uma super-tarefa.
Suponhamos que fazemos a primeira escolha em 1/2 minuto, a segunda em 1/4
minuto, ..., a n-ésima em 1/2” minuto, ... Entao, dentro de 1 minuto, teremos
feito uma w-sequéncia de escolhas, e definido uma funcao de escolha.

Mas que poderia realmente dizer-nos um tal experimento mental? Para
comecar, depende de tomar a ideia de “escolher” de modo bastante literal.
Para além disso, parece atar a matematica a possibilidades metafisicas.

Mais importante: nao nos dard justificacao para a Escolha sem reservas, em
vez da mera Escolha Enumeravel. Porque, se precisarmos que todo o conjunto
tenha funcao de escolha, entao precisaremos de poder realizar uma “super-
tarefa de comprimento ordinal arbitrario.” Sem rodeios, essa ideia é risivel.

9.6 Consideracgoes Intrinsecas sobre a Escolha

A questao mais ampla, entao, é se a Boa Ordenagao, ou a Escolha, ou de fato
a comparabilidade de todos os conjuntos quanto ao tamanho—nao importa
qual—podem ser justificadas.

Eis uma tentativa de justificacao intrinseca. De volta a Secao 2.1, introdu-
zimos varios principios sobre a hierarquia. Um deles merece ser repetido:

Estagios-acumulam. Para qualquer estdgio .S, e para quaisquer conjun-
tos que foram formados antes do estdgio S: forma-se no estiagio S um
conjunto cujos membros sao exatamente esses conjuntos. Nada mais se
forma no estagio S.

De fato, muitos autores sugeriram que o Axioma da Escolha pode ser justi-
ficado via (algo como) este principio. Daremos brevemente um resumo dessa
abordagem.

Comegamos por um resultado simples, que oferece mais uma formulagao
equivalente da Escolha:

Teorema 9.12 (em ZF). A FEscolha € equivalente ao principio sequinte. Se
0os membros de A sdo disjuntos dois a dois e ndo vazios, entdo existe algum
C tal que C Nz € um singular para todo o x € A. (Chamamos a tal C um
conjunto de escolha para A.)

A prova deste resultado é direta, e a deixamos como exercicio para o leitor.
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Problema 9.1. Prove Teorema 9.12. Se tiver dificuldades, encontrard uma
prova em ( , , Dp. 242-3).

O ponto essencial é que um conjunto de escolha para A é precisamente
o contradominio de uma fungdo de escolha para A. Assim, para justificar a
Escolha, podemos simplesmente tentar justificar a sua formulagao equivalente,
em termos da existéncia de conjuntos de escolha. E é exatamente isso que
faremos agora.

Sejam os membros de A disjuntos dois a dois e ndo vazios. Por FEstdgios-
sao-chave (ver Secao 2.1), A é formado em algum estdgio S. Note-se que
todos os membros de |J A estao disponiveis antes do estdgio S. Agora, por
Estagios-acumulam, para quaisquer conjuntos formados antes de S, forma-
se um conjunto cujos membros sao exatamente esses conjuntos. Dito de outro
modo: toda a possivel colegao de conjuntos disponiveis mais cedo existird em S.
Mas é certamente possivel seleccionar objetos que possam ser reunidos num
conjunto de escolha para A; isso é apenas um certo subconjunto muito especifico
de | A. Logo: existe tal conjunto de escolha, como requerido.

Bem, esta é uma tentativa muito rapida de oferecer uma justificacao da
Escolha por razoes intrinsecas. Mas, para aprofundar esta ideia, deve ler o
desenvolvimento elegante de Potter ( , §14.8).

9.7 Paradoxo de Banach—Tarski

Também podemos tentar justificar a Escolha, como Boolos tentou justificar
a Substituicao, apelando a consideragoes eztrinsecas (ver Segao 5.3). Afinal,
adotar a Escolha tem muitas consequéncias desejaveis: poder comparar qual-
quer par de cardinais; poder bem ordenar qualquer conjunto; poder tratar os
cardinais como um tipo particular de ordinal; etc.

Por vezes, contudo, afirma-se que a Escolha tem consequéncias indesejdveis.
Na maior parte dos casos, isso deve-se a um resultado de

(1924).

Teorema 9.13 (Paradoxo de Banach—Tarski (em ZFC)). Qualquer bola
pode ser decomposta num numero finito de pecas, que podem ser remontadas
(por rotagdo e transporte) de modo a formar duas cépias dessa bola.

A primeira vista, isto surpreende. Claramente as duas bolas tém o dobro do
volume da bola original. Mas os movimentos rigidos—rotagao e transporte—
nao alteram o volume. Parece assim que Banach—Tarski nos permite fazer
aparecer matéria nova por magia.

Pior ainda.? Raciocinio semelhante mostra que uma ervilha pode ser cor-
tada num ndmero finito de pecas, que depois podem ser remontadas (por
rotagdo e transporte) de modo a formar um objeto com a forma e o tama-
nho do Big Ben.

4Ver ( , Theorem 3.12).
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sth:choice:vitali:
sec

Nada disto, porém, vale em ZF isoladamente.® Logo temos de decidir:
rejeitar a Escolha, ou aprender a viver com o “paradoxo”.

Sugerimos que devemos aprender a viver com o “paradoxo”. De fato, nao
nos parece propriamente um paradoxo. Em particular, nao vemos por que
haveria de ser mais ou menos paradoxal do que qualquer um dos resultados
seguintes:©

1. H4 tantos pontos no intervalo (0,1) como em R.
Prova: considere-se tan(w(r — 1/2))).

2. H&a tantos pontos numa reta como num quadrado.
Ver 77 e 77.

3. Existem curvas que preenchem o espago.
Ver 7?7 e 77.

Nenhum destes trés resultados requer a Escolha. De fato, ja os tratamos sim-
plesmente como matematica surpreendente e bela. Talvez devéssemos adotar
a mesma atitude perante o Paradoxo de Banach—Tarski.

Com certeza, é necessaria aqui uma observagao técnica; mas basta manter
a cabega fria. Os movimentos rigidos preservam volume. Consequentemente,
as cinco’ pecas em que a bola é decomposta ndo podem todas ser mensurdveis.
Grosso modo, nao faz sentido atribuir volume a estas pegas individualmente.
Deve pensar nelas como dispersoes infinitas de pontos impossiveis de visu-
alizar. Agora, pode ser “estranho” conceber tais conjuntos “infinitamente
dispersos”. Mas a sua existéncia parece seguir da injungao, incorporada em
Estagios-acumulam, de que se formem todas as colegdes possiveis de conjuntos
disponiveis mais cedo.

Se nada disto convence, eis um dltimo argumento (extrinseco) a favor de
abragar o Paradoxo de Banach—Tarski. Ele implica de imediato a melhor piada
matematica de sempre:

Pergunta. O que é um anagrama de “Banach—Tarski”?

Resposta. “Banach—Tarski Banach—Tarski”.

9.8 Apéndice: Paradoxo de Vitali

Para ter uma ideia real de se a construcao de Banach—Tarski é aceitavel ou
nao, deviamos examinar a sua prova. Infelizmente, isso exigiria muito mais

5Embora Banach-Tarski possa ser provado com principios estritamente mais fracos do
que a Escolha; ver ( , 303).

6 ( , 276-7), ( , 16), ( , 31, 308-9) fazem
pontos semelhantes, com outros exemplos.

"Enunciamos o Paradoxo em termos de “nitmero finito de pecas”. De fato,
( ) provou que a decomposigdo pode ser feita com cinco pegas (mas ndo menos). Para
uma prova, ver ( , pp- 66-7).
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algebra do que podemos apresentar aqui. Contudo, podemos oferecer algu-
mas observacdes rapidas que talvez esclarecam a prova de Banach-Tarski,?
concentrando-nos no resultado seguinte:

Teorema 9.14 (Paradoxo de Vitali (em ZFC)). Qualquer circulo pode sersth:choice:vitali:
decomposto numa quantidade enumerdvel de pecas, que podem ser remontadas vitelrerador

(por rotagdo e transporte) de modo a formar duas cdpias desse circulo.

O Paradoxo de Vitali é muito mais facil de provar do que o Paradoxo de
Banach—Tarski. Chamamos-lhe “Paradoxo de Vitali”, pois segue-se da cons-
trugao, em , de um conjunto nao mensuravel. Mas os aspectos conjuntistas
da prova do Paradoxo de Vitali e do Paradoxo de Banach—Tarski sao muito
semelhantes. A diferenga essencial entre os resultados é que Banach—Tarski
considera uma decomposigao finita, enquanto o Paradoxo de Vitali considera
uma decomposicao enumerdvel infinita. Como ( ) diz, o Paradoxo
de Vitali “certamente nao é tao notavel como o paradoxo de Banach-Tarski,
mas ilustra que paradoxos geométricos podem ocorrer mesmo em situagoes
‘simples’.”

O Paradoxo de Vitali trata de uma figura bidimensional, um circulo. Logo
trabalhamos no plano, R?. Seja R o conjunto das rotacdes (no sentido dos
ponteiros do relégio) de pontos em torno da origem por valores em radianos
racionais no intervalo [0,27). Eis alguns fatos algébricos sobre R (se nao
compreender o enunciado do resultado, a prova esclarecera o seu significado):

Lema 9.15. R forma um grupo abeliano sob a composicao de funcaes.

Prova. Escrevendo O para a rotagao por 0 radianos, este é um elemento neutro
para R, pois poOgr = 0r o p = p para qualquer p € R.

Todo o elemento tem inverso. Onde p € R roda por r radianos, p~* € R
roda por 27 — r radianos, de modo que po p~! = Op.

A composigao é associativa: (Too)op = To(cop) para quaisquer p,o,7 € R

A composigao é comutativa: o o p = p o o para quaisquer p,o € R. O

De fato, podemos partir o nosso grupo R ao meio e depois usar qualquer
metade para recuperar o grupo inteiro:

Lema 9.16. FEuxiste uma particao de R em dois conjuntos disjuntos, Ry e Ro,
ambos dos quais sao uma base para R.

Prova. Seja R; o conjunto das rotagoes por valores racionais em radianos em
[0,7); seja Ry = R\ Ry. Por dlgebra elementar, {pop:p € R} = R. Um
resultado semelhante obtém-se para Rs. O

8Para um tratamento bem mais completo, ver ( ) ou

(2016).
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sth:choice:vitali:

vitalicover

sth:choice:vitali:

vitalinooverlap

sth:choice:vitali:

pseudobanachtarski

Usaremos este fato sobre grupos para estabelecer Teorema 9.14. Seja S
o circulo unitéario, isto é, o conjunto dos pontos exatamente a 1 unidade da
origem do plano, isto é, {({r,s) € R? : v/r2 + s2 = 1}. Partiremos S em partes
considerando a relacao seguinte em S:

r~s sse(3p € R)p(r) =s.

Ou seja, os pontos de S estao ligados por esta relagao sse se pode passar de
um para o outro por uma rotagdo de valor racional em torno da origem. Sem
surpresa:

Lema 9.17. ~ ¢ uma relagao de equivaléncia.
Prova. Trivial, usando Lema 9.15. O

Invocamos agora a Escolha para obter um conjunto, C', contendo exata-
mente um membro de cada classe de equivaléncia de S sob ~. Ou seja, consi-
deramos uma funcao de escolha f no conjunto das classes de equivaléncia,”

E ={[r]~ : r € S},

e seja C = Im(f). Para cada rotagdo p € R, o conjunto p[C] consiste nos
pontos obtidos ao aplicar a rotacdo p a cada ponto de C'. Os dois resultados
seguintes mostram que estes conjuntos cobrem o circulo por completo e sem
sobreposigao:

Lema 9.18. S ={J, .z p[C].

Prova. Fixe-se s € S; existe algum r € C tal que r € [s]~, isto é, r ~ s, isto é,
p(r) = s para algum p € R. O

Lema 9.19. Se p; # p2 entdo p1[C] N p2[C] = 0.

Prova. Suponhamos s € p1[C] N p2[C]. Logo s = p1(r1) = p2(r2) para alguns
ri,m9 € C. Dai pz_l(pl(rl)) =7r9, € ,02_1 op1 € R, logo r1 ~ 19. Logo r1 = 1o,
pois C' selecciona exatamente um membro de cada classe de equivaléncia sob
~. Logo s = pi1(r1) = p2(r1), e portanto p1 = ps. O

Aplicamos agora os fatos algébricos anteriores ao nosso circulo:

Lema 9.20. Fuxiste uma particdo de S em dois conjuntos disjuntos, D1 e Do,
tal que D1 pode ser particionado numa quantidade enumerdvel de conjuntos
que podem ser rodados de modo a formar uma cdpia de S (e analogamente
para Dy ).

9Como R é enumeravel, cada membro de E é enumeravel. Como S é nio enumeravel,
segue-se de Lema 9.18 e Proposicao 8.12 que E é nao enumeravel. Logo isto é um uso de
Escolha ndo enumeréavel.
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Prova. Usando Ry e Ry de Lema 9.16, seja:

Dy = | slC] Dy = | slC]

pER, PER>

Isto é uma particao de S, por Lema 9.18, e D; e Dy sao disjuntos por Lema 9.19.
Por construgao, D; pode ser particionado numa quantidade enumeravel de
conjuntos, p[C] para cada p € Ry. E estes podem ser rodados de modo a
formar uma cépia de S, pois S = ¢z p[C] = U g, (p o p)[C] por Lema 9.16
e Lema 9.18. O mesmo raciocinio vale para Ds. O

Isto implica de imediato o Paradoxo de Vitali. Pois podemos gerar duas copias
de S a partir de S, apenas partindo-o numa quantidade enumeréavel de pegas
(os vérios p[C]) e depois movendo-as rigidamente (basta rodar cada peca de
D7, e primeiro transportar e depois rodar cada peca de Ds).

Recapitulemos a estratégia de prova. Comecamos com fatos algébricos sobre
o grupo de rotagoes no plano. Usamos este grupo para partir S em classes
de equivaléncia. Chegamos entao a um “paradoxo”, usando a Escolha para
seleccionar elementos de cada classe.

Usamos exatamente a mesma estratégia para provar Banach—Tarski. A
principal diferenga é que os fatos algébricos usados na prova de Banach—Tarski
sao bastante mais complicados do que os usados no Paradoxo de Vitali. Mas
esses fatos algébricos nada tém a ver com a Escolha. Resumimos-os rapida-
mente.

Para provar Banach—Tarski, comegamos por estabelecer um analogo de
Lema 9.16: qualquer grupo livre pode ser partido em quatro pegas que, in-
tuitivamente, podemos “mover” de modo a recuperar duas cépias do grupo
inteiro.'? Mostramos depois que podemos usar duas rotacoes particulares em
torno da origem de R? para gerar um grupo livre de rotacoes, F.'' (Ainda sem
Escolha.) Consideramos agora pontos na superficie da esfera como “semelhan-
tes” sse um pode obter-se do outro por uma rotagao em F. Usamos entao a
FEscolha para seleccionar exatamente um ponto de cada classe de equivaléncia
de pontos “semelhantes”. Aplicando a nossa divisdo de F' a superficie da esfera,
como em Lema 9.20, partimos essa superficie em quatro pecas, que podemos
“mover” de modo a obter duas copias da superficie da esfera. E isto estabelece

( , 1O14):

Teorema 9.21 (Paradoxo de Hausdorff (em ZFC)). A superficie de qual-
quer esfera pode ser decomposta num niumero finito de pecas, que podem ser
remontadas (por rotagdo e transporte) de modo a formar duas cdpias disjuntas
dessa esfera.

100 fato de podermos usar quatro pecas deve-se a ( ). Para uma prova
recente, ver ( , Theorem 5.2). Seguimos ( , p- 3) ao
descrever isto como “mover” as pegas do grupo.

Hyer ( , Theorem 2.1).
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Ainda sao precisos alguns truques algébricos para obter o Teorema completo
de Banach—Tarski (que néo diz sé respeito & superficie da esfera, mas também
ao seu interior). Francamente, porém, isto é apenas a cereja no topo do bolo
algébrico. Por isso Weston escreve:

[...] o resultado sobre grupos livres é o passo chave na prova do
paradoxo de Banach—Tarski. Deste ponto de vista, o paradoxo de
Banach-Tarski ndo é tanto uma afirmacao sobre R® quanto uma
afirmagao sobre a complexidade do grupo [das translagdes e rotagoes
em R?]. ( ) , p. 16)

Ou seja: podermos ou nao oferecer uma decomposigao finita (como em Banach—
Tarski) ou uma decomposigao enumerdvel infinita (como no Paradoxo de Vi-
tali) resume-se a certos fatos de teoria dos grupos sobre trabalhar em duas ou
trés dimensoes.

Admitidamente, esta ultima observacio estraga ligeiramente a piada no
final de Secao 9.7. Por ser bidimensional, “Banach—Tarski” tem de ser dividido
numa infinidade enumeravel de pecas, se se quiserem rearranjar essas pecas
de modo a formar “Banach—Tarski Banach—Tarski”. Para consertar a piada, é
preciso escrever em trés dimensoes. Deixamos isto como exercicio para o leitor.

Um dltimo comentédrio. Na Secao 9.7, mencionamos que as “pecas”’ da
esfera que se obtém nao podem ser mensurdveis, mas tém de ser dispersoes
infinitas impossiveis de visualizar. O mesmo vale para o nosso uso da Escolha
ao obter Lema 9.20. E tudo isto merece explicagao.

De novo, devemos esbogar alguma base (mas isto é apenas um esbogo; talvez
queira consultar uma entrada de manual sobre medida). Definir uma medida
para um conjunto X é atribuir um valor u(E) € R a cada E nalguma “o-
algebra” sobre X. Os detalhes aqui nao sao essenciais, exceto que a funcao pu
deve obedecer ao principio da aditividade enumeravel: a medida de uma uniao
enumeravel de conjuntos disjuntos é a soma das medidas individuais, isto é,
(Unecw Xn) = D c #(Xy) sempre que os X, sao disjuntos. Dizer que um
conjunto é “nao mensuravel” é dizer que nenhuma medida pode ser atribuida
de modo adequado. Agora, usando o nosso R de antes:

Coroldrio 9.22 (Vitali). Seja u uma medida tal que u(S) = 1, e tal que
wX) =w) se X eY sao congruentes. Entao p[C] é nao mensurdvel para
todo o p € R.

Prova. Por reducao ao absurso, suponhamos o contrério. Seja entao u(o[C]) =
r para algum o € R e algum r € R. Para qualquer p € R, p[C] e o[C] sao
congruentes, logo u(p[C]) = r para qualquer p € R. Por Lema 9.18 e Lema 9.19,
S = U,err[C] é uma unido enumerdvel de conjuntos disjuntos dois a dois.
Logo a aditividade enumerével dita que p(S) = 1 é a soma das medidas de

cada p[C], isto é,
L=pu(8)=> uplCh=> r

PER PER

Mas se r =0 entdo > zr =0, eser>0entdo y  pr =00, O
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