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Capitulo udf

Substituicao

replacement.1 Introducao

A Substituicao é o esquema axiomatico que distingue ZF de Z. Recorremos a
ele ao longo de 77-77. Neste capitulo, abordaremos finalmente a questao: a
Substituicao estd justificada?

Para tornar a questao precisa, convém observar que a Substituicao é real-
mente bastante forte. Teremos uma ideia de quao forte é ao longo deste capitulo
(e de novo na ??). Isto sugere que uma justificacdo é de fato necesséria.

Discutiremos dois tipos de justificacao. Em tragos largos: uma justificagao
extrinseca é uma tentativa de justificar um axioma pelos seus frutos; uma
justificagdo intrinseca é uma tentativa de justificar um axioma sugerindo que
ele é vindicado pelos conceitos matematicos em causa. Teremos uma ideia mais
clara do que isto significa ao longo deste capitulo, mas nao passa da ponta de
um icebergue. Para mais pormenores, veja em particular ( e

).

replacement.2 A Forga da Substituicao

Comegamos com uma observagao simples sobre a forca da Substituigao: a
menos que ultrapassemos Z, nao podemos provar a existéncia de qualquer
ordinal de von Neumann maior ou igual a w + w.

Eis um esboco do porqué. Trabalhando em ZF, consideremos o conjunto
Vio+w. Este conjunto serve como dominio de um modelo para Z. Para ver isto,
introduzimos alguma notagao para a relativiza¢do de uma férmula:

Definigao replacement.1. Para qualquer conjunto M, e qualquer férmula

0, seja ©M a férmula que resulta de restringir todos os quantificadores de ¢ a
M. TIsto é, substituir “Jz” por “(3x € M)”, e substituir “Vz” por “(Vx € M)”.

Pode mostrar-se que, para todo o axioma ¢ de Z, tem-se ZF F @Yo+~ Mas
w + w nao estd em V4, por ?77. Logo Z é consistente com a nao existéncia
de w + w.



Foi por isso que dissemos, na 7?7, que 7?7 nao pode ser provado sem Subs-
tituicao. Pois é féacil, dentro de Z, definir uma boa ordenagao explicita que
intuitivamente deveria ter tipo de ordem w + w. De fato, demos um exemplo
informal disto em 7?7, quando apresentamos a ordenagao nos niimeros naturais
dada por:

n<msseoun<mem—n é par,

ou n é par e m é impar.

Mas se w + w nao existe, esta boa ordenacao nao é isomorfa a nenhum ordinal.
Logo Z ndo prova ?77.

Invertendo o prisma: a Substituicao permite provar a existéncia de w—+w, e
portanto tem de permitir provar a existéncia de V4. E nao sé. Para qualquer
boa ordenacdo que possamos definir, 77 nos diz que existe algum « isomorfo
com essa boa ordenagao, e portanto que V,, existe. De forma direta, entao, a
Substituicao garante que a hierarquia de conjuntos tem de ser muito alta.

Nas proximas partes do capitulo, e de novo em 77, teremos uma ideia mais
clara de quao alta a Substituicao forga a hierarquia a ser. O ponto simples,
por agora, é que a Substituicao precisa mesmo de justificacao!

replacement.3 Consideracoes Extrinsecas sobre a
Substituicao

Comegamos por considerar uma tentativa extrinseca de justificar a Substi- sthireplacement:extrinsic:
tuicao. Boolos sugere uma, como segue. 5ee

[...] a razdo para adotar os axiomas da substituigdo é bastante
simples: tém muitas consequéncias desejiveis e (aparentemente)
nenhuma indesejavel. Para além de teoremas sobre a concepgao
iterativa, as consequéncias incluem uma teoria satisfatéria, embora
nao ideal, dos niimeros infinitos, e um resultado altamente desejavel
que justifica defini¢ées indutivas em rela¢oes bem fundadas. (

, , 229)

A ideia central de Boolos é que devemos justificar a Substituicdo pelos seus
frutos. E os frutos especificos que menciona sao os que temos discutido nos
ultimos capitulos. A Substituigao permitiu-nos provar que os ordinais de von
Neumann eram excelentes sucedaneos da ideia de um tipo de boa ordenagao
(isto é a nossa “teoria satisfatéria, embora nao ideal, dos ntimeros infinitos”). A
Substituicao permitiu-nos também definir os V,,, estabelecer a nocao de posto
e provar a indugao-€ (isto corresponde aos nossos “teoremas sobre a concepgao
iterativa”). Por fim, a Substituicio permite provar o teorema de recursido
transfinita (isto sdo as “definigoes indutivas em relagoes bem fundadas”).

Sao, de fato, consequéncias desejaveis. Mas estas consequéncias desejaveis
bastam para justificar a Substituicao? Ndo. Ou pelo menos, ndao de forma
direta.
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Eis um problema simples. Embora tenhamos enunciado algumas consequéncias

desejaveis da Substituicao, muitas delas poderiam ter sido obtidas por outras
vias. Isto nao é tao conhecido como devia, pelo que convém explicar a situagao.

Existe uma teoria simples de conjuntos, a Teoria dos Niveis, ou LT abre-
viadamente.! Os axiomas de LT sdo apenas Extensionalidade, Separacio e a
afirmacao de que todo o conjunto é subconjunto de algum nivel, onde “nivel”
é definido de modo astuto para que os niveis se comportem como 0s Nossos
amigos, os V. Logo ZF prova LT; mas LT é muito mais fraca que ZF. De
fato, LT nao dé Pares, Conjuntos potencia, Infinito nem Substituicao. Seja
Zr o resultado de acrescentar Infinito e Conjuntos potencia a LT; isto fornece
também Pares, logo Zr é pelo menos tao forte quanto Z. Mas, de fato, Zr
é estritamente mais forte que Z, pois acrescenta a afirmacgao de que todo o
conjunto tem posto (dai a sugestdo de o chamar Zr). De fato, Zr fornece: uma
teoria perfeitamente satisfatoria dos ordinais; resultados que estratificam a hi-
erarquia em estdgios bem ordenados; uma prova da indugao-€; e uma versao
da recursao transfinita.

Em resumo: embora Boolos nao soubesse disto, todas as consequéncias
desejaveis que menciona poderiam ter sido obtidas sem Substituicao; bastaria
usar Zr em vez de Z.

(Diante disto, por que seguimos a rota convencional, ensinando-lhe ZF em
vez de LT e Zr? H& duas razbes. Primeiro: por razoes puramente histéricas,
comegar por LT é pouco standard; queriamos doté-lo de ferramentas para ler
discussoes mais standard de teoria de conjuntos. Segundo: quando estiver
preparado para apreciar LT e Zr, pode simplesmente ler e

)

Naturalmente, como Zr é estritamente mais fraca que ZF, ha resultados que
ZF prova e que Zr deixa em aberto. Logo alguém poderia tentar justificar a
Substituicao em bases extrinsecas apontando para um desses resultados. Mas,
uma vez que saiba usar Zr, é bastante dificil encontrar muitos exemplos de
coisas que (a) ficam decididas pela Substitui¢ao mas nao de outro modo, e (b)
s@o intuitivamente verdadeiras. (Para mais sobre isto, veja ,§13.2)

A conclusdo é esta. Para fornecer uma justificacdo extrinseca convincente
da Substituicao, seria preciso encontrar um resultado que ndo possa ser obtido
sem Substitui¢do. E isso ndo é empresa facil.

Consideremos um problema adicional que surge para qualquer tentativa
de oferecer uma justificacdo puramente extrinseca da Substitui¢do. (Este pro-
blema é talvez mais fundamental que o primeiro.) Boolos néo se limita a obser-
var que a Substituicdo tem muitas consequéncias desejaveis. Afirma também
que a Substitui¢io “(aparentemente) nao tem” consequéncias indesejaveis. Mas
esta ressalva entre parénteses, “aparentemente”, é seguramente absolutamente
crucial.

1As primeiras versdes de LT sdo apresentadas por ( ) e ( ); foi
simplificada e recebeu tratamento de livro por ( ); e ( ) simplificou
recentemente ainda mais LT.
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Relembre como chegamos aqui: a Compreensdo ingénua encontrou incon-

sisténcia, e respondemos a essa inconsisténcia abracando a concepgao cumulativa-

iterativa de conjunto. Esta concepgao vem equipada com uma narrativa que,
esperamos, nos assegura a sua consisténcia. Mas se nao pudermos justificar a
Substituigdo dentro dessa narrativa, entdo nao temos (ainda) razao para crer
que ZF é consistente. Ou melhor: nao temos razao para crer que ZF é con-
sistente, para além do fato (talvez meramente contingente) de que ninguém
descobriu ainda uma contradicao. Exatamente nesse sentido, o comentério
de Boolos parece reduzir-se a isto: “(aparentemente) ZF é consistente”. De-
veriamos exigir maior garantia de consisténcia do que isto.

Esta questao afecta qualquer tentativa puremente extrinseca de justificar
a Substituicao, isto é, qualquer justificagao formulada unicamente em termos
das consequéncias (conhecidas) de ZF. Como tal, convém procurar uma jus-
tificagdo intrinseca da Substituicdo, isto é, uma justificacdo que sugira que a
narrativa que contamos sobre conjuntos de algum modo “j&” nos compromete
com a Substitui¢ao.

replacement.4 Limitacao de Tamanho

Talvez a tentativa mais comum de oferecer uma justificacao “intrinseca”’ da
Substituicao passe pela seguinte nogao:

Limitacdo-de-tamanho. Quaisquer coisas formam um conjunto, desde que
nao haja demasiadas.

Este principio vindicara de imediato a Substituigdo. Afinal, qualquer conjunto
formado por Substituicao nao pode ser maior do que o conjunto a partir do
qual foi formado. Enunciado com precisao: suponha que forma um conjunto
T[A] = {r(x) : * € A} usando Substitui¢do; entdao 7[A] =< A; logo, se os
membroos de A nado eram demasiado numerosos para formar um conjunto, as
suas imagens nao sdo demasiado numerosas para formar 7[A].

A dificuldade 6bvia em invocar Limitag¢ao-de-tamanho para justificar a
Substituicao é que ainda nao estabelecemos qualquer principio como Limitagao-
de-tamanho. Além disso, quando contamos a nossa historia sobre a concepgao
cumulativa-iterativa de conjunto em ??-??, nada sugeriu a direcdo de Li-
mitagcao-de-tamanho. Isto é, de fato, precisamente a razao pela qual Boolos
escreveu num dado momento: “Talvez se possa concluir que héd pelo menos dois
pensamentos ‘por detrds’ da teoria de conjuntos” ( , p- 19). Por um lado,
as ideias em torno da concep¢ao cumulativa-iterativa de conjunto destinam-se
a vindicar Z. Por outro, Limita¢do-de-tamanho visa vindicar a Substituicao.

Mas a questao nao é apenas termos estado até aqui em siléncio sobre Li-
mitagdo-de-tamanho. Antes, a questao é que Limitag¢ao-de-tamanho (tal como
acabamos de o formular) parece assentar mal com a nogao cumulativa-iterativa
de conjunto. Afinal, ndo menciona nada sobre a ideia de conjuntos formados
em estdgios.
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Isto nao surpreende muito, dada a histéria destes “dois pensamentos” (isto
é, a concepcao cumulativa-iterativa de conjunto, e Limita¢ao-de-tamanho). Es-
tes “dois pensamentos” acabam por ser dois projetos bastante diferentes para
bloquear os paradoxos da teoria de conjuntos. A nogdo cumulativa-iterativa
de conjunto bloqueia o paradoxo de Russell dizendo, em tragos largos: nunca
deveriamos ter esperado que existisse um conjunto de Russell, porque nao se-
ria “formado” em nenhum estdgio. Por contraste, Limita¢do-de-tamanho visa
excluir o conjunto de Russell, dizendo, em tragos largos: nunca deveriamos ter
esperado que ezistisse um conjunto de Russell, porque seria demasiado grande.

Posto assim, sejamos diretos: considerada como resposta aos paradoxos,
Limita¢ao-de-tamanho carece de muito mais justificacdo. Considere, por exem-
plo, esta versao do paradoxo de Russell: nenhum pug fareja exatamente os pugs
que ndo se cheiram a si proprios (ver 77). Se perguntar “por que nao h4 tal
pug?”’, nao é boa resposta dizer-lhe que tal pug teria de cheirar demasiados
pugs. Logo por que seria boa explicagao intuitiva, da nao existéncia de um
conjunto de Russell, que teria de ser “demasiado grande” para existir?

Em suma, é perdoavel estar um pouco perplexo quanto a motivagao “intui-
tiva” para Limitacdo-de-tamanho.

replacement.5 Substituicao e “Infinito Absoluto”

sthireplacement:absinf:  Deixamos agora Limita¢do-de-tamanho para tras e exploramos uma outra familia
**° de tentativas (intrinsecas) de justificar a Substituigao, que levam a sério a ideia
de conjuntos formados em estagios.

Quando delineamos pela primeira vez o processo iterativo, oferecemos al-
guns principios que explicam o que acontece em cada estagio. Foram Fstdgios-
sao-chave, Estdgios-sao-ordenados, e Estdgios-acumulam. Mais tarde, acres-
centamos alguns principios que nos dizem algo sobre o nimero de estagios:
Estagios-prosseguem disse-nos que o processo de formagao de conjuntos nunca
termina, e Fstdgios-atingem-o-infinito disse-nos que o processo passa por um
estagio infinito-ésimo.

E razodvel sugerir que estes dois ultimos principios decorrem de algum
principio mais amplo, como:

Estagios-sao-inesgotdveis. Ha absolutamente infinitamente muitos estagios;
a hierarquia é tao alta quanto possivel.

Obviamente isto é um principio informal. Mas mesmo que nao seja imedi-
atamente implicado pela concepcao cumulativa-iterativa de conjunto, certa-
mente parece consonante com ela. Pelo menos, e ao contrario de Limitacao-
de-tamanho, retém a ideia de que os conjuntos sao formados estégio a estégio.

A esperanga, agora, é alavancar Fstdgios-sdo-inesgotdveis numa justificacao
da Substituicao. Vejamos como isso poderia fazer-se.

Na ??, vimos que é ficil construir uma boa ordenagao que (moralmente)
deveria ser isomorfa a w+w. Dito de outro modo, podemos facilmente imaginar
um processo iterativo estdgio a estégio, cujo tipo de ordem (moralmente) é
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w + w. Como tal, se aceitamos Fstdgios-sdo-inesgotdveis, entdo deveriamos
certamente aceitar que ha pelo menos um estigio w + w-ésimo da hierarquia,
isto é, V,, 4w, pois a hierarquia seguramente poderia continuar até aqui.

Este pensamento generaliza-se como segue: para qualquer boa ordenagao, o
processo de construir a hierarquia iterativa deveria correr pelo menos tao longe
quanto essa boa ordenacao. E poderiamos garantir isto tratando 7?7 como um
azioma. Isto diria-nos que toda a boa ordenacao é isomorfa a um ordinal de von
Neumann. Como cada ordinal de von Neumann serd igual ao seu proprio posto,
77 dir-nos-4 entao que, sempre que possamos descrever uma boa ordenacao na
nossa teoria de conjuntos, o processo iterativo de formagao de conjuntos tem
de ultrapassar essa boa ordenagao.

Esta ideia parece certamente um corolario de Estdgios-sao-inesgotdveis. In-
felizmente, se o nosso objetivo é extrair a Substituicao desta ideia, enfrenta-
mos um obstaculo simples e técnico: a Substituicao é estritamente mais forte
que ??. (Esta observacao é feita por ( , §13.2); prové-lo-emos na
Secao replacement.8.)

A conclusao é que, se vamos entender Estdgios-sao-inesgotdveis de modo a
obter a Substituicao, entao nao pode meramente dizer que a hierarquia ultra-
passa qualquer boa ordenagao. Tem de fazer uma afirmacao mais forte. Com
este fim, ( ) propds um refor¢o muito natural da ideia, como
segue: a hierarquia nao é cofinal com nenhum conjunto.”? Com um pouco mais
de pormenor: se 7 é um mapeamento que envia conjuntos para estigios da
hierarquia, a imagem de qualquer conjunto A sob 7 nao esgota a hierarquia.
Dito de outro modo (esquematicamente):

Estdgios-sao-supercofinais. Se A é um conjunto e 7(x) é um estégio para
todo o x € A, entdo existe um estdgio que vem depois de cada 7(z) para
x € A

E 6bvio que ZF prova uma versao adequadamente formalizada de Fstdgios-
sao-supercofinais. Reciprocamente, podemos argumentar informalmente que
FEstdgios-sao-supercofinais justifica a Substituicdo.” De fato, suponha (Vz €
A)Aly p(x,y). Entdo, para cada x € A, seja o(x) o y tal que p(z,y), e seja
7(x) o estdgio em que o(z) é formado pela primeira vez. Por Estdgios-sao-
supercofinais, existe um estdgio V tal que (Vo € A)r(z) € V. Ora, como
cada 7(z) € V e o(x) C 7(x), por Separagdo podemos obter {y € V : (3 €
A)o(z) =y}t ={y: (Fz € A)p(z,y)}.

Problema replacement.1. Apresente uma formalizacao de Estdgios-sao-supercofinais
em ZF.

2@G6del parece ter proposto um pensamento semelhante; ver ( , p- 223). Para
discussdo de Godel e , ver ( , 90-5).

3Seria mais dificil provar a Substituicio usando alguma formalizacio de Estdgios-sdo-
supercofinais, pois Z por si s6 ndo é forte o suficiente para definir os estdgios, logo nao é claro
como se formalizaria Estdgios-sdo-supercofinais. Uma opgao, contudo, é trabalhar nalguma
extensao de LT, como discutido na Secao replacement.3.
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Logo Estdgios-sdo-supercofinais vindica a Substituicdo. E é pelo menos
plausivel que Estdgios-sao-inesgotdveis vindique Estdgios-sao-supercofinais. De
fato, suponha que Fstdgios-sao-supercofinais falha. Logo a hierarquia é cofinal
com algum conjunto A, isto é, temos uma aplicagdo 7 tal que para qualquer
estagio S existe algum = € A tal que S € 7(x). Nesse caso, temos de fato uma
forma de apreender o suposto “infinito absoluto” da hierarquia: ele é esgotado
pela imagem de 7 aplicada a A. E isso compromete a ideia de que a hierarquia
é “absolutamente infinita”. Contrapondo: FEstdgios-sao-inesgotdveis implica
Estagios-sao-supercofinais, que por sua vez justifica a Substituicao.

Isto representa uma tentativa genuinamente promissora de fornecer uma
justificagdo intrinseca da Substituigdo. Mas se funciona ultimamente ou nao,
teremos de deixar para si decidir.

replacement.6 Substituicao e Reflexao

sthireplacement:ref: A n0ssa Ultima tentativa de justificar a Substituicdo, via Fstdgios-sdo-inesgotaveis,
¢ comeca com um resultado profundo e elegante:*

sthireplacement:ref: 'Teorema replacement.2 (Esquema de reflexdo). Para qualquer férmula

reflectionschema ©:

Va3p > a(Vay ..., zn € V3)(p(x1, ..., 2p) ¢ cpvﬁ(xl, cey X))

Como na Definicao replacement.1, "2 é o resultado de restringir todos os
quantificadores de ¢ ao conjunto Vj. Assim, intuitivamente, a Reflexao diz
o seguinte: se p é verdadeira em toda a hierarquia, entao ¢ é verdadeira em
arbitrariamente muitos segmentos iniciais da hierarquia.
( )e ( ) mostraram que (formulagoes adequadas da)
Substituicao e da Reflexao sao equivalentes, médulo Z, de modo que acrescen-
tar qualquer uma delas d4 ZF. (Provamos estes resultados na Secao replace-
ment.7.) Dada esta equivaléncia, poder-se-& esperar justificar a Reflexdo e a
Substituicao via FEstdgios-sdo-inesgotdveis do seguinte modo: dado FEstdgios-
sao-inesgotdveis, a hierarquia deverd ser muito, muito alta; tao alta, de fato,
que nada do que podemos dizer sobre ela é suficiente para limitar a sua altura.
E podemos entender isto como a ideia de que, se qualquer sentenca ¢ é ver-
dadeira em toda a hierarquia, entao é verdadeira em arbitrariamente muitos
segmentos iniciais da hierarquia. E isso é precisamente a Reflexao.
De novo, isto parece uma tentativa genuinamente promissora de fornecer
uma justificacao intrinseca da Substituicao. Mas ha demasiado a dizer sobre o
assunto aqui. Cabe-lhe agora decidir por si se tem éxito.”

replacement.7 Apéndice: Resultados sobre Substituicao

sth:replacement:refproofs:
sec

4Lembrete: todas as férmulas podem ter parametros (salvo indicagio explicita em
contrério).
5Poderd, no entanto, querer continuar lendo ( , 95-100).
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A seguir, provaremos a Reflexdo dentro de ZF. Provaremos também em
que sentido a Reflexao é equivalente a Substituicao. E provaremos uma con-
sequéncia interessante de tudo isto, relativa & for¢a da Reflexdo/Substituicao.
Avwiso: isto é, de longe, a parte mais avancada de matemdtica deste manual.

Comegamos com um lema que, por brevidade, recorre ao expediente notaci-
onal do sobrelinhado para lidar com sequéncias de varidveis ou objetos. Assim:
“ap” abrevia “ak,, ..., ag,”, onde n é determinado pelo contexto.

Lema replacement.3. Para cada 1 < i < k, seja ¢;(U;,x) uma férmula.
Entao, para cada o existe algum B > o tal que, para quaisquer @y, ...,a; € V3
ecadal <i<k:

Az, (@i, x) = Tz € Va)pi(a;, x)

Prova. Definimos um termo p como segue: u(ay,...,ax) é o estdgio minimo,
V', que satisfaz todos os seguintes condicionais, para 1 <17 < k:

Jzp;(a;,z) — (Fx € V)pi(a;, z))

E facil verificar que pu(ay,...,ax) existe para todos @i, ...,a,. Ora, usando a
Substituicao e o nosso teorema de recursao, definimos:

SO :Va+l
Sni1 =Sy U\ Ju(@, ..., @) :@,...,a € S}

S={J S

m<w

Cada S, e portanto o préprio S, é um estigio depois de V,. Fixemos aj,
..., ap € S; logo existe algum n < w tal que ay, ..., ax € S,. Fixemos algum
1 < i <k, e suponhamos que Jzp;(a;,z). Entdo (Fz € p(@y, ..., ax))pi(a;, )
por construgao, logo (3x € Sy41)pi(a@;, x) e portanto (3 € S)p;(a;, x). Logo
S é o nosso Vs. O

Podemos agora provar Teorema replacement.2 de forma bastante direta:

Prova. Fixemos a. Sem perda de generalidade, podemos assumir que os tnicos
conectivos de ¢ sdo 3, = e A (pois estes sdo expressivamente adequados). Sejam
1, ...,k uma enumeragao de cada uma das subférmulas de ¢ por ordem de
complexidade, de modo que 1, = . Por Lema replacement.3, existe um g > «
tal que, para qualquer @; € Vg e cada 1 <i < k:

EL’I?'LZJZ'(EZ',{E) — (EL’E S Vg)@[}l(m,x) (*)
Por indugéo na complexidade de ;, mostraremos que ¢;(a;) + z/JiV ?(a;), para
qualquer @; € Vg. Se 1); é atémica, isto é trivial. A bicondicional estabelece

também que, quando ; é uma negagao ou conjuncao de subférmulas que sa-
tisfazem esta propriedade, a propria 1; satisfaz esta propriedade. Logo o tnico
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caso interessante é o da quantificacdo. Fixemos @; € Vj; entao:

(Fati (@, )7 sse (Fz € Vo)) ? (ay, z) por definigao
sse (3z € V3)¢i(ai, x) por hipétese
sse Ja1;(@;, ) por ()
Isto completa a indugao; o resultado segue pois ¥ = . O

Provamos a Reflexdao em ZF. A nossa prova seguiu essencialmente

( ). Queremos agora provar em Z que a Reflexao implica a Substituigao.
A prova segue ( ), com uma simplificagdo.

Como trabalhamos em Z, nao podemos apresentar a Reflexdo exatamente
na forma dada acima. Afinal, formulamos a Reflexdo usando a notacao “V,”,
e isso nao pode ser definido em Z (ver ?7?). Em vez disso, ofereceremos uma
formulagao aparentemente mais fraca da Substituigdo, como segue:

Reflexao fraca. Para qualquer férmula ¢, existe um conjunto transitivo
S tal que 0, 1 e quaisquer parametros de ¢ sdo membroos de S, e (VT €

S)(p ).

Para usar isto na prova da Substituicao, seguiremos primeiro ( ,
primeira parte do Teorema 2) e mostraremos que podemos “refletir” duas
féormulas de uma vez:

sthireplacement:refproofs: Lema replacement.4 (em Z + Reflexao fraca.). Para quaisquer férmulas
lemireflect 4), x, existe um conjunto transitivo S tal que 0 e 1 (e quaisquer pardmetros das
formulas) sao membroos de S, e (V& € S)((¢ + %) A (x < x°)).

Prova. Seja ¢ a formula (z =0A ) V (z =1Ax).

Aqui usamos uma abreviatura; devemos explicitar “z = 07 como “Vtt ¢ 2”
e “2=1" como “Vs(s € z+> Vit ¢ s)”. Mas como 0,1 € S e S é transitivo,
estas formulas sao absolutas para S; isto é, aplicam-se ao mesmo objeto quer
restrinjamos os seus quantificadores a S.%

Pela Reflexao fraca, temos algum S adequado tal que:

(Vz,T € S)(p < )
isto é (V2,7 € S)((z=0AY)V(z=1AX)) +
(z=0A9)V (2 =1AX))%)
isto 6 (Vz2,T € S)(((z=0AY)V(z=1A¥)) <
(z=0A9%)V(z=1Ax"))
isto 6 (VZ € )((¥ = ¥°) A (x & x%))

A segunda afirmacao implica a terceira porque “z = 0” e “z = 1” sao absolutas
para S; a quarta segue pois 0 # 1. O

6Mais formalmente, seja £ qualquer uma destas férmulas; entéo £(z) < £5(2).
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Podemos agora obter a Substituicao, seguindo e simplificando ( , Te-
orema 6):

Teorema replacement.5 (em Z + Reflexao fraca). Para qualquer formula
o(v,w), e qualqguer A, se Vx € A)Iyp(x,y), entao {y : (Jx € A)p(z,y}
existe.

Prova. Fixemos A tal que (Vx € A)3ly o(x,y), e definimos férmulas:

¥ é (p(z,2) NA=A)
X € Iy p(z,y)
Usando Lema replacement.4, como A é um parametro de v, existe um conjunto

transitivo S tal que 0,1, A € S (juntamente com quaisquer outros parametros),
e tal que:

(Va,z € S)((¢¥ < %) A (x ¢ X))

Logo, em particular:

(Vz, z € S)(p(x, 2) > 9% (2, 2))
(Vo € S)(Fyp(x,y) < Ty € 8)¢®(z,y))

Combinando isto, e observando que A C S pois A € S e S ¢ transitivo:

(Vo € A)(Fye(x,y) < (3y € S)p(z,y))

Ora, (Vz € A)(3ly € S)p(x,y), porque (Vo € A)Ilyp(z,y). Ora, a Separacio
dd{yeS:(Fr € A)p(z,y)} = {y: (Gr € A)p(z,y)}- -

replacement.8 Apéndice: Axiomatizabilidade finita

Terminamos este capitulo extraindo alguns resultados da Substituicao. O pri- sthireplacement:finiteaxiomatiza
meiro resultado é devido a ( ); note que nao é uma prova dentro >
de ZF, mas uma prova sobre ZF:

Teorema replacement.6. ZF ndo € finitamente axiomatizdvel. Mais geral- sthireplacement:finiteaviomatizab
mente: se T € finita e T - ZF, entdo T € inconsistente. #fnotfinitely
(Aqui nos restringimos tacitamente a sentencas de primeira ordem cujo
unico primitivo nao logico é €, e escrevemos T = ZF para indicar que T F ¢
para todo o ¢ € ZF.)

Prova. Fixemos T finita tal que T + ZF. Logo T prova a Reflexao, isto é,
Teorema replacement.2. Como T é finita, podemos reescrevé-la como uma
tinica conjuncdo, 6. Refletindo com esta férmula, T + 38(0 «» 6V#). Como
trivialmente T + 6, obtemos T + 38 V5.

Ora, seja (X ) uma abreviatura de:

6% A X 6 transitivo A (VY € X)(Y é transitivo — —6Y)
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eplacement:finiteariomatizability:

isto diz, em tragos largos: X é um modelo transitivo de 6, e €-minimal a esse
respeito. Ora, recordando que T F 38 Y2, por fatos bésicos sobre postos
dentro de ZF e portanto dentro de T, temos:

T - IMy(M). (*)

Usando o primeiro conjunto de (X)), sempre que T F o, temos T F VX (¢(X)—
aX). Logo, por (*):

T VX (4 (X) = BNp(N))Y)
Usando isto, e (*) de novo:

T = 3M ((M) A BNw(N)M)
Em particular, entao:

T+ 3IM(p(M) A (N € M)((N é transitivo)™ A (6V)M))
Logo, por raciocinio elementar sobre transitividade:

T - 3M(p(M) A (BN € M)(N é transitivo A 0V))
Logo T ¢é inconsistente.” O

Eis um resultado semelhante, assinalado por ( , 223):

Proposigao replacement.7. Seja T uma extensao de Z com wm nimero

finiteestensionofZ  finito de novos axziomas. Se T F+ ZF, entdo T € inconsistente. (Aqui usamos

as mesmas restrigoes tdcitas que para Teorema replacement.6.)

Prova. Usemos 6 para a conjuncdo de todos os axiomas de T ezceto as (infini-
tas) instancias de Separacao. Definindo 1) a partir de # como no Teorema re-
placement.6, podemos mostrar que T F IMy(M).

Como no Teorema replacement.6, podemos estabelecer o esquema de que,
sempre que T F o, temos T F VX ((X) — 0X). Terminamos a prova exata-
mente como no Teorema replacement.6.

No entanto, estabelecer o esquema envolve um pouco mais de trabalho do
que no Teorema replacement.6. Afinal, as instancias de Separagao estao em
T, mas nao sao conjuntos de 6. Contudo, podemos ultrapassar este obstaculo
provando que T - VX (X é transitivo—oX), para toda a instancia de Separacio
0. Deixamos isto ao leitor. O

Problema replacement.2. Mostre que, para toda a instancia de Separagao
o, tem-se: Z + VX (X é transitivo — 0X). (Usamos este esquema na Pro-
posigao replacement.7.)

"Este “raciocinio elementar” envolve provar certos “fatos de absolutidade” para conjuntos
transitivos.
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Problema replacement.3. Mostre que, para todo o ¢ € Z, tem-se ZF +
\%
%0 w+w_

Problema replacement.4. Confirme os restantes resultados esqueméticos in-
vocados nas provas de Teorema replacement.6 e Proposigao replacement.7.

Como observamos na Secao replacement.5, isto mostra que a Substituigao
é estritamente mais forte que ?7?. Ou, um pouco mais precisamente: se Z +

“toda a boa ordenacao é isomorfa a um ordinal Uinico” for consistente, entao
nao prova alguma instéancia da Substituicao.
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