replacement.1 Substituicao e “Infinito Absoluto”

sthireplacement:absinf:  Deixamos agora Limita¢do-de-tamanho para tras e exploramos uma outra familia
**“ de tentativas (intrinsecas) de justificar a Substituigdo, que levam a sério a ideia
de conjuntos formados em estagios.

Quando delineamos pela primeira vez o processo iterativo, oferecemos al-
guns principios que explicam o que acontece em cada estagio. Foram Fstdgios-
sao-chave, Estdgios-sao-ordenados, e Estdgios-acumulam. Mais tarde, acres-
centamos alguns principios que nos dizem algo sobre o ntimero de estagios:
Estagios-prosseguem disse-nos que o processo de formagao de conjuntos nunca
termina, e Fstdgios-atingem-o-infinito disse-nos que o processo passa por um
estagio infinito-ésimo.

E razodvel sugerir que estes dois tultimos principios decorrem de algum
principio mais amplo, como:

Estagios-sao-inesgotdveis. Ha absolutamente infinitamente muitos estagios;
a hierarquia é tao alta quanto possivel.

Obviamente isto é um principio informal. Mas mesmo que nao seja imedi-
atamente implicado pela concepcao cumulativa-iterativa de conjunto, certa-
mente parece consonante com ela. Pelo menos, e ao contrdrio de Limita¢ao-
de-tamanho, retém a ideia de que os conjuntos sao formados estégio a estégio.

A esperanga, agora, é alavancar Fstdgios-sdo-inesgotdveis numa justificacao
da Substituicao. Vejamos como isso poderia fazer-se.

Na ??, vimos que é fdcil construir uma boa ordenagao que (moralmente)
deveria ser isomorfa a w+w. Dito de outro modo, podemos facilmente imaginar
um processo iterativo estdgio a estdgio, cujo tipo de ordem (moralmente) é
w + w. Como tal, se aceitamos Fstdgios-sdo-inesgotdveis, entdo deveriamos
certamente aceitar que ha pelo menos um estagio w + w-ésimo da hierarquia,
isto é, V,, 4+, pois a hierarquia seguramente poderia continuar até aqui.

Este pensamento generaliza-se como segue: para qualquer boa ordenagao, o
processo de construir a hierarquia iterativa deveria correr pelo menos tao longe
quanto essa boa ordenacao. E poderiamos garantir isto tratando 7?7 como um
axioma. Isto diria-nos que toda a boa ordenacao é isomorfa a um ordinal de von
Neumann. Como cada ordinal de von Neumann serd igual ao seu proprio posto,
7?7 dir-nos-4 entao que, sempre que possamos descrever uma boa ordenacao na
nossa teoria de conjuntos, o processo iterativo de formacao de conjuntos tem
de ultrapassar essa boa ordenacao.

Esta ideia parece certamente um corolario de Estdgios-sao-inesgotdveis. In-
felizmente, se o nosso objetivo é extrair a Substituicao desta ideia, enfrentamos
um obstéculo simples e técnico: a Substituicao é estritamente mais forte que
?7?. (Esta observacao é feita por ( , §13.2); prové-lo-emos na ?7.)

A conclusao é que, se vamos entender Estdgios-sao-inesgotdveis de modo a
obter a Substituicao, entdo ndo pode meramente dizer que a hierarquia ultra-
passa qualquer boa ordenagao. Tem de fazer uma afirmacao mais forte. Com
este fim, ( ) propds um refor¢o muito natural da ideia, como
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segue: a hierarquia no é cofinal com nenhum conjunto.! Com um pouco mais
de pormenor: se 7 é um mapeamento que envia conjuntos para estigios da
hierarquia, a imagem de qualquer conjunto A sob 7 nao esgota a hierarquia.
Dito de outro modo (esquematicamente):

Estdgios-sao-supercofinais. Se A é um conjunto e 7(x) é um estdgio para
todo o « € A, entdo existe um estdgio que vem depois de cada 7(x) para
x € A

E 6bvio que ZF prova uma versao adequadamente formalizada de Fstdgios-
sao-supercofinais. Reciprocamente, podemos argumentar informalmente que
Estdgios-sao-supercofinais justifica a Substituicao.”? De fato, suponha (Vz €
A)Aly p(x,y). Entdo, para cada x € A, seja o(x) o y tal que p(z,y), e seja
7(z) o estagio em que o(z) é formado pela primeira vez. Por Estdgios-sao-
supercofinais, existe um estdgio V tal que (Vx € A)7(z) € V. Ora, como
cada 7(x) € V e o(x) C 7(x), por Separagdo podemos obter {y € V : (Jz €
A)o(z) = y} = {y : G € A)p(a,9)}.

Problema replacement.1. Apresente uma formalizacao de Estdgios-sao-supercofinais
em ZF.

Logo FEstdgios-sao-supercofinais vindica a Substituicao. E é pelo menos
plausivel que Estdgios-sao-inesgotdveis vindique Fstdgios-sao-supercofinais. De
fato, suponha que FEstdgios-sao-supercofinais falha. Logo a hierarquia é cofinal
com algum conjunto A, isto é, temos uma aplicacao 7 tal que para qualquer
estdgio S existe algum x € A tal que S € 7(x). Nesse caso, temos de fato uma
forma de apreender o suposto “infinito absoluto” da hierarquia: ele é esgotado
pela imagem de 7 aplicada a A. E isso compromete a ideia de que a hierarquia
é “absolutamente infinita”. Contrapondo: Fstdgios-sdo-inesgotdveis implica
Estdgios-sdo-supercofinais, que por sua vez justifica a Substituigao.

Isto representa uma tentativa genuinamente promissora de fornecer uma
justificagao intrinseca da Substituicao. Mas se funciona ultimamente ou nao,
teremos de deixar para si decidir.
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