Capitulo udf

Ordinais

ordinals.1 Introdugao

sthiordinals:iintro:  INO 77, postulamos que existe um estdgio infinito da hierarquia, na forma de
**° Estdgios-atingem-o-infinito (ver também o nosso axioma do Infinito). Contudo,
dado Estdgios-prosseqguem, nao podemos parar no estagio infinito; temos de
continuar. Assim: no estdgio seguinte ao primeiro estdgio infinito, formamos
todas as colecoes possiveis de conjuntos que estavam disponiveis no primeiro
estagio infinito; e repetimos; e repetimos; e repetimos; . ..

Implicitamente, o que aqui aconteceu foi comegarmos a invocar uma nogao
“intuitiva” de nuimero, segundo a qual podem existir ntimeros depois de todos
os nimeros naturais. Em particular, a nogao em causa é a de ordinal transfinito.
O objetivo deste capitulo é tornar esta ideia mais rigorosa. Exploraremos a
nogao geral de ordinal e depois definiremos explicitamente certos conjuntos
para serem os nossos ordinais.

ordinals.2 A Ideia Geral de um Ordinal

sthiordinals:idea: Considere os niimeros naturais, na sua ordem habitual:

sec

0 <1 < 2 < 3 <4< 5H < --

Chamamos a isto, na giria, uma w-sucessao. E, de fato, esta ordenacao geral
espelha-se na nossa construcao inicial dos estdgios da hierarquia de conjuntos.
Mas suponha agora que movemos 0 para o fim desta sucessao, de modo que
fica depois de todos os outros nimeros:

1 < 2 <3 <4< 5H <2< 0

Temos aqui as mesmas entidades, mas ordenadas de modo fundamentalmente
diferente: a nossa primeira ordenacao nao tinha ltimo elemento; a nova tem.
De fato, a nova ordenagao consiste numa w-sucessao de entidades (1,2,3,4,5,...),
seguida de outra entidade. Sera uma sucessao do tipo w + 1.



Podemos gerar ainda mais tipos de ordenagao, usando apenas estas entida-
des. Por exemplo, considere todos os ndmeros pares (na sua ordem natural)
seguidos de todos os impares (na sua ordem natural):

0 < 2 <4 << 1 < 3 <--

Isto é uma w-sucessao seguida de outra w-sucessao; uma sucessao do tipo w+w.
Pois bem, podemos continuar. Mas o que gostariamos é de ter uma forma
geral de entender esta linguagem sobre ordenacoes.

ordinals.3 Boas Ordenacoes

A nogao fundamental é a seguinte:

Definicao ordinals.1. A relagio < bem ordena A sse cumpre estas duas
condigoes:

1. < é conexa, isto é, para todos a,b € A,oua <boua=>boub<a;

2. todo o subconjunto nao vazio de A tem um membro <-minimal, isto é,
se)#X CAentdo (Ime X)(Vze X)z £ m

E facil ver que os trés exemplos que acabamos de considerar eram de fato
relagoes de boa ordenagao.

Problema ordinals.1. Se¢ao ordinals.2 apresentou trés ordenacgoes exemplo
sobre os numeros naturais. Verifique que cada uma é uma boa ordenacao.

Eis algumas observagoes elementares mas extremamente importantes sobre
boa ordenagao.

Proposigao ordinals.2. Se < bem ordena A, entdo todo o subconjunto nao
vazio de A tem um dnico membro <-minimo, e < € irrefleriva, assimétrica e
transitiva.

Prova. Se X é um subconjunto nao vazio de A, tem um membro <-minimal
m, isto é, (Vz € X)z £ m. Como < é conexa, (Vz € X)m < z. Logo m é o
membro <-minimo de X.

Para a irreflexividade, fixe a € A; o membro <-minimo de {a} ¢ a, logo
a £ a. Para a transitividade, se a < b < ¢, entdo como {a, b, ¢} tem um membro
<-minimo, a < ¢. A assimetria segue da irreflexividade e da transitividade [J

Proposigao ordinals.3. Se < bem ordena A, entdo para qualquer férmula
o(x):
se (Va € A)((Vb < a)p(b) — p(a)), entio (Va € A)p(a).

Prova. Provaremos a contrapositiva. Suponha —(Va € A)p(a), isto é, que

X ={zx € A:~p()} #0. Entdo X tem um membro <-minimal, a. Logo
(Vb < a)p(b) mas —(a). O
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Esta ultima propriedade deve recordar-lhe o principio de indugao forte nos
naturais, isto é: se (Vn € w)((Vm < n)p(m) — ¢(n)), entdo (Vn € w)p(n). E
esta propriedade torna a boa ordenagao numa nogao muito robusta.

ordinals.4 Isomorfismos de Ordem

Para explicar qudo robusta é a boa ordenacao, comegaremos por introduzir um
método para comparar boas ordenacoes.

Definicao ordinals.4. Uma boa ordenag¢do é um par (A, <), tal que < bem
ordena A. As boas ordenagbes (A, <) e (B, <) sao isomorfas por ordem sse
existe uma bije¢do f: A — B tal que: z < y sse f(x) < f(y). Neste caso,
escrevemos (A, <) = (B, <), e dizemos que f é um isomorfismo de ordem.

Daqui em diante, por brevidade, falaremos em “isomorfismos” em vez de “iso-
morfismos de ordem”. Intuitivamente, os isomorfismos sao bijecoes que preser-
vam estrutura. Eis alguns fatos simples sobre isomorfismos.

Lema ordinals.5. Composicdes de isomorfismos sdo isomorfismos, isto €é:
se f: A — B eg: B— C sao isomorfismos, entio (go f): A — C € um
isomorfismo.

Problema ordinals.2. Prove Lema ordinals.5.
Prova. Fica como exercicio. O
Corolario ordinals.6. X =Y ¢ uma relacdo de equivaléncia.

Proposicao ordinals.7. Se (A, <) e (B, <) sdo boas ordenagées isomorfas,
entdo o isomorfismo entre elas € unico.

Prova. Sejam f e g isomorfismos A — B. Provaremos o resultado por indugéo,
isto é, usando Proposicao ordinals.3. Fixe a € A, e suponha (para indugao)
que (Vb < a)f(b) = g(b). Fixe z € B.

Se z< f(a), entdo f~1(x) < a, logo g(f~1(x))<g(a), invocando o fato de f e
g serem isomorfismos. Mas como f~!(z) < a, pela suposicio z = f(f~1(x)) =
g(f~1(x)). Logo = < g(a). Analogamente, se z < g(a) entao = < f(a).

Generalizando, (Vr € B)(z < f(a) <> = < g(a)). Segue que f(a) = g(a) por
??. Logo (Va € A)f(a) = g(a) por Proposi¢ao ordinals.3. O

Isto d4 alguma ideia de que as boas ordenacgoes sao robustas. Mas para conti-
nuar a explicar isto, convém introduzir mais notagao.

Defini¢ao ordinals.8. Quando (4, <) é uma boa ordenagao com a € A, seja
A, = {z € A: z < a}. Dizemos que A, é um segmento inicial préprio de A
(e permitimos que o préprio A seja um segmento inicial impréprio de A). Seja
<, a restricao de < ao segmento inicial, isto é, < {Ai'

ILembrete: todas as férmulas podem ter pardmetros (salvo indicagdo em contrério).

ordinals rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 3


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Com esta notagdo, podemos enunciar e provar que nenhuma boa ordenacao é
isomorfa a nenhum dos seus segmentos iniciais proprios.

Lema ordinals.9. Se (A4, <) € uma boa ordenagio com a € A, entdo (A, <

) % (Aq, <a)

Prova. Por redugdo ao absurdo, suponha f: A — A, um isomorfismo. Como
f é uma bijecdo e A, C A, usando Proposi¢ao ordinals.2 seja b € A o membro
<-minimo de A tal que b # f(b). Mostraremos que (Vz € A)(z < bz < f(b)),
donde seguird, por ??, que b = f(b), completando a redugao ao absurdo.

Suponha z < b. Logo z = f(z), pela escolha de b. E f(x) < f(b), por f ser
um isomorfismo. Logo = < f(b).

Suponha z < f(b). Logo f~1(z) < b, por f ser um isomorfismo, e portanto
f~Y(z) = z pela escolha de b. Logo = < b. O

O nosso resultado seguinte mostra, grosso modo, que um “segmento inicial”
de um isomorfismo é um isomorfismo:

Lema ordinals.10. Sejam (A, <) e (B, <) boas ordenagdes. Se f: A — B é

um isomorfismo e a € A, entio f|,, 1 Aa — Bjya) € um isomorfismo.

Prova. Como f é um isomorfismo:

flAa) = fl{z € A:z < a}]
=fH{f ') eA: fH(y) <al]
={ye B:y<f(a)}
= B

E fl4, preserva a ordem porque f preserva. O

Os nossos dois resultados seguintes estabelecem que as boas ordenacoes sao
sempre comparaveis:

Lema ordinals.11. Sejam (A,<) e (B, <) boas ordenagées. Se (Aq,,<q,) =
(B, <<p,) € {Aay, <an) = (Bo,, <p,), entdo a1 < ag sse by < by

Prova. Provaremos da esquerda para a direita; a outra direcdo é andloga. Su-
ponha ambos (Ag,, <a;) = (Bpy, <o) € (Agy, <az) = (Boy, <py), com f: Ay, —
By, o nosso isomorfismo. Seja a1 < ag; entao (Aa,, <a;) = (Bf(ay)> <f(ay)) POT
Lema ordinals.10. Logo (By,, <b,) = (Bf(a,)s <f(a1))s € Portanto by = f(az)
por Lema ordinals.9. Ora, b; < by pois o dominio de f é By,. O

Teorema ordinals.12. Dadas quaisquer duas boas ordenagoes, uma € iso-
morfa a um segmento inicial (nao necessariamente préprio) da outra.
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Prova. Sejam (A, <) e (B, <) boas ordenagoes. Usando a Separacdo, seja
f={{a,b) e Ax B:{A,,<,) = (Byp,<p)}

Por Lema ordinals.11, a; < as sse by < by para todos (a1, b1), (as,bs) € f. Logo
f:dom(f) = Im(f) é um isomorfismo.

Se az € dom(f) e a1 < ag, entdo a; € dom(f) por Lema ordinals.10; logo
dom(f) é um segmento inicial de A. Analogamente, Im(f) é um segmento
inicial de B. Por redugao ao absurdo, suponha que ambos sao segmentos
iniciais prdprios. Entao seja a o0 membro <-minimo de A \ dom(f), de modo
que dom(f) = A, e seja b o membro <-minimo de B\ Im(f), de modo que
Im(f) = By. Logo f: A, — By, é um isomorfismo, e portanto (a,b) € f,
contradigao. O

ordinals.5 Construcao de Von Neumann dos Ordinais

Teorema ordinals.12 sugere uma ideia. Poderiamos introduzir certos objetos,
chamados tipos de ordem, para servirem de representantes das boas ordenacoes.
Escrevendo ord(A, <) para o tipo de ordem da boa ordenagio (A, <), gos-
tariamos de garantir os dois principios seguintes:

ord(A4, <) = ord(B, <) sse (4,<) = (B, <)
ord(A, <) < ord(B, <) sse (A, <) = (By, <) para algum b € B

Além disso, poderiamos esperar introduzir tipos de ordem como certos conjun-
tos, tal como podemos introduzir os nimeros naturais como certos conjuntos.
A forma mais comum de o fazer—e a abordagem que seguiremos—é definir
estes tipos de ordem via certos conjuntos bem ordenados candnicos. Estes
conjuntos candnicos foram introduzidos pela primeira vez por von Neumann:

Definigao ordinals.13. O conjunto A é transitivo sse (Vo € A)x C A. Entao
A é um ordinal sse A é transitivo e bem ordenado por €.

Daqui em diante, usaremos letras gregas para ordinais. Segue-se imediatamente
da defini¢do que, se o é um ordinal, entéo {(«, €,) é uma boa ordenagéo, onde
€a= {{r,y) € a® : x € y}. Assim, abusando um pouco da notagdo, podemos
dizer que o préprio a € uma boa ordenacao.

Eis os primeiros ordinais:

0, {0}, {0, {0}}. {0, {0}, {0, {0}}}, ..

Repare que estes sao precisamente os primeiros ordinais que encontramos no
nosso Axioma do Infinito, isto é, na definigdo de von Neumann de w (ver ?7?).
Isto ndo é coincidéncia. A definicao de von Neumann dos ordinais trata os
nimeros naturais como ordinais, mas permite também ordinais transfinitos.
Como sempre, podemos agora perguntar: sdo estes os ordinais? Ou von
Neumann deu-nos apenas alguns conjuntos que podemos tratar como os ordi-
nais? O tipo de discussoes que se podem ter sobre esta questao é semelhante
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as que tivemos na 7?7, 7?7, 7?7, e ??, pelo que nao insistiremos no ponto. Em
vez disso, daqui em diante usaremos “os ordinais” para falar dos “ordinais de
von Neumann”.

ordinals.6 Propriedades Basicas dos Ordinais

Observamos que os primeiros ordinais sao os nimeros naturais. A razao prin-
cipal para desenvolver uma teoria dos ordinais é alargar o principio de indugao
que vale nos niimeros naturais. Iremos construir isso através duma sucessao de
resultados elementares.

Lema ordinals.14. Todo o membro de um ordinal é um ordinal.

Prova. Seja o um ordinal com b € a. Como « é transitivo, b C «. Logo € bem
ordena b pois € bem ordena a.

Para ver que b é transitivo, suponha x € ¢ € b. Logo ¢ € a pois b C a.. Outra
vez, como « € transitivo, ¢ C «, de modo que = € a. Logo x,¢,b € a. Mas €
bem ordena «, logo € é uma relagao transitiva em « por Proposigao ordinals.2.
Logo, como x € c € b, temos x € b. Generalizando, ¢ C b O

Corolario ordinals.15. a = {8 € a : 8 € um ordinal}, para qualquer ordi-
nal o

Prova. Imediato a partir de Lema ordinals.14. O
A ideia grosseira dos dois resultados principais seguintes, Teorema ordi-

nals.16 e Teorema ordinals.17, é que os ordinais eles préprios sao bem ordena-
dos por pertencga:

Teorema ordinals.16 (Indugao Transfinita). Para qualquer férmula (z):

se Jap(a), entao Ja(p(a) A (VB € a)—p(B))
onde os quantificadores exibidos ficam implicitamente restritos a ordinais.

Prova. Suponha (), para algum ordinal a. Se (V8 € a)—p(f), terminamos.
Caso contréario, como « é um ordinal, tem um membro €-minimo que verifica
©, e este é um ordinal por Lema ordinals.14. ]

Repare que podemos exprimir igualmente Teorema ordinals.16 como o es-
quema:
se Va((VB € a)p(B) = ¢(a)), entdo Yap(a)

tomando simplesmente —p(«) no Teorema ordinals.16, e depois fazendo mani-
pulacoes légicas elementares.

sth:ordinals:basic:
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Teorema ordinals.17 (Tricotomia). « € fVa = BV € a, para quaisquer sth:ordinals:basic:

ordinais o e 3.
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Prova. A prova é por dupla inducgao, isto é, usando Teorema ordinals.16 duas
vezes. Diga-se que x é compardvel com yssex € yVx=yVy € x.

Para a indugao, suponha que todo o ordinal em « é compardvel com todo
o ordinal. Para uma segunda indugao, suponha que « é comparavel com todo
o ordinal em (8. Mostraremos que « é comparavel com . Por inducao em g,
seguird que « é comparavel com todo o ordinal; e por indugao em «, todo o
ordinal é compardvel com todo o ordinal, como pretendido. Basta supor que
a ¢ fBef ¢ emostrar que a = .

Para mostrar que o C 3, fixe v € a; este é um ordinal por Lema ordinals.14.
Logo, pela primeira hipdtese de indugao, v é comparavel com . Mas se v = (3
ou 8 € v entdo § € « (invocando a transitividade de « se necessdrio), contra a
suposigao; logo v € 8. Generalizando, o C f3.

Raciocinio exatamente analogo, usando a segunda hip6tese de indugao, mos-
tra que 8 C . Logo a = S. O

Assim, por vezes escreveremos a <  em vez de a € 3, ja que € se comporta
como relagao de ordem. Nao hé razoes profundas para além da familiaridade,
e porque é mais facil escrever a« < S doque o € BV o = 3.2

Eis duas consequéncias rédpidas dos ultimos resultados, a primeira das quais
poOe a nova notagao em préatica:

Coroldrio ordinals.18. Se Jap(a), entdo Ja(p(a) AVB(p(B) — a < B)).
Além disso, para quaisquer ordinais «, 8,7, tanto « ¢ « como a € B € y—>a €

y.
Prova. Tal como Proposicao ordinals.2. O

Problema ordinals.3. Complete o raciocinio “exatamente andlogo” na prova
de Teorema ordinals.17.

Corolario ordinals.19. A € um ordinal sse A € um conjunto transitivo de
ordinatis.

Prova. Da esquerda para a direita. Por Lema ordinals.14. Da direita para a
esquerda. Se A é um conjunto transitivo de ordinais, entdo € bem ordena A
por Teorema ordinals.16 e Teorema ordinals.17. O

Agora, descrevemos Teorema ordinals.16 e Teorema ordinals.17 como di-
zendo que € bem ordena os ordinais. Contudo, temos de ser muito cautelosos
com este tipo de afirmagao, gragas ao resultado seguinte:

Teorema ordinals.20 (Paradoxo de Burali-Forti). Ndo existe conjunto
de todos os ordinais

2Poderfamos escrever a € 3; mas isso seria totalmente nio convencional.
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Prova. Por redugao ao absurdo, suponha O o conjunto de todos os ordinais. Se
a € B € 0O, entao a é um ordinal, por Lema ordinals.14, logo o € O. Logo O
¢é transitivo, e portanto O é um ordinal por Coroldrio ordinals.19. Dai O € O,
contradizendo Corolario ordinals.18. O

Este resultado deve o nome a Burali-Forti. Mas foi Cantor em 1899—numa
carta a Dedekind—quem viu pela primeira vez com clareza a contradi¢ao em
supor que existe um conjunto de todos os ordinais. Como van Heijenoort
explica:

O proprio Burali-Forti considerou a contradigao como estabele-
cendo, por reductio ad absurdum, o resultado de que a ordenacao
natural dos ordinais é apenas uma ordenagao parcial. (Heijenoort,
1967, p. 105)

Deixando de lado o erro de Burali-Forti, podemos resumir o precedente como
segue. Os ordinais sdo conjuntos que individualmente sao bem ordenados por
pertenga, e coletivamente sdo bem ordenados por pertenga (sem coletivamente
constituirem um conjunto).

Para concluir, eis mais propriedades basicas dos ordinais que seguem de
Teorema ordinals.16 e Teorema ordinals.17.

Proposicao ordinals.21. Toda a sucessao estritamente descendente de ordi-
nais € finita.

Prova. Toda a sucessao infinita estritamente descendente de ordinais ag >
a1 > ap > ... nao tem membro <-minimo, contradizendo Teorema ordi-

nals.16. O
Proposigao ordinals.22. o C gV 38 C a, para quaisquer ordinais o, 3.

Prova. Se a € 3, entdao o C § pois § é transitivo. Analogamente, se 8 € «,
entao B C a. Ese a =, entao a C f e f C . Logo, por Teorema ordinals.17
terminamos. O

Proposigao ordinals.23. o = (3 sse a = 8, para quaisquer ordinais o, 3.

Prova. Os ordinais sdo boas ordenacoes; logo isto é imediato da Tricotomia
(Teorema ordinals.17) e de Lema ordinals.9. O

Problema ordinals.4. Prove que, se cada membro de X é um ordinal, entao
JX é um ordinal.
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ordinals.7 Substituicao

sth:ordinalsireplacement:  Na Secao ordinals.5, motivamos a introdugao dos ordinais ao sugerir que os
*“ poderfamos tratar como tipos de ordem, isto é, como representantes candnicos
de boas ordenacgoes. Para que isso funcione, seria preciso provar que toda a boa
ordenagao € isomorfa a algum ordinal. Isso permitiria definir ord(A, <) como
o ordinal « tal que (4, <) = o

Infelizmente, nao podemos provar o resultado desejado apenas com os axi-
omas introduzidos até aqui. (Veremos por que em ??, mas por agora basta:

nao podemos.) Precisamos de uma ideia nova, e eis-a:

Esquema de Substituicdo (Esquema de Substitui¢do). Para qualquer férmula
o(z,y), o seguinte é um axioma:

para qualquer A, se (Vo € A)3ly p(x,y), entdo {y : (Jz € A)p(x,y)}
existe.

Como na Separagao, isto é um esquema: produz infinitamente muitos axio-
mas, um para cada uma das infinitas ¢ distintas. E pode igualmente ser (e
normalmente é) escrito assim:

Para qualquer férmula ¢(z,y) que ndo contenha “B”, o seguinte é um
axioma:

VA[(Vx € A)Iy p(x,y) — IBVy(y € B+ (Fz € A)p(x,y))]

A primeira vista, contudo, esta é uma férmula bastante intrincada. A con-
sequéncia imediata seguinte da Substituicao d4 provavelmente uma expressao
mais clara & ideia intuitiva com que trabalhamos:?

Coroldrio ordinals.24. Para qualquer termo 7(x), e qualquer conjunto A,
este conjunto existe:

{r(@):z €A} ={y: (Fr e A)y=1(x)}.

Prova. Como 7 é um termo, VYa3ly 7(x) =y. A fortiori, Yz € A)Iyr(z) =y.
Logo {y : (3z € A)7(x) = y} existe pela Substituicao. O

Isto sugere que “Substituicao” é um bom nome para o axioma: dado um con-
junto A, pode formar um novo conjunto, {7(x) : x € A}, substituindo cada
membro de A pela sua imagem sob 7. De fato, seguindo a notagao para

3Um termo é uma expressio que designa exatamente um objeto (em qualquer instanciagio
das suas varidveis livres). Por exemplo, “()” é um termo que designa o conjunto vazio; “{z}”
é um termo que designa o singular de z (seja qual for z); “z Uy” é um termo que designa a
unido de z e de y (sejam quais forem).

ordinals rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 9


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

a imagem de um conjunto sob uma fungio, poderfamos escrever T[A] para
{r(z) :z € A}.

O essencial, porém, é que 7 é um termo. Nao tem de ser (um nome de) uma
fungdo, no sentido de ?7, isto é, um certo conjunto de pares ordenados. Afinal,
se f é uma funcdo (nesse sentido), entdo o conjunto f[A] = {f(z) : x € A} é
apenas um subconjunto particular de Im(f), e isso ja estd garantido a existir
apenas com os axiomas de Z~.* A Substituicdo, em contraste, é um acréscimo
poderoso aos NOssos axiomas, como veremos no 7.

ordinals.8 ZF ™ : um marco

A questao de como justificar o Esquema de Substituigio (se é que o justifica-
mos) nao é linear. Como tal, a reservamos para o ??. No entanto, com a adigao
da Substituicao, atingimos outro marco importante. Dispomos agora de todos
0s axiomas necessarios para a teoria ZF~. Em detalhe:

Definigao ordinals.25. A teoria ZF~ tem estes axiomas: Extensionalidade,
Uniao, Pares, Conjuntos das Partes, Infinito, e todas as instancias dos es-
quemas de Separacao e Substituicdo. Por outras palavras, ZF~ acrescenta a
Substituicao a Z~.

Isto designa a teoria de conjuntos de Zermelo—Fraenkel (menos algo que ve-
remos mais adiante). Fraenkel recebe a honra, uma vez que lhe é atribuida
a formulacao da Substituicao em , embora a primeira formulagao precisa
seja devida a ( ).

ordinals.9 Ordinais como Tipos de Ordem

Armados com a Substituicao, e portanto trabalhando agora em ZF ™, podemos
finalmente provar o resultado a que vimos aspirando:

Teorema ordinals.26. Toda a boa ordenacao € isomorfa a um unico ordinal.

Prova. Seja (A, <) uma boa ordenagao. Por Proposicao ordinals.23, é isomorfa
no maximo a um ordinal. Logo, por redugao ao absurdo, suponha que (A, <)
nao é isomorfa a nenhum ordinal. Comegaremos por “tornar (A4, <) o mais
pequena possivel”. Em detalhe: se algum segmento inicial préprio (A4,, <,) ndo
for isomorfo a nenhum ordinal, existe um a € A minimo com essa propriedade;
entdo seja B = A, e < = <,. Caso contrério, seja B=A4 e < = <.

Por definicao, todo o segmento inicial préprio de B é isomorfo a algum
ordinal, que é tinico como acima. Logo, pela Substitui¢do, o conjunto seguinte
existe, e é uma funcao:

f={(B,b):beBe = (B <p)}

4Baste considerar {y € JUf: 3z € A)y = f(z)}.
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Para completar a reducao ao absurdo, mostraremos que f é um isomorfismo
a — B, para algum ordinal «.

E ébvio que Im(f) = B. E por Lema ordinals.11, f preserva a ordenagao,
isto é, v € B sse f(y) < f(B). Para mostrar que dom(f) é um ordinal, por
Corolério ordinals.19 basta mostrar que dom(f) é transitivo. Fixe entdo § €
dom(f), isto é, 8 = (B, <p) para algum b. Se v € 3, entdo v € dom(f) por
Lema ordinals.10; generalizando, S C dom(f). O

Este resultado autoriza a definigao seguinte, que queriamos apresentar desde
Secao ordinals.5:

Definigao ordinals.27. Se (A, <) é uma boa ordenacao, entéo o seu tipo de
ordem, ord(A4, <), é o unico ordinal « tal que (A4, <) & «.

Além disso, esta defini¢do autoriza dois principios convenientes:
sth:ordinals:ordtype: ‘Corolario ordinals.28. Sendo (A, <) e (B, <) boas ordenagoes:
ordtypesworklikeyouwant
ord(4, <) = ord(B, <) sse (A, <) = (B, <)
ord(A, <) € ord(B, <) sse (A, <) = (By, <p) para algum b € B

Prova. A identidade vale por Proposicao ordinals.23. Para provar a segunda
afirmacao, seja ord(A, <) = a e ord(B, <) = 3, e seja f: f — (B, <) 0 nosso
isomorfismo. Entao:

a € fBsse fl,: a— By é um isomorfismo
sse (A, <) = (Bf(a) <f(a))
sse (A, <) = (By, <) para algum b € B

por Proposicao ordinals.7, Lema ordinals.10, e Corolério ordinals.15. O

ordinals.10 Ordinais Sucessores e Limites

sthiordinals:opps:  INOS proximos capitulos, usaremos muito os ordinais. Por isso convém introdu-
*° zir algumas nocoes simples.

Definigao ordinals.29. Para qualquer ordinal «, o seu sucessor é a™ = a U
{a}. Dizemos que o é um ordinal sucessor se 3t = a para algum ordinal /3.
Dizemos que « é um ordinal limite sse a nao é nem vazio nem um ordinal
SUCessor.

O resultado seguinte mostra que esta é a nogao certa de sucessor:
Proposigao ordinals.30. Para qualquer ordinal c:
1. a€at;

2. at é um ordinal;
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3. ndo eziste ordinal B tal que o € B € a™.

Prova. Trivialmente, o € a U {a} = a'. Igualmente, ™ é um conjunto
transitivo de ordinais, e portanto um ordinal por Corolario ordinals.19. E é
impossivel que a € B8 € at, pois entdo ou B € a ou B = «, contradizendo
Corolario ordinals.18. O

Isto autoriza também uma variante de prova por inducao transfinita:

Teorema ordinals.31 (Indugao Transfinita Simples). Seja ¢(z) uma formmlarainas:opps:
tal qu@,’ simpletransrecursion

1. ¢(0); e
2. para qualquer ordinal «, se p(a) entio p(a™); e
3. se a € um ordinal limite e (V5 € a)p(f), entdo p(a).

Entao Vap(a).

Prova. Provamos a contrapositiva. Logo, suponha que existe algum ordinal
para o qual vale —¢; seja v o menor tal ordinal. Entdo ou v = 0, ou v = a™
para algum « tal que ¢(«); ou v é um ordinal limite e (V3 € v)p(B). O

Um ultimo bocado de notagao sera tutil mais adiante:

Definicao ordinals.32. Se X é um conjunto de ordinais, entdo 1sub(X) = sthordinals:opps:
U O[+ defsupstrict
aeX .

Aqui, “lsub” abrevia “least strict upper bound” (majorante superior estrito
minimo).® O resultado seguinte explica isto:

Proposicao ordinals.33. Se X é um conjunto de ordinais, lsub(X) € o me-
nor ordinal estritamente maior do que todo o ordinal em X.

Prova. SejaY = {at : @ € X}, de modo que lsub(X) = JY. Como os ordi-
nais sdo transitivos e todo o membro de um ordinal é um ordinal, lsub(X) é
um conjunto transitivo de ordinais, e portanto um ordinal por Coroléario ordi-
nals.19.

Se a € X, entao at € Y, logo at C JY = Isub(X), e portanto a €
lsub(X). Logo lsub(X) é estritamente maior do que todo o ordinal em X.

Inversamente, se a € lsub(X), entdo « € 8T € Y para algum 8 € X, de
modo que a < 8 € X. Logo Isub(X) é o majorante superior estrito ménimo de
X. O

5 Alguns livros usam “sup(X)” para isto. Mas outros usam “sup(X)” para o majorante
superior n@o estrito minimo, isto ¢é, simplesmente J X. Se X tem um maior elemento, «,
estas nocdes divergem: o majorante superior estrito minimo é at, enquanto o majorante
superior nao estrito minimo é apenas a.
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