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ordinals.1 Propriedades Basicas dos Ordinais

Observamos que os primeiros ordinais sdo os niimeros naturais. A razao prin-
cipal para desenvolver uma teoria dos ordinais é alargar o principio de indugao
que vale nos nimeros naturais. Iremos construir isso através duma sucessao de
resultados elementares.

Lema ordinals.1. Todo o membro de um ordinal ¢ um ordinal.

Prova. Seja o um ordinal com b € . Como « é transitivo, b C a. Logo € bem
ordena b pois € bem ordena «a.

Para ver que b é transitivo, suponha = € ¢ € b. Logo ¢ € a pois b C a.
Outra vez, como « é transitivo, ¢ C «, de modo que = € «. Logo z,c,b € a.
Mas € bem ordena «, logo € é uma relagao transitiva em a por ??. Logo,
como x € ¢ € b, temos x € b. Generalizando, ¢ C b O

Corolario ordinals.2. o = {8 € «a : 8 € um ordinal}, para qualquer ordi-
nal

Prova. Imediato a partir de Lema ordinals.1. O

A ideia grosseira dos dois resultados principais seguintes, Teorema ordi-
nals.3 e Teorema ordinals.4, é que os ordinais eles préprios sao bem ordenados
por pertenca:

Teorema ordinals.3 (Inducgdo Transfinita). Para qualquer formula o(z):

se Jap(ar), entdo a(p(a) A (VB € a)—p(B))
onde os quantificadores exibidos ficam implicitamente restritos a ordinais.

Prova. Suponha ¢(«), para algum ordinal a. Se (V5 € a)—¢(8), terminamos.
Caso contréario, como a é um ordinal, tem um membro €-minimo que verifica
©, e este é um ordinal por Lema ordinals.1. O

Repare que podemos exprimir igualmente Teorema ordinals.3 como o esquema:
se Ya((VB € a)p(B) = ¢(a)), entdo Yap(a)

tomando simplesmente —p(a) no Teorema ordinals.3, e depois fazendo mani-
pulacoes légicas elementares.

Teorema ordinals.4 (Tricotomia). « € fVa =V € a, para quaisquer
ordinais o e f3.

Prova. A prova é por dupla indugao, isto é, usando Teorema ordinals.3 duas
vezes. Diga-se que x é compardvel com y ssex € yVez=yVy € x.

Para a indugao, suponha que todo o ordinal em « é comparavel com todo
o ordinal. Para uma segunda indugao, suponha que a é comparavel com todo
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o ordinal em (8. Mostraremos que « é comparavel com . Por inducao em S,
seguird que a é comparavel com todo o ordinal; e por indugao em «, todo o
ordinal é comparavel com todo o ordinal, como pretendido. Basta supor que
aé¢ Bef ¢ emostrar que a = .

Para mostrar que o C 3, fixe v € «; este é um ordinal por Lema ordinals.1.
Logo, pela primeira hipdtese de indugao, v é comparavel com 5. Mas se v = 3
ou B € v entdo B € « (invocando a transitividade de « se necessdrio), contra a
suposigao; logo v € 8. Generalizando, o C f3.

Raciocinio exatamente analogo, usando a segunda hip6tese de indugao, mos-
tra que 8 C . Logo a = S. O

Assim, por vezes escreveremos a <  em vez de a € 3, ja que € se comporta
como relagao de ordem. Nao hé razoes profundas para além da familiaridade,
e porque é mais ficil escrever « < S doque o € BV oo = B.1

Eis duas consequéncias rapidas dos ltimos resultados, a primeira das quais
poOe a nova notagao em pratica:

Coroldrio ordinals.5. Se3Jap(a), entdo Ja(p(a)A\VE(p(B)—a < B)). Além
disso, para quaisquer ordinais a, 3,7, tanto o ¢ o como o € f € v — « € 7.

Prova. Tal como ?7. O

Problema ordinals.1. Complete o raciocinio “exatamente andlogo” na prova
de Teorema ordinals.4.

Corolério ordinals.6. A ¢ um ordinal sse A é um conjunto transitivo de
ordinais.

Prova. Da esquerda para a direita. Por Lema ordinals.1. Da direita para a
esquerda. Se A é um conjunto transitivo de ordinais, entao € bem ordena A
por Teorema ordinals.3 e Teorema ordinals.4. [

Agora, descrevemos Teorema ordinals.3 e Teorema ordinals.4 como dizendo
que € bem ordena os ordinais. Contudo, temos de ser muito cautelosos com
este tipo de afirmagao, gragas ao resultado seguinte:

Teorema ordinals.7 (Paradoxo de Burali-Forti). Nao eziste conjunto de
todos os ordinais

Prova. Por redugao ao absurdo, suponha O o conjunto de todos os ordinais.
Se a € 5 € O, entdo « é um ordinal, por Lema ordinals.1, logo « € O. Logo O
é transitivo, e portanto O é um ordinal por Corolario ordinals.6. Dai O € O,
contradizendo Corolario ordinals.5. O

IPoderfamos escrever a € 3; mas isso seria totalmente nio convencional.
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Este resultado deve o nome a . Mas foi Cantor em 1899—mnuma
carta a Dedekind—quem viu pela primeira vez com clareza a contradicao em
supor que existe um conjunto de todos os ordinais. Como van Heijenoort
explica:

O préprio Burali-Forti considerou a contradigdo como estabele-

cendo, por reductio ad absurdum, o resultado de que a ordenagao

natural dos ordinais é apenas uma ordenacao parcial. ( ,
, p- 105)

Deixando de lado o erro de Burali-Forti, podemos resumir o precedente como
segue. Os ordinais sao conjuntos que individualmente sao bem ordenados por
pertenca, e coletivamente sdo bem ordenados por pertenca (sem coletivamente
constituirem um conjunto).

Para concluir, eis mais propriedades bésicas dos ordinais que seguem de
Teorema ordinals.3 e Teorema ordinals.4.

Proposigao ordinals.8. Toda a sucessao estritamente descendente de ordi-
nais € finita.

Prova. Toda a sucessao infinita estritamente descendente de ordinais o >
a1 > ag > ... nao tem membro <-minimo, contradizendo Teorema ordi-
nals.3. [

Proposigao ordinals.9. o C gV g C a, para quaisquer ordinais o, 3.

Prova. Se o € 3, entdo o C 8 pois (B é transitivo. Analogamente, se 8 € «,
entdao S C a. Ese a=f, entao a C 8 e B C a. Logo, por Teorema ordinals.4
terminamos. O

Proposigao ordinals.10. o = ( sse a = 3, para quaisquer ordinais , 3.

Prova. Os ordinais sdo boas ordenacoes; logo isto é imediato da Tricotomia
(Teorema ordinals.4) e de ?7. O

Problema ordinals.2. Prove que, se cada membro de X é um ordinal, entao
JX é um ordinal.
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