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ord-arithmetic.1 Usando Adicao Ordinal

Com a adi¢@o nos ordinais, podemos calcular explicitamente os postos de varios
conjuntos, no sentido de ?7:

Lema ord-arithmetic.1. Se posto(A4) = a e posto(B) = 3, entdo:

1. posto(p(4)) =a+1

posto({A4, B}) = max(«,8) + 1

(
(
posto(A U B) = max(a,
posto(
(

B)) = max(«, 8) + 2
)+

{4,
osto(A x B) < max(a, 8) + 2

ST B I S

posto(JA) = «a quando « € vazio ou limite; posto(|lJA) = v quando
a=v+1

Prova. Ao longo de todo o raciocinio, invocamos repetidamente ?77.

(1). Se x C A entdo posto(z) < posto(A). Logo posto(p(A)) < a + 1.
Como em particular A € p(A), tem-se posto(p(A)) = a + 1.

(2). Por 7?7

(3). Por 7.

(4). Por (2), duas vezes.

(5). Note-se que A X B C p(p(AU B)), e invoque (4).

(6). Se o = v +1, existe algum ¢ € A com posto(c) = v, e nenhum membro
de A tem posto superior; logo posto(|JA) = 7. Se a é um ordinal limite,
entdo A tem membros com posto arbitrariamente préximo (mas estritamente
inferior) de «, pelo que | J A também tem membros com posto arbitrariamente
préximo (mas estritamente inferior) de «, e portanto posto(| JA) = a. O

Deixamos como exercicio mostrar por que (5) envolve uma desigualdade.

Problema ord-arithmetic.1. Exiba conjuntos A e B tais que posto(A X
B) = max(posto(A), posto(B)). Exiba conjuntos A e B tais que posto(Ax B) =
max(posto(A), posto(B)) 4+ 2. Sado possiveis outros postos?

Estamos também agora em condi¢oes de mostrar que varias nogoes razoaveis
do que possa significar descrever um ordinal como “finito” ou “infinito” coin-
cidem:

Lema ord-arithmetic.2. Para qualquer ordinal «, as sequintes afirmacgoes
sao equivalentes:

1. a¢w, isto é, a ndo é um nimero natural
2. w<a«a

3. 1l+a=«a
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4. ax~a+1,isto é, a e a+ 1 sao equipotentes

5. « €infinito de Dedekind

Temos assim cinco formas provavelmente equivalentes de precisar o que exige
que um ordinal seja (in)finito.

Prova. (1) = (2). Por tricotomia.
(2) = (3). Fixe a > w. Por indugéo transfinita, existe um ordinal y minimo
(possivelmente 0) tal que existe um ordinal limite § com a = 8 + . Ora:

Ita=1+(B+7)=0+5)+y=bubl+0)+y=F+y=a

(3) = (4). Existe claramente uma bijecao f: (aU1l) —» (1Ua). Se 1 +a = «,
existe um isomorfismo g: (1 U «) — «. Considere-se g o f.

(4) = (5). Se o =~ ac+ 1, existe uma bijecao f: (a¢U1) = a. Defina g(vy) =
f(7,0) para cada v < «; esta injecao mostra que « € infinito de Dedekind, pois
f(0,1) € o\ Tm(g).

(5) = (1). Isto é ?7. O
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