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ord-arithmetic.1 Multiplicagao Ordinal

Passamos agora a multiplicagao ordinal, abordando-a de forma muito seme-
lhante a adicao ordinal. Suponha-se que se pretende multiplicar « por 5. Pode
imaginar-se uma grelha retangular, com largura « e altura 3; o produto de o e
[ é entao o resultado de percorrer cada linha e depois passar a linha seguinte. . .
até percorrer toda a grelha. Dito de outro modo, o produto de a e 5 obtém-se
substituindo cada elemento de 8 por uma cépia de a.

Para formalizar, usa-se simplesmente a ordem lexicografica inversa no pro-
duto cartesiano de « e :

Definigao ord-arithmetic.1. Para quaisquer ordinais «, 3, o seu produto « -

B = ord(a x 8,<).
E preciso de novo confirmar que esta definicao estd bem formada:

Lema ord-arithmetic.2. (ax §,<) € um bom ordenamento, para quaisquer
ordinais o e f3.

Prova. Exatamente como para ?7. O

E nao é dificil provar que a multiplicagao se comporta assim:

Lema ord-arithmetic.3. Para quaisquer ordinais «, 3:

a-0=0
a-(B+1)=(a-f)+a
a-f= lg;u}?(oz - 9) quando 3 é um ordinal limite.
<
Prova. Deixado como exercicio. O

De fato, tal como no caso da adigao, poderiamos ter definido a multiplicagao
ordinal por estas equacoes recursivas, em vez de dar uma defini¢ao direta. Tal
como na adigao, certo comportamento é familiar:

Lema ord-arithmetic.4. Se a, 3,7 sdo ordinais, entdo:
1. sea#0ef <, entioa-f <a-7v;

2. sea#0ea-B=a-v, entio § =";

3. a-(B-y)=(a-B)~;
4. Sea< B, entioa-vy<B-7;
5. a-(B+7)=(a-B)+(a7).

Prova. Deixado como exercicio. 0
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Pode provar-se (ou consultar) outros resultados, a vontade. Mas, dado ?7?,
0 que se segue nao deve surpreender:

Proposigao ord-arithmetic.5. A multiplicacdo ordinal nao € comutativa: 2-
w=w<w-2

Prova. 2-w =lIsuby<,(2-n) =w € lsub,c,(W+n)=w+w=w-2. O

De novo, a justificagao intuitiva é direta. Para calcular 2 - w, substitui-se cada
numero natural por duas entidades. Obtém-se o mesmo tipo de ordem se
simplesmente se inserirem todos os niimeros “meios” nos naturais, isto é, se se
considerar a ordem natural em {n/2 : n € w}. Assim posto, o tipo de ordem
é claramente o mesmo que o de w em si. Mas, para calcular w - 2, dispoem-se
duas copias de w, uma a seguir a outra.

Problema ord-arithmetic.1. Prove Lema ord-arithmetic.2, Lema ord-arithmetic.3,
e Lema ord-arithmetic.4
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