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cardinals.1 Cardinais como Ordinais

De fato, a nossa teoria dos cardinais fard uso (descarado) da nossa teoria dos
ordinais. Ou seja: definiremos os cardinais como certos ordinais especificos.
Em particular, proporemos o seguinte:

Definicao cardinals.1. Se A pode ser bem ordenado, entdao |A| é o menor
ordinal v tal que A = v. Para qualquer ordinal v, diz-se que v é um cardinal

sse 7 = |1/,

Acabamos de usar a locugao “A pode ser bem ordenado”. Como quase
sempre em matematica, a locugao modal aqui é apenas um atalho para uma
assercao existencial: dizer “A pode ser bem ordenado” é dizer “existe uma
relacdo que bem ordena A”.

H4 contudo um problema com Definigao cardinals.1. Gostariamos que todo
o conjunto tivesse um tamanho, isto é, que |A| existisse para todo A. A de-
finigdo que acabamos de dar, porém, comega por uma condicional: “Se A pode
ser bem ordenado...”. Se existir algum conjunto A que ndo possa ser bem
ordenado, a nossa definigdo simplesmente deixa de definir um objeto |A|.

Logo, para usar Definicao cardinals.1, precisamos de uma garantia de que
todo o conjunto pode ser bem ordenado. Infelizmente, essa garantia nao esta
disponivel em ZF. Assim, se queremos usar Definicdo cardinals.1, ndo h&
alternativa senao acrescentar um novo axioma, tal como:

Bom ordenamento (Bom ordenamento). Todo o conjunto pode ser bem
ordenado.

Discutiremos se o axioma do bom ordenamento é aceitavel em ??. Daqui em
diante, porém, simplesmente o admitiremos. E, com ele, é bastante direto
provar que os cardinais (tal como definidos na Definigao cardinals.1) existem e
comportam-se bem:

Lema cardinals.2. Para todo o conjunto A:
1. |A| existe e € inico;
2. |A| = A;

3. |A| € um cardinal, isto €, |A| = ||A||;

Prova. Fixe A. Pelo Bom ordenamento, existe um bom ordenamento (A, R).
Por 7?7, (A, R) é isomorfo a um unico ordinal, 5. Logo A ~ 8. Por indugao
transfinita, existe um tnico ordinal minimo, ~, tal que A ~ ~. Logo |A| =7, o
que estabelece (1) e (2). Para (3), note-se que se § € y entéo § < A, pela escolha
de 7, logo também § < v pois a equipoténcia é uma relagao de equivaléncia
(??). Logo v = |/ O
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O resultado seguinte garante o Principio de Cantor, e mais ainda. (Note-
se que os cardinais herdam a ordem dos ordinais, isto é, a < b sse a € b.
Ao formular isto, usaremos letras Fraktur para objetos que sabemos serem
cardinais. Isto é bastante usual. Uma alternativa comum é usar letras gregas,
ja que os cardinais sao ordinais, escolhendo-as do meio do alfabeto, por exemplo
Ky A):

Lema cardinals.3. Para quaisquer conjuntos A e B: sthicardinals: cardsasords:
lem:CardinalsBehaveRight

A= B sse |A| = |B|
A < B sse |A| < |B|
A < B sse |A| < |B|
Prova. Provaremos o sentido da esquerda para a direita da segunda afirmacao

(os outros casos sao semelhantes e ficam como exercicio). Considere-se o dia-
grama seguinte:

[
R 1B

As setas duplas indicam bije¢oes, cuja existéncia é garantida por Lema car-
dinals.2. Ao supor A < B, existe uma injecaio A — B. Seguindo as setas
de |A| para A, para B e para |B|, obtém-se uma injecdo |A| — |B] (a seta
tracejada). O

Pode ainda usar-se Lema cardinals.3 para voltar a provar Cantor—Bernstein.
Trata-se da afirmagao de que se A < B e B < A entdo A = B. A enunciamos
como 7?7, mas a provamos primeiro—com algum esforco—em ?7. Considere-se:

Nowa prova de Schréder-Bernstein. Se A < B e B < A, entao |A| < |B] e
|B| < |A| por Lema cardinals.3. Logo |A| = |B| ¢ A = B por tricotomia e
Lema cardinals.3. O

Embora seja uma prova muito simples, apoia-se implicitamente na Substituigao
(para assegurar ??) e no Bom ordenamento (para garantir Lema cardinals.3).

Em contraste, a prova na ?? era muito mais autéonoma (de fato, pode efetuar-se
em Z7).
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