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Capitulo udf

Cardinais

cardinals.1 Principio de Cantor

Volte o pensamento a ?7. Estdvamos a discutir conjuntos bem ordenados e
sugerimos que seria desejavel ter objetos que funcionem como representantes
dos bons ordenamentos. Com isto em mente, introduzimos os ordinais e depois
mostramos em ?? que estes se comportam como desejamos, isto é:

ord(4, <) = ord(B, <) sse (4, <) = (B, <).

Volte ainda mais atrds, a ??. Ali, trabalhando ingenuamente, introduzimos
a nogao de “tamanho” de um conjunto. Especificamente, dissemos que dois
conjuntos sao equipotentes, A ~ B, precisamente quando existe uma bijecao
f: A — B. Esta nocao é intrinsecamente mais simples do que a de um bom
ordenamento: interessam-nos apenas as bije¢oes, e nao (como com os isomor-
fismos de ordem) se as bijecoes “preservam alguma estrutura’.

Tudo isto sugere um pensamento 6bvio. Tal como introduzimos certos ob-
jetos, ordinais, para calibrar bons ordenamentos, podemos introduzir certos
objetos, cardinais, para calibrar tamanho. Esse é o objetivo deste capitulo.

Antes de dizer o que serdo estes cardinais, convém enunciar um principio
que devem satisfazer. Escrevendo |X| para a cardinalidade do conjunto X,
desejariamos que obedecessem a:

|A| = |B| sse A~ B.

Chamaremos a isto o Principio de Cantor, ja que Cantor foi provavelmente o
primeiro a té-lo claramente presente. (Diremos mais sobre a sua rela¢do com o
Principio de Hume na Secao cardinals.5.) O nosso objetivo é definir | X|, para
cada X, de modo a que satisfaga o Principio de Cantor.

cardinals.2 Cardinais como Ordinais



De fato, a nossa teoria dos cardinais fard uso (descarado) da nossa teoria dos
ordinais. Ou seja: definiremos os cardinais como certos ordinais especificos.
Em particular, proporemos o seguinte:

Definigao cardinals.1. Se A pode ser bem ordenado, entdao |A| é o menor
ordinal v tal que A = v. Para qualquer ordinal v, diz-se que v é um cardinal

sse 7 = 1.

Acabamos de usar a locucdo “A pode ser bem ordenado”. Como quase
sempre em matemadtica, a locu¢ao modal aqui é apenas um atalho para uma
assercao existencial: dizer “A pode ser bem ordenado” é dizer “existe uma
relacao que bem ordena A”.

H4 contudo um problema com Defini¢ao cardinals.1. Gostarfamos que todo
o conjunto tivesse um tamanho, isto é, que |A| existisse para todo A. A de-
finigdo que acabamos de dar, porém, comega por uma condicional: “Se A pode
ser bem ordenado...”. Se existir algum conjunto A que nao possa ser bem
ordenado, a nossa defini¢io simplesmente deixa de definir um objeto |A|.

Logo, para usar Definicao cardinals.1, precisamos de uma garantia de que
todo o conjunto pode ser bem ordenado. Infelizmente, essa garantia nao esta
disponivel em ZF. Assim, se queremos usar Definicao cardinals.1, ndo h&
alternativa senao acrescentar um novo axioma, tal como:

Bom ordenamento (Bom ordenamento). Todo o conjunto pode ser bem
ordenado.

Discutiremos se o axioma do bom ordenamento é aceitavel em ??7. Daqui em
diante, porém, simplesmente o admitiremos. E, com ele, é bastante direto
provar que os cardinais (tal como definidos na Definigao cardinals.1) existem e
comportam-se bem:

Lema cardinals.2. Para todo o conjunto A:
1. |A| existe e é inico;
2. |Al = A4;
3. |A| € um cardinal, isto €, |A| = ||A||;

Prova. Fixe A. Pelo Bom ordenamento, existe um bom ordenamento (A, R).
Por ??, (A, R) é isomorfo a um unico ordinal, 5. Logo A ~ /. Por indugao
transfinita, existe um tnico ordinal minimo, ~, tal que A = ~. Logo |A| =+, o
que estabelece (1) e (2). Para (3), note-se que se § € v entdo § < A, pela escolha
de ~, logo também § < ~ pois a equipoténcia é uma relagdo de equivaléncia
(??). Logo v = |v/|. O

O resultado seguinte garante o Principio de Cantor, e mais ainda. (Note-
se que os cardinais herdam a ordem dos ordinais, isto é, a < b sse a € b.
Ao formular isto, usaremos letras Fraktur para objetos que sabemos serem
cardinais. Isto é bastante usual. Uma alternativa comum é usar letras gregas,
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j& que os cardinais sao ordinais, escolhendo-as do meio do alfabeto, por exemplo
Ky A

Lema cardinals.3. Para quaisquer conjuntos A e B:
A= B sse |A| = |B|
A< B sse |A] < |B|
A < B sse |A| < |B|
Prova. Provaremos o sentido da esquerda para a direita da segunda afirmacao

(os outros casos sao semelhantes e ficam como exercicio). Considere-se o dia-
grama seguinte:

N
(Al === | B

As setas duplas indicam bijegoes, cuja existéncia é garantida por Lema car-
dinals.2. Ao supor A < B, existe uma inje¢aio A — B. Seguindo as setas
de |A| para A, para B e para |B|, obtém-se uma injecao |A| — |B]| (a seta
tracejada). O

Pode ainda usar-se Lema cardinals.3 para voltar a provar Cantor-Bernstein.
Trata-se da afirmacao de que se A < Be B < A entdao A ~ B. A enunciamos
como 77, mas a provamos primeiro—com algum esfor¢go—em ??. Considere-se:

Nova prova de Schrider-Bernstein. Se A < B e B < A, entdo |A| < |B| e
|B| < |A| por Lema cardinals.3. Logo |A| = |B| e A & B por tricotomia e
Lema cardinals.3. O

Embora seja uma prova muito simples, apoia-se implicitamente na Substituigao
(para assegurar ??) e no Bom ordenamento (para garantir Lema cardinals.3).
Em contraste, a prova na ?? era muito mais auténoma (de fato, pode efetuar-se
em Z7).

cardinals.3 ZFC: um marco

Com a adicao do axioma do bom ordenamento, atingimos o ultimo marco
teérico. Dispomos agora de todos os axiomas necessarios para ZFC. Em
detalhe:

Definigao cardinals.4. A teoria ZFC tem estes axiomas: Extensionalidade,
Unido, Pares, Conjuntos poténcia, Infinitude, Fundagao, Bom ordenamento e
todas as instancias dos esquemas de Separacgao e Substituigao. Dito de outro
modo, ZFC acrescenta o Bom ordenamento a ZF.
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ZFC significa teoria de conjuntos de Zermelo—Fraenkel com Escolha. Isto
pode parecer ligeiramente estranho, pois o axioma que adicionamos se chama
“Bom ordenamento”, nao “Escolha”’. Mas, quando mais tarde formularmos a
Escolha, verificar-se-4 que o Bom ordenamento lhe é equivalente (médulo ZF')
(ver ?7). Logo, qual tomar como axioma “bédsico” é indiferente. E o nome
“ZFC” ¢ inteiramente standard na literatura.

cardinals.4 Finito, Enumeravel, Nao Enumeravel

Agora que fomos introduzidos aos cardinais, vale a pena dedicar um pouco de
tempo a variedades de cardinais; nomeadamente, cardinais finitos, enumeravel
e nao enumeravel.

Os nossos dois primeiros resultados implicam que os cardinais finitos serao
exatamente os ordinais finitos, que definimos como os nossos ndmeros naturais
em 77:

Proposigao cardinals.5. Sejam n,m € w. Entdo n =m sse n~m.

Prova. O sentido da esquerda para a direita é trivial. Para provar da direita
para a esquerda, suponha-se n &= m embora n # m. Por tricotomia, ou n € m
ou m € n; suponha-se, sem perda de generalidade, n € m. Entao n C m e
existe uma bijecao f: m — n, logo m ¢é infinito de Dedekind, o que contradiz
7. O

Corolario cardinals.6. Sen € w, entdo n é um cardinal.
Prova. Imediato. O

ue- mbém que varias nocoes razoavei u ignificar rever
Segue-se també e varias nocoes razoaveis do que possa s ficar descreve
um cardinal como “finito” ou “infinito” coincidem:

Teorema cardinals.7. Para qualquer conjunto A, as sequintes afirmagdes
sao equivalentes:

1. |A| ¢ w, isto é, A ndo é um nimero natural;
2. w<|Af;
3. A éinfinito de Dedekind.

Prova. Por 7?7, Lema cardinals.3, e Corolario cardinals.6. O

Isto autoriza a seguinte definicdo de algumas nogoes que usamos de forma
informal na ?7:

Definigao cardinals.8. Diz-se que A é finito sse |A| é um ntimero natural,
isto é, |A| € w. Caso contrério, diz-se que A é infinito.
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Note-se que esta definicao é apresentada no contexto de ZFC. Afinal, pre-
cisamos do Bom ordenamento para garantir que todo o conjunto tem uma
cardinalidade. E, de fato, sem o Bom ordenamento, pode existir um conjunto
que nem ¢ finito nem infinito de Dedekind. Voltaremos a este tipo de questao
no ?7?. Por ora, continuamos a assumir o Bom ordenamento.

Passemos agora dos cardinais finitos aos cardinais infinitos. Eis dois pontos
elementares:

Corolario cardinals.9. w € o menor cardinal infinito.

Prova. w é um cardinal, pois w € infinito de Dedekind e se w =~ n para algum
n € w entao n seria infinito de Dedekind, contrariando ?7. Ora, w é o menor
cardinal infinito por definicao. O

Corolario cardinals.10. Todo o cardinal infinito € um ordinal limite.

Prova. Seja a um ordinal sucessor infinito, logo @« = 3 + 1 para algum S. Por

Proposicao cardinals.5, f também é infinito, logo § ~ S + 1 por ??. Ora,
|B8] = |8 + 1] = || por Lema cardinals.3, logo « # |«|. O

Jdna 7?7, assinalamos que podemos distinguir conjuntos infinitos enumeravel
de conjuntos infinitos nao enumeravel. Essa definicdo conduz naturalmente ao
seguinte:

Proposicao cardinals.11. A € enumerdvel sse |A] < w, e A € ndo enu-
merdvel sse w < |Al.

Prova. Por tricotomia, as duas afirmagoes sao equivalentes, bastando provar
que A é enumerdvel sse |A| < w. Para da direita para a esquerda: se |A| < w,
entdo A < w por Lema cardinals.3 e Corolario cardinals.9. Para da esquerda
para a direita: suponha-se A enumerdavel; entao, por 77, hé trés casos possiveis:

1. se A =0, entao |A| = 0 € w, por Coroldrio cardinals.6 e Lema cardinals.3.

2. se n &~ A, entdo |A| = n € w, por Coroldrio cardinals.6 e Lema cardi-
nals.3.

3. se w = A, entao |A| = w, por Corolario cardinals.9.
Em todos os casos, |A| < w. O
De fato, w tem um lugar especial. Embora existam muitos ordinais contaveis:

Corolario cardinals.12. w € o dnico cardinal infinito enumerdvel.

Prova. Seja a um cardinal infinito enumeravel. Como a é infinito, w < a. Como
a é um cardinal infinito enumerével, a = |a| < w. Logo a = w por tricotomia.[]

cardinals rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 5


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Claro que existem infinitos cardinais. Poderiamos perguntar: Quantos car-
dinais ha? Os resultados seguintes mostram que convém reconsiderar essa
pergunta.

Proposigao cardinals.13. Se todo o membro de X € um cardinal, entao
UX € um cardinal.

Prova. E facil verificar que JX é um ordinal. Seja o € |J X um ordinal; entéo
a € b € X para algum cardinal b. Como b é um cardinal, « < b. Como
b C UX, tem-se b < |JX, e portanto a % [JX. Generalizando, | J X ¢é um
cardinal. O

Teorema cardinals.14. Nao ezxiste um cardinal mdzimo.

Prova. Para qualquer cardinal a, o teorema de Cantor (??) e Lema cardinals.2
implicam que a < |p(a)|. O

Teorema cardinals.15. O conjunto de todos os cardinais nao existe.

Prova. Por reducao ao absurdo, suponha-se C' = {a : a é um cardinal}. Ora,
(JC é um cardinal por Proposi¢ao cardinals.13, logo por Teorema cardinals.14
existe um cardinal b > |JC. Por definicdo b € C, logo b C [JC, donde
b <|JC, uma contradicao. O

Compare isto com o paradoxo de Russell e com Burali-Forti.

cardinals.5 Apéndice: Principio de Hume
Na Secao cardinals.1, descrevemos o Principio de Cantor. Era:
|A| = |B| sse A= B.
Isto é muito semelhante ao que hoje se chama Principio de Hume, que diz:
#ax F(x) =#2xG(x) sse F ~G

onde ‘F ~ G’ abrevia que ha tantos F' quantos G, isto é, os F' podem por-se
em bijecao com os G, isto é:

JFR(VoVy(Rvy — (Fv A Gy)) A
Vo(Fv — 3y Ruy) A
Vy(Gy — v Roy))
Mas ha uma diferenca de tipo entre o Principio de Hume e o Principio de
Cantor. No enunciado do Principio de Cantor, as varidveis “A” e “B” sao

termos de primeira ordem que denotam conjuntos. No enunciado do Principio
de Hume, “F”, “G” e “R” nao sao termos de primeira ordem; estao em posicao
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de predicado. (Talvez denotem propriedades.) Assim, o Principio de Hume pode
parafrasear-se em portugués: o nimero de F's é o numero de Gs sse os F's estao
em bijecao com os Gs. Chama-se Principio de Hume porque Hume escreveu o
seguinte:

Quando dois niimeros se combinam de tal modo que a cada unidade
de um corresponde sempre uma unidade do outro, dizemos que sao
iguais. ( , , Pt.I1T Bk.1 §1)

E o Principio de Hume foi trazido & proeminéncia matema&tico-légica contem-
poranea por ( , §63), que citou esta passagem de Hume antes de (em
efeito) esbogar (o que chamamos) Principio de Hume.

Note a semelhanga estrutural entre o Principio de Hume e a Lei Bésica V.
A formulamos na ?? do seguinte modo:

ex F(x) = ex G(x)sse Vz (F(z) < G(x)).

E, neste ponto, alguns comentéarios e comparacoes podem ajudar.

Ha duas maneiras de entender um principio como o Principio de Hume
ou a Lei Bésica V: predicativamente ou impredicativamente (recorde ?7). Na
leitura impredicativa da Lei Bésica V, para cada F, o objeto ex F(x) pertence
ao dominio de quantificacao usado na propria formulagao da Lei Basica V. Do
mesmo modo, na leitura impredicativa do Principio de Hume, para cada F,
o objeto #x F(x) pertence ao dominio de quantificagdo usado na formulagao
do Principio de Hume. Em contraste, na compreensao predicativa, os objetos
ex F(x) e #a F(x) seriam entidades de um dominio diferente.

Agora, se a Lei Bésica V se 1é impredicativamente, conduz & inconsisténcia,
via Compreenséo ingénua (para pormenores, ver ??). Tal como a Compreensao
ingénua, pode tornar-se consistente se se 1é predicativamente. Mas provavel-
mente ndo fard tudo o que desejavamos.

O Principio de Hume, porém, pode ser lido de modo consistente impredica-
tivamente. E, assim lido, é bastante poderoso.

Para ilustrar: considere-se o predicado “x # z”, que obviamente nada sa-
tisfaz. O Principio de Hume fornece agora um objeto #xz(z # x). Podemos
tratd-lo como o nimero 0. Agora, na compreensao impredicativa—mas sé na
impredicativa—esta entidade 0 pertence ao nosso dominio original de quan-
tificagdo. Logo podemos aplicar sensatamente o Principio de Hume com o
predicado “x = 0” para obter um objeto #x(x = 0). Podemos tratd-lo como o
numero 1. Além disso, o Principio de Hume implica que 0 # 1, pois nao pode
haver bijegao dos objetos nao auto-idénticos para os objetos idénticos a 0 (nao
hé dos primeiros, mas hd um dos segundos). Agora, de novo impredicativa-
mente, 1 pertence ao dominio original de quantificacao. Logo podemos aplicar
o Principio de Hume com o predicado “(x =0V x = 1)” para obter um objeto
#x(x =0V a =1). Podemos tratd-lo como o nimero 2, e mostrar que 0 # 2 e
1 # 2, e assim por diante.

Em suma, tomado impredicativamente, o Principio de Hume implica que
hé infinitamente muitos objetos. E isto encorajou os logicistas neo-fregeanos a
tomar o Principio de Hume como fundacao da aritmética.
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O préprio Frege, contudo, ndo tomou o Principio de Hume como fundagao
da aritmética. Em vez disso, Frege provou o Principio de Hume a partir de uma
defini¢ao explicita: #x F(x) é definido como a extensao do conceito F' ~ @. Em
termos modernos, poder-se-ia tentar render isto como #x F(z) = {G : F ~ G};
mas isto volta a arrastar-nos para os problemas da Compreensao ingénua.

Créditos das Imagens
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