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card-arithmetic.1 Algumas Simplificagoes com
Exponenciagao Cardinal

Embora definir <1 fosse um pouco trabalhoso, o resultado é um teorema 1til
sobre adigao e multiplicagao cardinais, ??7. A exponenciacao transfinita, porém,
nao se simplifica tao diretamente. Para explicar por que, comegamos por um
resultado que prolonga um padrao familiar do caso finitdrio (embora a sua
prova esteja a um nivel elevado de abstragao):

Proposigao card-arithmetic.1. a®®* =a’®a e (a®) = a®®°, para quais-
quer cardinais a, b, c.

Prova. Para a primeira afirmagao, considere-se uma funcao f: (bUc) — a. Ora,
“parta-se” isto, definindo fy(8) = f(58,0) para cada 8 € b, e fc(v) = f(~v,1)
para cada v € ¢. A aplicacdo f + (fe x fc) é uma bijecao *“a — (®a x ©a).
Para a segunda afirmacdo, considere-se uma funcio f: ¢ — (*a); assim,
para cada v € ¢ temos alguma fungao f(v): b — a. Ora, defina~se f*(8,v) =
(f(7))(B) para cada (8,7) € b x c. A aplicagdo f > f* é uma bijecio *(°a) —
b®ca_ ]

O que gostarfamos mesmo era de uma maneira ficil de calcular a® quando
tratamos de cardinais infinitos. Eis um passo 1til nessa diregao:

Proposi¢ao card-arithmetic.2. Se2 <a <b eb € infinito, entdo a® = 2°
Prova.

2° <a® pois2<a
< (2%)°, por ??

= 2°®% por Proposicio card-arithmetic.1
=2° por ?? O
Nzo devemos esperar poder simplificar mais além disto, pois b < 2° por ??.

Contudo, isto néo nos diz o que afirmar sobre a® quando b < a. Naturalmente,
se b é finito, sabemos o que fazer.

Proposigao card-arithmetic.3. Se a € infinito e n € w, entdo a™ = a
Prova. a" =a®a®...®a=a, por 77. O

Adicionalmente, nalguns outros casos, podemos controlar o tamanho de a®:

Proposicao card-arithmetic.4. Se 2 < b < a < 2% ¢ b ¢ infinito, entio
b b
a’ =2

Prova. 2° < a® < (2°)° = 2°®% = 2% raciocinando como na Proposigao card-
arithmetic.2. O



Para além deste ponto, as coisas tornam-se bastante mais subtis.
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