Parte 1

Methods



This part covers general and methodological material, especially ex-
planations of various proof methods a non-mathematics student may be
unfamiliar with. It currently contains a chapter on how to write proofs,
and a chapter on induction, but additional sections for those, exercises,
and a chapter on mathematical terminology is also planned.
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Capitulo 1

Provas

1.1 Introducgao

Com base em suas experiéncias na légica introdutoria, vocé talvez se sinta a
vontade com um sistema de derivacao—provavelmente um sistema de derivagao
de deducao natural ou no estilo Fitch, ou talvez um sistema de arvores de prova.
Vocé provavelmente se lembra de fazer provas nesses sistemas, seja provando
a formula, seja mostrando que um dado argumento é valido. Para fazer isso,
vocé aplicava as regras do sistema até obter o resultado final desejado. Ao
raciocinar sobre logica, também provamos coisas, mas na maioria dos casos nao
estamos usando um sistema de derivacao. De fato, a maior parte das provas
que consideramos é feita em portugués (talvez com alguma linguagem simbdlica
inserida) e ndo inteiramente na linguagem da légica de primeira ordem. Ao
construir tais provas, vocé pode a principio ficar perdido—como provo algo
sem um sistema de derivagao? Como comego? Como sei se minha prova estd
correta?

Antes de tentar uma prova, é importante saber o que é uma prova e como
construir uma. Como o nome sugere, uma prova destina-se a mostrar que algo
é verdadeiro. Vocé pode pensar nisso em termos de um didlogo—alguém lhe
pergunta se algo é verdadeiro, digamos, se todo primo diferente de dois é um
nimero impar. Responder “sim” nao é suficiente; a pessoa pode querer saber
por qué. Nesse caso, vocé lhe daria uma prova.

No discurso cotidiano, pode ser suficiente esbogar uma resposta, ou dar uma
resposta incompleta. Na logica e na matematica, porém, queremos uma prova
rigorosa—queremos mostrar que algo é verdadeiro além de qualquer duvida.
Isso significa que cada passo de nossa prova deve ser justificado, e a justifica-
tiva deve ser convincente (isto é, a suposicao que vocé estd usando é de fato
assumida no enunciado do teorema que vocé estd provando, as definigoes que
vocé aplica devem ser aplicadas corretamente, as justificativas invocadas devem
ser inferéncias corretas, etc.).

Em geral, estamos provando algum enunciado. Chamamos os enunciados
que provamos por varios nomes: proposicoes, teoremas, lemas ou coroldrios.



Uma proposi¢ao é um enunciado basico digno de prova: importante o suficiente
para ser registrado, mas talvez nao particularmente profundo nem aplicado
com frequéncia. Um teorema é uma proposigao significativa e importante.
Sua prova é frequentemente dividida em varios passos, e as vezes recebe o
nome da pessoa que primeiro o provou (por exemplo, o Teorema de Cantor,
o teorema de Lowenheim—Skolem) ou do fato de que trata (por exemplo, o
teorema da completude). Um lema é uma proposicdo ou teorema usado na
prova de um resultado mais importante. De modo confuso, as vezes os lemas
sao resultados importantes em si mesmos, e também recebem o nome da pessoa
que os introduziu (por exemplo, o Lema de Zorn). Um corolério é um resultado
que decorre facilmente de outro.

Um enunciado a ser provado frequentemente contém suposicoes que esclare-
cem sobre quais tipos de coisas estamos provando algo. Ele pode comecar com
“Seja ¢ a férmula da forma ¢ — x” ou “Suponha I' F ¢” ou algo do género.
Essas sao as hipdteses da proposicao, teorema ou lema, e vocé pode assumi-las
como verdadeiras em sua prova. Elas restringem o que estamos provando e
também introduzem alguns nomes para os objetos sobre os quais estamos fa-
lando. Por exemplo, se sua proposicao comeca com “Seja ¢ a férmula da forma
¥ — X7, vocé estd provando algo apenas sobre todas as férmulas de certo tipo
(a saber, condicionais), e fica entendido que ¥ — x é um condicional arbitrdrio
sobre o qual sua prova falara.

1.2 Comegando uma Prova

Mas por onde comegar?

Foi-lhe dado algo a provar, de modo que isso deveria ser a tltima coisa
mencionada na prova (vocé pode, obviamente, anunciar que vai prové-lo no
comego, mas nao convém usd-lo como suposi¢ao). Escreva o que vocé estd
tentando provar no rodapé de uma folha de papel em branco—assim vocé nao
perde de vista seu objetivo.

Em seguida, vocé pode ter algumas suposigoes que pode usar (isso ficard
mais claro quando falarmos sobre o tipo de prova que vocé estd fazendo na
préxima se¢ao). Escreva-as no topo da pédgina e certifique-se de sinalizar que
s@o suposigdes (isto é, se vocé estd supondo p, escreva “suponha que p” ou
“assuma que p”). Por fim, pode haver na questdo algumas defini¢oes que vocé
precisa conhecer. Pode ser que lhe digam para usar uma definicao especifica,
ou pode haver varias definigoes nas suposicoes ou na conclusao para a qual
vocé esta trabalhando. Anote-as e certifique-se de entender o que significam.

A forma como vocé organiza sua prova também dependerd da forma da
questdo. A préxima secao fornece detalhes sobre como organizar sua prova
com base no tipo de sentenca.

1.3 Usando Definicoes

4 methods rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.

mth:prf:str:
sec

mod:prf:def:
sec


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Mencionamos que vocé deve estar familiarizado com todas as defini¢des que
possam ser usadas na prova, e que saiba aplicd-las corretamente. Esse é um
ponto realmente importante, e vale a pena examinéd-lo em um pouco mais de
detalhe. As defini¢des sdo usadas para abreviar propriedades e relagbes, de
modo que possamos falar delas de forma mais sucinta. A abreviacdo introdu-
zida é chamada de definiendum, e aquilo que ela abrevia é o definiens. Em
provas, com frequéncia temos que voltar a como o definiendum foi introduzido,
porque temos que explorar a estrutura légica do definiens (a versio longa da
qual o termo definido é a abreviagao) para concluir nossa prova. Ao desdobrar
as defini¢oes, vocé garante que estd chegando ao cerne de onde a acao logica
acontece.

Comecaremos com um exemplo. Suponha que vocé queira provar o seguinte:

Proposigao 1.1. Para quaisquer conjuntos A e B, AUB = BU A.

Para sequer iniciar a prova, precisamos saber o que significa que dois con-
juntos sejam idénticos; isto é, precisamos saber o que o “=" naquela equacao
significa para conjuntos. Os conjuntos sao definidos como idénticos sempre que
tém os mesmos membros. Assim, a definicdo que temos que desdobrar é:

Definigao 1.2. Os conjuntos A e B s@o idénticos, A = B, sse todo membro
de A é um membro de B, e vice-versa.

Esta definicdo usa A e B como marcadores de posicdo para conjuntos ar-
bitrarios. O que ela define—o definiendum—¢é a expressao “A = B”, dando a
condicao sob a qual A = B é verdadeira. Essa condiggo—“todo membro de A
¢ um membro de B, e vice-versa’—é o definiens.! A definicio especifica que
A = B é verdadeira se, e somente se (abreviamos isso por “sse”) a condigao
vale.

Quando vocé aplica a definicdo, tem que fazer corresponder o A e o B da
defini¢ao ao caso de que estd tratando. No nosso caso, isso significa que, para
que AU B = B U A seja verdadeira, cada z € AU B também deve estar em
B U A, e vice-versa. A expressdo A U B na proposi¢ao faz o papel de A na
defini¢do, e BU A, o de B. Como A e B sao usados tanto na definigdo quanto
no enunciado da proposicao que estamos provando, mas em usos diferentes,
vocé precisa ter cuidado para nao confundir os dois. Por exemplo, seria um
erro pensar que vocé poderia provar a proposicao mostrando que todo membro
de A é um membro de B, e vice-versa—isso mostraria que A = B, nao que
AUB = BUA. (Além disso, como A e B podem ser quaisquer dois conjuntos,
vocé nao chegaria muito longe, pois, se nada for suposto sobre A e B, eles bem
podem ser conjuntos diferentes.)

Dentro da prova, estamos lidando com nogoes da teoria dos conjuntos, como
uniao, e portanto também precisamos conhecer os significados do simbolo U a

INeste caso particular—e de modo bastante confuso!—quando A = B, os conjuntos A e
B sao apenas um Unico e mesmo conjunto, ainda que usemos letras diferentes para ele do
lado esquerdo e do lado direito. Mas os modos pelos quais esse conjunto é identificado podem
ser diferentes, e isso torna a definigdo nao trivial.

methods rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 5


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

fim de entender como a prova deve prosseguir. E, as vezes, desdobrar a defini¢ao
dé origem a outras defini¢Ges a desdobrar. Por exemplo, AU B é definido como
{z: 2z € Aou z € B}. Entao, se vocé quer provar que z € AU B, desdobrar
a definicdo de U lhe diz que vocé tem que provar z € {z : z € A ou z € B}.
Agora vocé também tem que lembrar quex € {z:...z...} sse...x.... Assim,
desdobrando ainda mais a definicdo da notagao {z : ...z...}, o que vocé tem
que mostrar é: x € A ou x € B. Assim, “todo membro de AU B é também
um membro de BU A” significa, na verdade: “para todo x,se x € Aouz € B,
entdo x € B ou x € A.” Se desdobramos completamente as definigoes na
proposicao, vemos que o que temos que mostrar é isto:

Proposicao 1.3. Para quaisquer conjuntos A e B: (a) para todo x, se x € A
oux € B, entdo x € B oux € A, e (b) para todo x, se x € B oux € A, entdo
r€Aoux € B.

O que importa é que desdobrar definicoes é uma parte necessaria da cons-
trucao de uma prova. Fazé-lo corretamente é as vezes dificil: vocé deve ter
cuidado para distinguir e fazer corresponder as variaveis da defini¢ao e os ter-
mos na afirmagao que esta provando. Para ter sucesso, vocé deve saber o que
a questao esta pedindo e o que todos os termos usados na questao significam—
muitas vezes voceé precisard desdobrar mais de uma definicao. Em provas sim-
ples como as que seguem, a solugao decorre quase imediatamente das préprias
definigoes. E claro que nem sempre sera assim tao simples.

Problema 1.1. Suponha que lhe pecam para provar que AN B # (). Desdobre
todas as definigbes que ocorrem aqui, isto é, reenuncie isto de um modo que
nao mencione “N”, “=", ou “0)”.

1.4 Padroes de Inferéncia

As provas sao compostas de inferéncias individuais. Quando fazemos uma in-
feréncia, normalmente a indicamos usando uma palavra como “entao,” “assim,”
ou “portanto.” A inferéncia muitas vezes se apoia em um ou dois fatos que ja
temos disponiveis em nossa prova—pode ser algo que supusemos, ou algo que
concluimos por uma inferéncia anterior. Para deixar claro, podemos rotular
essas coisas, e na inferéncia indicamos quais outras afirmagoes estamos usando
na inferéncia. Uma inferéncia muitas vezes também conterda uma explicagao de
por que nossa nova conclusao decorre das coisas que a precedem. Ha alguns
padroes comuns de inferéncia que sao usados com muita frequéncia em pro-
vas; percorreremos alguns deles abaixo. Alguns padroes de inferéncia, como as
provas por indu¢ao, sdo mais elaborados (e serdo discutidos mais adiante).

J& discutimos um padrao de inferéncia: desdobrar, ou aplicar, uma de-
finicao. Quando desdobramos uma definicao, apenas reenunciamos algo que
envolve o definiendum usando o definiens. Por exemplo, suponha que ja te-
nhamos estabelecido no curso de uma prova que D = E (a). Entdo podemos
aplicar a definigdo de = para conjuntos e inferir: “Assim, por definigéo, de (a),
todo membro de D é um membro de E e vice-versa.”
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De modo um tanto confuso, muitas vezes nao escrevemos a justificativa
de uma inferéncia quando de fato a fazemos, mas antes. Suponha que ainda
nao tenhamos provado que D = E, mas queremos. Se D = FE é a conclusao
que buscamos, entao podemos reenunciar esse objetivo também aplicando a
definicao: para provar D = E temos que provar que todo membro de D é
um membro de E e vice-versa. Assim, nossa prova terd a forma: (a) provar que
todo membro de D é um membro de E; (b) todo membro de E' é um membro
de D; (c) portanto, de (a) e (b), pela defini¢do de =, D = E. Mas normalmente
nao escreveriamos desse jeito. Em vez disso, poderiamos escrever algo como,

Queremos mostrar D = FE. Pela definicao de =, isso equivale a
mostrar que todo membro de D é um membro de F e vice-versa.

(a) ... (uma prova de que todo membro de D é um membro de FE)

(b) ... (uma prova de que todo membro de E é um membro de D)

Usando uma Conjungao

Talvez o padrao de inferéncia mais simples seja o de tirar como conclusao
uma das conjuntivas de uma conjuncao. Em outras palavras: se supusemos
ou ja provamos que p e ¢, entdo temos o direito de inferir que p (e também
que ¢). Essa é uma inferéncia tao bdsica que muitas vezes ndo é mencionada.
Por exemplo, uma vez que tenhamos desdobrado a definicao de D = F, es-
tabelecemos que todo membro de D é um membro de E e vice-versa. Disso
podemos concluir que todo membro de E é um membro de D (essa é a parte
do “vice-versa”).

Provando uma Conjuncgao

As vezes, o que lhe pedirao para provar terd a forma de uma conjuncao; pedirao
a vocé que “prove p e q.” Nesse caso, vocé simplesmente tem que fazer duas
coisas: provar p, e entao provar q. Vocé poderia dividir sua prova em duas
segoes e, para maior clareza, rotuld-las. Quando estiver fazendo suas primeiras
anotagoes, vocé pode escrever “(1) Provar p” no topo da pégina, e “(2) Provar
q” no meio da pagina. (E claro que vocé pode nao ser explicitamente solicitado
a provar uma conjungao, mas descobrir que sua prova exige que vocé prove uma
conjungao. Por exemplo, se lhe pedem para provar que D = E, vocé descobrira
que, apos desdobrar a definicao de =, vocé tem que provar: todo membro de D
é um membro de E e todo membro de E é um membro de D).

Provando uma Disjuncao

Quando o que vocé estd provando assume a forma de uma disjuncéo (isto é, é
uma afirmagcao da forma “p ou ¢”), basta mostrar que um dos disjuntos é ver-
dadeiro. No entanto, basicamente nunca acontece de qualquer um dos disjuntos
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simplesmente decorrer das suposi¢oes do seu teorema. Mais frequentemente, as
suposigoes do seu teorema sao elas préprias disjuntivas, ou vocé estd mostrando
que todas as coisas de certo tipo tém uma de duas propriedades, mas algumas
das coisas tém uma e outras tém a outra propriedade. E aqui que a prova por
casos ¢ util (veja abaixo).

Prova Condicional

Muitos teoremas que vocé encontrard estao na forma condicional (isto é, mostre
que se p vale, entdo ¢ também é verdadeiro). Esses casos sdo bons e faceis de
montar—basta supor o antecedente do condicional (neste caso, p) e provar a
conclusao g a partir dele. Entao, se o seu teorema diz “Se p entao ¢,” vocé
comeca sua prova com “suponha p” e, ao final, vocé deve ter provado q.

Os condicionais podem ser enunciados de maneiras diferentes. Assim, em
vez de “Se p entao ¢,” um teorema pode afirmar que “p somente se q,” “q se
p,” ou “q, desde que p.” Todos eles significam o mesmo e exigem supor p e
provar ¢ a partir dessa suposigao. Lembre-se de que um bicondicional (“p se e
somente se (sse) ¢”) é, na verdade, dois condicionais postos juntos: se p entao
q, € se q entao p. Tudo o que vocé tem que fazer, entao, sao duas instancias de
prova condicional: uma para o primeiro condicional e outra para o segundo. As
vezes, no entanto, é possivel provar uma afirmacao “sse” encadeando um monte

de outras afirmagoes “sse”, de modo que vocé comece com “p” e termine com

[1P™2)

q”—mas, nesse caso, vocé tem que garantir que cada passo realmente seja um

4 »

sse.

Afirmacgoes Universais

Usar uma afirmacao universal é simples: se algo é verdadeiro para qualquer
coisa, é verdadeiro para cada coisa particular. Entao, se, digamos, a hipdtese
da sua prova é A C B, isso significa (desdobrando a defini¢ao de C) que, para
todo x € A, x € B. Assim, se vocé ja sabe que z € A, vocé pode concluir
z € B.

Provar uma afirmacao universal pode parecer um pouco complicado. Nor-
malmente essas afirmacoes assumem a seguinte forma: “Se z tem P, entao ele
tem @Q” ou “Todos os P sao Q.” E claro que pode nao se ajustar a essa forma
perfeitamente, e é preciso um pouco de pratica para descobrir o que exata-
mente lhe pedem para provar. Mas: muitas vezes temos que provar que todos
os objetos com alguma propriedade tém uma certa outra propriedade.

A maneira de provar uma afirmagao universal é introduzir nomes ou variaveis
para as coisas que tém uma propriedade e entao mostrar que elas também tém
a outra propriedade. Poderiamos expressar isso dizendo que, para provar algo
para todos os P, vocé tem que prova-lo para um P arbitrdrio. E o nome
introduzido é um nome para um P arbitrario. Normalmente usamos letras
isoladas como esses nomes para coisas arbitrarias, e as letras costumam seguir
convengoes: por exemplo, usamos n para nimeros naturais, ¢ para férmulas,
A para conjuntos, f para funcoes, etc.
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O truque é manter a generalidade ao longo da prova. Vocé comega supondo
que um objeto arbitrario (“z”) tem a propriedade P, e mostra (com base ape-
nas em definigoes ou no que lhe é permitido supor) que x tem a propriedade Q.
Como vocé nao estipulou o que x é especificamente, a nao ser que ele tem a pro-
priedade P, entao vocé pode afirmar que tudo que tem P tem a propriedade Q).
Em suma, x é um substituto para todas as coisas com a propriedade P.

Proposigao 1.4. Para todos os conjuntos A e B, AC AU B.

Prova. Sejam A e B conjuntos arbitrarios. Queremos mostrar que A C AU B.
Pela defini¢ao de C, isso equivale a: para todo x, se z € A entdo z € AU B.
Entao seja x € A um membro arbitrario de A. Temos que mostrar que x €
AUB. Comoz € A,x € Aouz € B. Assim, z € {x : x € AVz € B}. Mas
isso, pela defini¢do de U, significa z € AU B. O

Prova por Casos

Suponha que vocé tenha uma disjung@ao como suposi¢ao ou como conclusao ja
estabelecida—vocé supds ou provou que p ou q é verdadeira. Vocé quer provar
r. Vocé faz isso em dois passos: primeiro vocé supoe que p é verdadeira, e
prova r, e depois supoe que ¢ é verdadeira e prova r novamente. Isso funciona
porque supomos ou sabemos que uma das duas alternativas vale. Os dois passos
estabelecem que qualquer uma delas é suficiente para a verdade de r. (Se ambas
sao verdadeiras, temos nao uma, mas duas razoes para que r seja verdadeira.
Nao ¢é necessario provar separadamente que r é verdadeira supondo tanto p
quanto ¢.) Para indicar o que estamos fazendo, anunciamos que “distinguimos
casos.” Por exemplo, suponha que saibamos que z € BUC. B U C é definido
como {z : x € Bouxz € C}. Em outras palavras, por definicao, 2 € B ou
x € C. Provarfamos que x € A a partir disso supondo primeiro que =z € B, e
provando x € A a partir dessa suposicao, e entao supondo = € C, e novamente
provando x € A a partir disso. Vocé escreveria “Distinguimos casos” sob a
suposicao, depois “Caso (1): « € B” abaixo, e “Caso (2): = € C” na metade
da pagina. Entao vocé prosseguiria preenchendo a metade superior e a metade
inferior da pagina.

A prova por casos é especialmente 1til se o que vocé estd provando é, ele
mesmo, disjuntivo. Eis um exemplo simples:

Proposigao 1.5. Suponha BC D eC C E. Entaio BUC CDUE.

Prova. Suponha (a) que B C D e (b) C C E. Por defini¢ao, qualquer x € B
também estd € D (c) e qualquer z € C' também estd € E (d). Para mostrar
que BUC C DU FE, temos que mostrar que se € BUC entdo z € DUE
(pela definicao de C). x € BUC sse x € B ou = € C (pela defini¢ao de U). De
modo semelhante, x € D U E sse x € D ou x € E. Entao, temos que mostrar:
para qualquer z,se x € Boux € C,entao z € Doux € FE.
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Até aqui s6 desdobramos definigoes! Reformulamos nossa proposigao
sem C e U e ficamos tentando provar uma afirmagao condicional
universal. Pelo que discutimos acima, isso ¢é feito supondo que x é
algo a respeito do qual supomos que a parte do “se” é verdadeira, e
passaremos a mostrar que a parte do “entao” também é verdadeira.
Em outras palavras, suporemos que z € B ou z € C' e mostraremos
quexr € Douz € E.?

Suponha que z € B ou x € C'. Temos que mostrar que x € D ou xz € F.
Distinguimos casos.

Caso 1: € B. Por (¢), x € D. Assim, z € D ou z € E. (Aqui fizemos a
inferéncia discutida na subsec¢ao anterior!)

Caso 2: z € C. Por (d), z € E. Assim,z € Doux € E. O

Provando uma Afirmacao de Existéncia

Quando lhe pedem para provar uma afirmacao de existéncia, a questao nor-

malmente serda da forma “prove que hd um x tal que ...z...”7, isto é, que

algum objeto tem a propriedade descrita por “...z...”. Nesse caso, vocé
terd que identificar um objeto adequado e mostrar que ele tem a propriedade
exigida. Isso parece direto, mas uma prova desse tipo pode ser complicada.
Tipicamente, ela envolve construir ou definir um objeto e provar que o objeto
assim definido tem a propriedade exigida. Encontrar o objeto certo pode ser
dificil, provar que ele tem a propriedade exigida pode ser dificil, e as vezes é
até complicado mostrar que vocé teve sucesso em definir um objeto!
Em geral, vocé escreveria isso especificando o objeto, por exemplo, “seja x
.7 (em que ... especifica qual objeto vocé tem em mente), possivelmente
provando que ... de fato descreve um objeto que existe, e entao passaria a

mostrar que x tem a propriedade Q). Eis um exemplo simples.

Proposicao 1.6. Suponha que x € B. Entdo hd um A tal que A C B e A # ).

Prova. Suponha x € B. Seja A = {z}.

Aqui definimos o conjunto A enumerando seus membros. Como
supomos que x é um objeto, e sempre podemos formar um conjunto
enumerando seus membros, ndo temos que mostrar que tivemos
sucesso em definir um conjunto A aqui. No entanto, ainda temos
que mostrar que A tem as propriedades exigidas pela proposicao.
A prova néo estd completa sem isso!

Como x € A, A # 0.

Isso se apoia na defini¢do de A como {z} e nos fatos ébvios de que

re{z}tex ¢l

2Este pardgrafo apenas explica o que estamos fazendo—nao é parte da prova, e vocé nio
precisa entrar em todo esse detalhe quando escreve suas préprias provas.
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Como z é o dnico membro de {z}, e z € B, todo membro de A é também
um membro de B. Pela definicao de C, A C B. O

Usando Afirmacgoes de Existéncia

Suponha que vocé saiba que alguma afirmacao de existéncia é verdadeira (vocé
a provou, ou ela é uma hipétese que vocé pode usar), digamos, “para algum z,
r € A” ou “hd um = € A.” Se vocé quiser usd-la em sua prova, vocé pode
simplesmente fingir que tem um nome para uma das coisas que sua hipétese
diz existir. Como A contém pelo menos uma coisa, hé coisas a que esse nome
poderia se referir. E claro que vocé pode nao ser capaz de escolher uma ou
de descrevé-la mais (a ndo ser que ela é € A). Mas, para os fins da prova,
vocé pode fingir que a escolheu e dar-lhe um nome. E importante escolher um
nome que vocé ainda nao tenha usado (ou que apareca nas suas hipdteses), caso
contrario as coisas podem dar errado. Em sua prova, vocé indica isso passando
de “para algum z, x € A” para “Seja a € A.” Agora vocé pode raciocinar
sobre a, usar algumas outras hipdteses, etc., até chegar a uma conclusao, p. Se
p ndo menciona mais a, p é independente da suposicao de que a € A, e vocé
mostrou que ele decorre apenas da suposi¢ao “para algum z, z € A.”

Proposicao 1.7. Se A # (), entdo AU B # .

Prova. Suponha A # (). Entao, para algum z, x € A.

Aqui apenas reenunciamos a hipétese da proposicao. Essa hipdtese,
isto é, A # (), esconde uma afirmacio existencial, a qual vocé s
chega desdobrando algumas definigbes. A definicdo de = nos diz
que A = () sse todo x € A também estd € ) e todo x € § também
estd € A. Negando ambos os lados, obtemos: A # ) sse ou algum
z € Aestd ¢ 0 oualgum x € () estd ¢ A. Como nada estd € 0,
o segundo disjunto nunca pode ser verdadeiro, e “z € A e x ¢ ("
se reduz a apenas x € A. Entao A # () sse, para algum z, x € A.
Essa é uma afirmagao de existéncia. Agora usamos essa afirmacao
de existéncia introduzindo um nome para um dos membros de A:

Seja a € A.

Agora introduzimos um nome para uma das coisas € A. Conti-
nuaremos a argumentar sobre a, mas teremos o cuidado de supor
apenas que a € A e nada mais:

Como a € A, a € AU B, pela definigdo de U. Entao, para algum z, x € AU B,
isto é, AU B # 0.

Naquele ultimo passo, fomos de “a € AU B” para “para algum =,
x € AU B.” Isso ndo menciona mais a, entao sabemos que “para
algum z, x € AU B” decorre de “para algum =, x € A” apenas.
Mas isso significa que AU B # (. O
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Talvez seja boa pratica manter varidveis ligadas como “x” separadas de
nomes hipotéticos como a, como fizemos. Na pratica, porém, muitas vezes nao
o fazemos e apenas usamos x, assim:

Suponha A # (), isto é, hd um x € A. Pela definigao de U, x € AUB.
Entao AU B # 0.

No entanto, quando vocé faz isso, tem que ter um cuidado extra para usar x
e y diferentes para afirmagoes existenciais diferentes. Por exemplo, a seguinte
ndo é uma prova correta de “Se A # () e B # () entdao AN B # ()7 (o que nao é
verdade).

Suponha A # () e B # (). Entao, para algum z, x € A e também,
para algum xz, x € B. Como x € Aex € B, x € AN B, pela
definigdo de N. Entdao AN B # (.

Vocé consegue identificar onde ocorre o passo incorreto e explicar por que o
resultado nao vale?

1.5 Um Exemplo

Nosso primeiro exemplo é o seguinte fato simples sobre unides e intersecbes de mth:prt:exi:
conjuntos. Ele ilustrard o desdobramento de definigoes, provas de conjungoes, *°
de afirmagGes universais, e a prova por casos.

Proposicao 1.8. Para quaisquer conjuntos A, B e C, AU(BNC) = (AU
B)Yn(AuCQC)

Vamos prova-la!

Prova. Queremos mostrar que, para quaisquer conjuntos A, Be C, AU (BN
C)=(AUB)N(AUC)

“ 7

Primeiro desdobramos a definicado de “=" no enunciado da pro-
posicao. Lembre-se de que provar que conjuntos sao idénticos signi-
fica mostrar que os conjuntos tém os mesmos membros. Isto é, todos
os membros de AU(BNC) sao também membros de (AUB)N(AUC),
e vice-versa. O “vice-versa” significa que também todo membro de
(AUB)N(AUC) deve ser um membro de AU (BN C). Assim, ao
desdobrar a definigdo, vemos que temos que provar uma conjuncao.
Vamos registrar isso:

Por definicdo, AU(BNC) = (AUB)N(AUC) sse todo membro de AU(BNC') é
também um membro de (AUB)N(AUC), e todo membro de (AUB)N(AUC)
é um membro de AU (BN C).

Como isso é uma conjun¢ao, devemos provar cada conjuntiva sepa-
radamente. Vamos comecar pela primeira: vamos provar que todo
membro de AU(BNC) é também um membro de (AUB)N(AUC).
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Esta é uma afirmacao universal, e por isso consideramos um mem-
bro arbitrario de AU (BNC) e mostramos que ele também deve ser
um membro de (AUB)N(AUC). Vamos escolher uma varidvel para
chamar esse membro arbitrario, digamos, z. Nossa prova continua:

Primeiro, provamos que todo membro de AU (BN ) é também um membro
de (AUB)N(AUC). Seja z € AU(BNC). Temos que mostrar que z €
(AUB)N(AUQ).

Agora é hora de desdobrar a definicdo de U e N. Por exemplo, a

definicdio de U é: AUB ={z:z € A ou z € B}. Quando aplicamos

a defini¢ao a “AU(BNC),” o papel do “B” na definigdo passa a ser

desempenhado por “BNC,” de modo que AU(BNC)={z:z¢€

Aou z € BNC}. Entao nossa suposicao de que z € AU (BNC)

equivale a: z€{z:2€ Aouze BNC}. Eze{z:...2...} sse
..Z ..., isto é, neste caso, z€ Aouze BNC.

Pela definigdo de U, ou z € Aou z € BNC.

Como isso é uma disjungdo, serd 1til aplicar a prova por casos.
Tomamos os dois casos, e mostramos que, em cada um, a conclusao
que buscamos (a saber, “z € (AUB)N(AUC)”) se obtém.

Caso 1: Suponha que z € A.

Nao ha muito mais com que trabalhar a partir das nossas su-
posicoes. Entao vamos olhar para o que temos com que trabalhar na
conclusao. Queremos mostrar que z € (AUB)N(AUC). Com base
na definigdo de N, se queremos mostrar que z € (AU B)N (AU C),
temos que mostrar que ele esta tanto em (AUB) quanto em (AUC).
Mas z € AUB sse z € Aou z € B, e ji temos (como a suposigdo
do caso 1) que z € A. Pelo mesmo raciocinio—trocando C' por
B—z € AUC. Esse argumento foi na dire¢ao inversa, entao vamos
registrar nosso raciocinio na dire¢cao necessaria a nossa prova.

Como z € A, z € Aou z € B, e logo, pela definicdo de U, z € AU B. De modo
semelhante, z € AU C. Mas isso significa que z € (AU B)N (AU C), pela
definicao de N.

Isso completa o primeiro caso da prova por casos. Agora queremos
derivar a conclusao no segundo caso, em que z € BN C.

Caso 2: Suponha que z € BN C.

Novamente, estamos trabalhando com a intersegao de dois conjun-
tos. Vamos aplicar a defini¢cao de N:

Como z € BNC, z deve ser um membro tanto de B quanto de C, pela defini¢ao
de N.
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E hora de olhar de novo para a nossa conclusao. Temos que mostrar
que z estd tanto em (AU B) quanto em (AU C). E, novamente, a
solugao é imediata.

Como z € B, z € (AU B). Como z € C, também z € (AU C). Entao,
z€ (AUB)N(AUQ).

Aqui aplicamos as defini¢gées de U e N novamente, mas como ji
relembramos essas definigoes, e j4 mostramos que, se z estd em um
de dois conjuntos, ele estd na uniao deles, nao precisamos ser tao
explicitos no que fizemos.

Completamos o segundo caso da prova por casos, entao agora po-
demos afirmar nossa primeira conclusao.

Entao, se z€ AU(BNC), entdo z € (AUB)N(AUCQC).

Agora, suponha que z € (AU B)N (AU Q).

Agora queremos apenas mostrar a outra dire¢io, que todo membro
de (AUB)N(AUC) é um membro de AU (BN C). Como antes,
provamos essa afirmagao universal supondo que temos um membro
arbitrario do primeiro conjunto e mostrando que ele deve estar no
segundo conjunto. Vamos declarar o que estamos prestes a fazer.

AU (BNC).

Estamos agora trabalhando a partir da hip6tese de que z € (AUB)N
(AUC). Esperamos que nao seja confuso demais estarmos usando o
mesmo z aqui que na primeira parte da prova. Quando terminamos
aquela parte, todas as suposigoes que fizemos ali deixaram de estar
em vigor, entao agora podemos fazer novas suposigoes sobre o que z
é. Se isso for confuso para vocé, basta substituir z por uma varidavel
diferente no que segue.

Sabemos que z estd tanto em AU B quanto em AUC, pela definigao
de N. E, pela definicao de U, podemos desdobrar isso ainda mais
em: ouz € Aouz € B, e também ou z € A ou z € C. Isso parece
uma prova por casos de novo—exceto que o “e” a torna confusa.
Vocé poderia pensar que isso equivale a haver trés possibilidades:
z estd ou em A, B ou C'. Mas isso seria um erro. Temos que ter
cuidado, entao vamos considerar cada disjuncao por vez.

Pela definicdo de N, z € AUB e z € AUC. Pela defini¢do de U, z €
z € B. Distinguimos casos.

14

Como estamos nos concentrando na primeira disjungao, ainda nao
obtivemos nossa segunda disjuncdo (do desdobramento de AU C).
De fato, ainda nao precisamos dela. O primeiro caso é z € A, e
um membro de um conjunto é também um membro da unidao desse
conjunto com qualquer outro. Entao o caso 1 é facil:

Queremos mostrar que z €

A ou
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Caso 1: Suponha que z € A. Segue-se que z € AU (BN C).

Agora, para o segundo caso, z € B. Aqui desdobraremos o segundo
U e faremos outra prova por casos:

Caso 2: Suponha que z € B. Como z € AUC, ou z € Aou z € C. Distinguimos
os casos ainda mais:
Caso 2a: z € A. Entdo, novamente, z € AU (BNC).

Ok, isso foi um pouco estranho. Na verdade, nao precisamos da
suposicao de que z € B para este caso, mas tudo bem.

Caso 2b: z € C. Entao z € Be z € C, de modo que z € BN C, e consequen-
temente, z € AU (BNC).

Isso conclui ambas as provas por casos, e assim terminamos a se-
gunda metade.

Entao, se z € (AUB)N(AUC), entdo z € AU(BNC). O

1.6 Outro Exemplo

mth:prf:ex2:

*“ Proposigao 1.9. Se A C C, entao AU(C\ A) =C.
Prova. Suponha que A C C. Queremos mostrar que AU (C'\ 4) = C.

Comegamos observando que esta é uma afirmacao condicional. Ela
estd tacitamente quantificada universalmente: a proposigao vale
para todos os conjuntos A e C. Assim, A e C' sdo varidveis para
conjuntos arbitrarios. Para provar tal afirmacao, supomos o ante-
cedente e provamos o consequente.

Continuamos usando a suposicao de que A C C. Vamos desdobrar a
definicao de C: a suposicao significa que todos os membros de A séo
também membros de C. Vamos anotar isto—é um fato importante
que usaremos ao longo da prova.

Pela definigao de C, como A C C, para todo z, se z € A, entao z € C.

Desdobramos todas as definigdoes que nos sdo dadas na suposicao.
Agora podemos passar a conclusdo. Queremos mostrar que A U
(C'\ A) = C, e por isso montamos uma prova de modo semelhante
ao ultimo exemplo: mostramos que todo membro de AU (C'\ A)
é também um membro de C' e, reciprocamente, todo membro de
C é um membro de AU (C \ A). Podemos abreviar isso para:
AU(C\NA) CCeC C AU (C\A). (Aqui estamos fazendo
o oposto de desdobrar uma definicao, mas isso torna a prova um
pouco mais facil de ler.) Como isso é uma conjungdo, temos que
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provar ambas as partes. Para mostrar a primeira parte, isto é, que
todo membro de AU(C'\ A) é também um membro de C, supomos
que z € AU (C'\ A) para um z arbitrdrio e mostramos que z € C.
Pela defini¢ao de U, podemos concluir que z € Aou z € C'\ 4 a
partir de z € AU (C'\ A). Vocé ja deve estar pegando o jeito disso.

AU(C\NA)=Csse AU(C\A)CCeCC(AU(C\ A). Primeiro provamos
que AU(C\ A) CC. Sejaze AU(C\ A). Entdo, ouz € Aou z € (C\ A).

Chegamos a uma disjungao, e a partir dela queremos provar que
z € C. Fazemos isso usando a prova por casos.

Caso 1: z € A. Como, para todo z, se z € A, z € C, temos que z € C.

Aqui usamos o fato registrado anteriormente, que decorreu da hipotese

da proposicao de que A C C. O primeiro caso esta completo, e pas-
samos ao segundo caso, z € (C'\ A). Lembre-se de que C'\ A denota
a diferenca dos dois conjuntos, isto é, o conjunto de todos os mem-
bros de C' que nao sdo membros de A. Mas qualquer membro de C
que nao esteja em A é, em particular, um membro de C.

Caso 2: z € (C\ A). Isso significa que z € C e z ¢ A. Entéo, em particular,
zeC.

Otimo, provamos a primeira diregdo. Agora a segunda direcdo.
Aqui provamos que C C AU (C'\ A). Entao supomos que z € C' e
provamos que z € AU (C'\ A).

Agora seja z € C. Queremos mostrar que z € A ou z € C'\ A.

Como todos os membros de A sdo também membros de C, e C\ A é
o conjunto de todas as coisas que sdo membros de C' mas nao de A,
segue-se que z estd ou em A ou em C'\ A. Isso pode ser um pouco
obscuro se vocé ainda nao souber por que o resultado é verdadeiro.
Seria melhor prova-lo passo a passo. Ajudard usar um fato simples
que podemos enunciar sem prova: z € A ou z ¢ A. Isso é chamado
de “principio do terceiro excluido:” para qualquer afirmagao p, ou
p é verdadeira ou sua negagio é verdadeira. (Aqui, p é a afirmagao
de que z € A.) Como isso é uma disjuncdo, podemos novamente
usar a prova por casos.

Ouz € Aouz ¢ A. No primeiro caso, z € AU (C \ A). No segundo caso,
z€Cez¢ A, demodo que z € C'\ A. Mas entdo z€ AU (C\ A).

16

Nossa prova estd completa: mostramos que AU (C'\ A) = C.

O
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mth:prf:con:
sec

1.7 Prova por Contradigao

Em primeira instancia, a prova por contradigao é um padrao de inferéncia
usado para provar afirmagoes negativas. Suponha que vocé queira mostrar que
alguma afirmacao p é falsa, isto é, vocé quer mostrar —p. A estratégia mais
promissora é (a) supor que p é verdadeira, e (b) mostrar que essa suposigao
leva a algo que vocé sabe ser falso. “Algo que se sabe ser falso” pode ser
um resultado que entra em conflito com—contradiz—o préprio p, ou alguma
outra hipdétese da afirmacao geral que vocé estd considerando. Por exemplo,
uma prova de “se ¢ entao —p” envolve supor que q é verdadeira e provar —p
a partir disso. Se vocé prova —p por contradigao, isso significa supor p além
de g. Se vocé consegue provar —q a partir de p, mostrou que a suposicao p leva
a algo que contradiz sua outra suposicao g, ja que ¢ e =g nao podem ser ambas
verdadeiras. E claro que vocé tem que usar outros padroes de inferéncia em
sua prova da contradigdo, bem como desdobrar defini¢oes. Vamos considerar
um exemplo.

Proposig¢ao 1.10. Se AC B ¢ B =10, entao A nao tem membros.

Prova. Suponha A C B e B = (). Queremos mostrar que A nao tem membros.

Como esta é uma afirmacao condicional, supomos o antecedente
e queremos provar o consequente. O consequente é: A nao tem
membros. Podemos tornar isso um pouco mais explicito: nao é o
caso de que haja um x € A.

A nao tem membros sse nao é o caso de que haja um z tal que x € A.

Entao determinamos que o que queremos provar é, na verdade, uma
afirmagao negativa —p, a saber: nao é o caso de que hajaum x € A.
Para usar a prova por contradigao, temos que supor a afirmagao
positiva correspondente p, isto é, h4 um x € A, e provar uma con-
tradicao a partir dela. Indicamos que estamos fazendo uma prova
por contradicao escrevendo “por absurdo, suponha” ou mesmo ape-
nas “suponha que nao,” e entao enunciamos a suposicao p.

Suponha que ndo: hd um z € A.

Esta é agora a nova suposi¢do que usaremos para obter uma con-
tradicao. Temos mais duas suposicoes: que A C Beque B=0. A
primeira nos da que = € B:

Como A C B, z € B.

Mas como B = (), todo membro de B (por exemplo, x) também
deve ser um membro de (.

Como B =0, xz € . Isso é uma contradicao, ja que, por definicao, § ndo tem
membros.
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Isso ja completa a prova: chegamos ao que precisdvamos (uma con-
tradicdo) a partir das suposigdes que montamos, e isso significa que
as suposicoes nao podem ser todas verdadeiras. Como as duas pri-
meiras suposigoes (A C B e B = ()) nao sao contestadas, deve ser a
ultima suposicdo introduzida (hd um x € A) que tem que ser falsa.
Mas, se quisermos ser minuciosos, podemos explicitar isso.

Assim, nossa suposigdo de que hd um = € A tem que ser falsa, logo, A ndo tem
membros, por prova por contradigao. O

Toda afirmagao positiva é trivialmente equivalente a uma afirmagao nega-
tiva: p sse =—p. Assim, as provas por contradicao também podem ser usadas
para estabelecer afirmacoes positivas “indiretamente,” como segue: Para pro-
var p, leia-o como a afirmagao negativa ——p. Se conseguirmos provar uma
contradicao a partir de —p, estabelecemos ——p por prova por contradicao, e
portanto p.

No 1ltimo exemplo, buscdvamos provar uma afirmacao negativa, a saber,
que A nao tem membros, e por isso a suposicao que fizemos para os fins da
prova por contradi¢ao (isto é, que hd um x € A) era uma afirmagéo positiva.
Ela nos deu algo com que trabalhar, a saber, o hipotético x € A sobre o qual
continuamos a raciocinar até chegarmos a x € ().

Ao provar uma afirmagao positiva indiretamente, a suposicdo que vocé faria
para os fins da prova por contradicao seria negativa. Mas muito frequentemente
vocé pode facilmente reformular uma afirmagao positiva como uma afirmagao
negativa, e uma afirmacao negativa como uma afirmagcao positiva. Nossa prova
anterior teria sido essencialmente a mesma se tivéssemos provado “A = ()" em
vez do consequente negativo “A néo tem membros.” (Pela definicdo de =,
“A =" é uma afirmacao geral, j4 que ela se desdobra em “todo membro de A
¢ um membro de () e vice-versa”.) Mas ¢ facilmente visto que ela é equivalente
a afirmacdo negativa “ndo: hd um z € A.”

Entao, as vezes é mais facil trabalhar com —p como suposi¢ao do que pro-
var p diretamente. Mesmo quando uma prova direta é igualmente simples ou
até mais simples (como nos préximos exemplos), algumas pessoas preferem
proceder indiretamente. Se a dupla negagao o confunde, pense em uma prova
por contradigao de alguma afirmacao como uma prova de uma contradi¢ao a
partir da afirmagdo oposta. Assim, uma prova por contradi¢cdo de —p é uma
prova de uma contradigao a partir da suposicao p; e a prova por contradicao
de p é uma prova de uma contradi¢ao a partir de —p.

Proposigao 1.11. AC AU B.

Prova. Queremos mostrar que A C AU B.

A primeira vista, esta é uma afirmacdo positiva: todo x € A estd
também em AU B. A negacao disso é: algum z € A estd ¢ AU
B. Entao podemos provar a afirmagao indiretamente supondo essa
afirmacao negada, e mostrando que ela leva a uma contradigao.
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Suponha que néo, isto ¢, A ¢ AU B.

Temos uma definigdo de A C AUB: todo x € A estd também € AU
B. Para entender o que A ¢ AU B significa, temos que usar alguma
manipulagao légica elementar sobre a definicao desdobrada: é falso
que todo z € A esteja também € AU B sse ha algum = € A que
estd ¢ C. (Este é um ponto em que vocé quer ser muito cuidadoso:
muitas tentativas de prova por contradicao de estudantes falham
porque eles analisam a negagao de uma afirmacao como “todos os
A sao B” incorretamente.) Em outras palavras, A ¢ AU B sse hd
um z tal que z € A e x ¢ AU B. A partir dai, é facil.

Entao, hd um x € A tal que z ¢ AU B. Pela definigdo de U, z € AU B sse

x € Aoux € B. Como z € A, temos x € AU B. Isso contradiz a suposigao de
que z ¢ AU B. O

Problema 1.2. Prove indiretamente que AN B C A.
Proposigao 1.12. Se AC B eBCC entio ACC.

Prova. Suponha A C B e B C C. Queremos mostrar A C C.

Vamos proceder indiretamente: supomos a negacao do que quere-
mos estabelecer.

Suponha que nao, isto é, A ¢ C.
Como antes, raciocinamos que A ¢ C sse nem todo z € A estd
também € C| isto é, algum = € A estd ¢ C. Nao se preocupe,
com pratica vocé nao terd mais que pensar muito para desdobrar
negagoes como esta.

Em outras palavras, hd um = tal que x € Aex ¢ C.

Agora podemos usar isso para chegar & nossa contradigdo. E claro
que teremos que usar as outras duas suposigoes para fazé-lo.

Como AC B,z € B. Como B C C, x € C. Mas isso contradiz x ¢ C. O
Proposigao 1.13. Se AUB = AN B entao A= B.
Prova. Suponha AU B = AN B. Queremos mostrar que A = B.

O comego € agora rotineiro:

Suponha, por absurdo, que A # B.
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Nossa suposigdo para a prova por contradicao é que A # B. Como
A=BsseA§BeBgA,obtemosqueA#BsseAgZB
ou B ¢ A. (Note como é importante ter cuidado ao manipular
negagoes!) Para provar uma contradi¢ido a partir dessa disjuncao,
usamos uma prova por casos e mostramos que, em cada caso, uma
contradicao se segue.

A# Bsse A¢ B ou B ¢ A. Distinguimos casos.

No primeiro caso, supomos A ¢ B, isto é, para algum z, € A mas
¢ B. AN B é definido como aqueles membros que A e B tém em
comum, entao, se algo nao estd em um deles, nao estd na intersecao.
AU B é A junto com B, entdo qualquer coisa em um ou outro estéd
também na unido. Isso nos diz que t € AUB mas ¢ ANB, e
logo que AN B # AU B.

Caso 1: A ¢ B. Entao, para algum z, * € A mas ¢ B. Como z ¢ B,
entdo x ¢ ANB. Como z € A, x € AUB. Entao, ANB # AUB, contradizendo
a suposicao de que AN B = AU B.

Caso 2: B ¢ A. Entao, para algum y, y € Bmasy ¢ A. Como antes, temos
y€ AUB mas y ¢ AN B, e assim AN B # AU B, novamente contradizendo
ANB=AUB. O

1.8 Lendo Provas

As provas que vocé encontra em livros-texto e artigos muito raramente fornecem
todos os detalhes que incluimos até agora em nossos exemplos. Os autores
frequentemente nao chamam a atencao para quando distinguem casos, quando
dao uma prova indireta, ou ndo mencionam que usam uma definicgo. Assim,
quando vocé 1é uma prova em um livro-texto, muitas vezes terda de preencher
esses detalhes por conta propria para entender a prova. Fazer isso também é
um bom exercicio para pegar o jeito dos vérios passos que vocé tem de dar em
uma prova. Vejamos um exemplo.

Proposicao 1.14 (Absorgao). Para todos os conjuntos A, B,
AN(AUB)=A

Prova. Se z € AN(AUB), entdo z € A, logo AN(AUB) C A. Agora suponha
z € A. Entao também z € AU B, e portanto também z € AN (AU B). O

A prova precedente da lei da absorc¢ao é muito condensada. Nao ha mencao
a quaisquer defini¢bes usadas, nenhum “temos de provar que” antes de prova-
lo, etc. Vamos desempacoti-la. A proposigdo provada é uma afirmacao geral
sobre quaisquer conjuntos A e B, e quando a prova menciona A ou B, estes
sao varidveis para conjuntos arbitrarios. As afirmagoes gerais que a prova
estabelece sao o que se exige para provar a identidade de conjuntos, isto €,
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que todo membro do lado esquerdo da identidade é um membro do direito e
vice-versa.

“Se z€ AN(AUB), entao z € A, logo AN(AUB) C A”

Esta é a primeira metade da prova da identidade: ela estabelece que, se
um z arbitrdrio é um membro do lado esquerdo, ele também é um membro do
direito, isto é, AN (AU B) C A. Assuma que z € AN (AU B). Como z ¢
um membro da intersecao de dois conjuntos se, e somente se, ¢ um membro de
ambos os conjuntos, podemos concluir que z € A e também z € AU B. Em
particular, z € A, que é o que querfamos mostrar. Como isso é tudo o que
precisa ser feito para a primeira metade, sabemos que o restante da prova deve
ser uma prova da segunda metade, isto é, uma prova de que A C AN (AU B).

“Agora suponha z € A. Entao também z € AU B, e portanto
também z € AN (AUB).

Comecamos assumindo que z € A, ji que estamos mostrando que, para
qualquer z, se z € A entdo z € AN (AU B). Para mostrar que z € AN(AUB),
temos de mostrar (pela defini¢do de “N”) que (i) z € A e também (ii) z € AUB.
Aqui (i) é justamente nossa suposigao, entao ndo ha mais nada a provar, e é
por isso que a prova nao a menciona novamente. Para (ii), lembre-se de que
z é um membro de uma unido de conjuntos se, e somente se, é um membro
de pelo menos um desses conjuntos. Como z € A, e AU B é a unido de A e
B, este é o caso aqui. Entao z € AU B. Mostramos ambos (i) z € A e (ii)
z € AU B, logo, pela definicao de “N,” z € AN(AUB). A prova nao menciona
essas definigoes; presume-se que o leitor ja as tenha internalizado. Se vocé nao
as internalizou, terda de voltar e relembrar quais sao. Entao também tera de
reconhecer por que decorre de z € A que 2 € AUB,edezc€ Aeze AUB
que z € AN (AU B).

Eis outra versao da prova acima, com tudo tornado explicito:

Prova. [Pela definigdo de = para conjuntos, AN(AUB) = A, temos de mostrar
(a) AN(AUB)C Ae(b) AN(AUB) C A. (a): Pela definigdo de C, temos
de mostrar que se z € AN (AU B), entdao z € A.] Se z € AN (AU B), entao
z € A [j4 que pela definigdo de N, z € AN (AU B) se, e somente se, z € A e
z € AUB]J, logo AN(AUB) C A. [(b): Pela defini¢io de C, temos de mostrar
que se z € A, entdo z € AN (AU B).] Agora suponha [(1)] z € A. Entao
também [(2)] z € AUB [jé que por (1) z € A ou z € B, o que pela defini¢do de
U significa z € AU B], e portanto também z € AN (AU B) [j& que a definigdo
de N requer que z € A, isto é, (1), e z € AU B), isto é, (2)]. O

Problema 1.3. Expanda a seguinte prova de AU (AN B) = A, mencionando
todos os padroes de inferéncia usados, por que cada passo decorre de suposigoes
ou afirmacoes estabelecidas antes dele, e onde temos de apelar para quais de-
finigoes.

Prova. Se z € AU(ANDB)entdo z€ Aouze€ ANB. Sez€ ANB, z € A.
Qualquer z € A estd também € AU (AN B). O
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1.9 Nao Consigo Fazer Isso!

Todos nés chegamos a um ponto em que sentimos vontade de desistir. Mas mth:prficnt:
vocé conseque fazer isso. Seu professor e o monitor, bem como seus colegas,
podem ajudar. Peca ajuda a eles! Aqui estdo algumas dicas para ajuda-lo a
evitar uma crise, e o que fazer se vocé sentir vontade de desistir.

Para garantir que vocé consiga resolver os problemas com sucesso, faca o
seguinte:

1. Comece com a maior antecedéncia possivel. Ficamos ocupados ao longo
do semestre e muitos de nds lutam com a procrastinagao; uma das melho-
res coisas que vocé pode fazer é comecgar as tarefas de casa cedo. Dessa
forma, se vocé travar, terd tempo para procurar uma solugao (que nao
seja chorar).

2. Converse com seus colegas de turma. Vocé nao estd sozinho. Outros
na turma também podem ter dificuldades—mas podem ter dificuldades
com coisas diferentes. Conversar sobre o assunto com seus colegas pode
lhe dar uma perspectiva diferente sobre o problema que pode levar a um
avango. E claro, nao copie simplesmente a solugao deles: peca uma dica,
ou explique onde vocé travou e peca o proximo passo. E quando vocé
conseguir, retribua. Ajudar outra pessoa, e explicar as coisas, ajudara
vocé a entender melhor também.

3. Peg¢a ajuda. Vocé tem muitos recursos a sua disposicio—seu professor
e 0 monitor estao l4 por vocé e querem que vocé tenha sucesso. Eles
devem ser capazes de ajuda-lo a resolver um problema e identificar em
que ponto do processo vocé esta com dificuldade.

4. Faga uma pausa. Se vocé travar, pode ser porque ficou olhando para o
problema por tempo demais. Faca uma pausa curta, tome uma xicara de
ché, ou trabalhe em um problema diferente por um tempo, depois volte
ao problema com a mente renovada. Durma sobre o assunto.

Percebe como essas estratégias exigem que vocé tenha comegado a traba-
lhar na prova com bastante antecedéncia? Se vocé comecou a prova as 2 da
madrugada do dia anterior a entrega, elas talvez nao sejam tao tuteis.

Isso pode soar como pessimismo e desgraga, mas resolver uma prova é um
desafio que compensa no final. Algumas pessoas fazem isso como profissdo—
portanto deve haver algo de prazeroso nisso. Como praticamente tudo, resolver
problemas e fazer provas é algo que exige pratica. Vocé pode ver colegas que
acham isso facil: provavelmente eles apenas ja tiveram muita pratica. Tente
nao ceder com facilidade demais.

Se vocé ficar mesmo sem tempo (ou sem paciéncia) em um problema es-
pecifico: tudo bem. Isso nao significa que vocé seja burro ou que nunca va
conseguir. Descubra (com seu professor ou outro estudante) como se faz, e
identifique onde vocé errou ou travou, para poder evitar fazer isso da préxima

22 methods rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

vez que encontrar uma questao semelhante. Depois tente fazé-lo sem olhar a
solugdo. E na préxima vez, comece (e pega ajuda) mais cedo.

1.10 Owutros Recursos

H& muitos livros sobre como fazer provas em matematica que podem ser tuteis.
Confira em particular How to Read and do Proofs: An Introduction to Mathe-
matical Thought Processes (Solow, 2013) e How to Prove It: A Structured
Approach (Velleman, 2019). O Book of Proof (Hammack, 2013) e o Mathema-
tical Reasoning (Sandstrum, 2019) séo livros sobre provas que estao disponiveis
gratuitamente online. Filésofos podem achar More Precisely: The Math you
need to do Philosophy (Steinhart, 2018) uma boa introdugéao ao raciocinio ma-
tematico.

Ha também vérios guias mais curtos sobre provas disponiveis na internet;
por exemplo, “Introduction to Mathematical Arguments” (Hutchings, 2003) e
“How to write proofs” (Cheng, 2004).

Videos Motivacionais

Sente que nao tem motivagao para fazer sua tarefa de casa? Desanimado?
Estes videos podem ajudar!

e https://www.youtube.com/watch?v=ZXsQAXx_ao0
e https://www.youtube.com/watch?v=BQ4yd2W50No

e https://www.youtube.com/watch?v=StTqXEQ21-Y
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Capitulo 2

Inducao

2.1 Introdugao

A indugao é uma técnica de prova importante, usada, em diferentes formas, mth:ind:int:
em quase todas as dreas da légica, da ciéncia da computacao tedrica e da **
matematica. Ela é necessédria para provar muitos dos resultados em légica.

A inducao é frequentemente contrastada com a deducdo, e caracterizada
como a inferéncia do particular para o geral. Por exemplo, se observamos
muitas esmeraldas verdes, e nada que chamarfamos de esmeralda que nao seja
verde, poderiamos concluir que todas as esmeraldas sao verdes. Essa é uma
inferéncia indutiva, no sentido de que procede de muitos casos particulares
(esta esmeralda é verde, aquela esmeralda é verde, etc.) a uma afirmacao
geral (todas as esmeraldas sao verdes). A inducdo matemdtica também é uma
inferéncia que conclui uma afirmagao geral, mas é de um tipo muito diferente
dessa “indugao simples.”

De modo bem aproximado, uma prova indutiva em matematica conclui que
todos os objetos matematicos de certo tipo tém uma certa propriedade. No
caso mais simples, os objetos matematicos com que uma prova indutiva se
ocupa sao os nimeros naturais. Nesse caso, uma prova indutiva é usada para
estabelecer que todos os nimeros naturais tém alguma propriedade, e faz isso
mostrando que

1. 0 tem a propriedade, e
2. sempre que um ntmero k tem a propriedade, também k + 1 a tem.

A inducao sobre os numeros naturais pode entao, também, ser frequentemente
usada para provar afirmagoes gerais sobre objetos matemadticos aos quais se
podem atribuir ntimeros. Por exemplo, conjuntos finitos tém, cada um, um
numero finito n de elementos, e se pudermos usar a inducao para mostrar que
todo nimero n tem a propriedade “todos os conjuntos finitos de tamanho n
sdo ...” entdo teremos mostrado algo sobre todos os conjuntos finitos.

A inducao também pode ser generalizada para objetos matemaéticos que

sao definidos indutivamente. Por exemplo, as expressoes de uma linguagem
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formal, como as da légica de primeira ordem, sdo definidas indutivamente.
A inducgao estrutural é um modo de provar resultados sobre todas essas ex-
pressoes. A indugao estrutural, em particular, é muito util—e amplamente
usada—em logica.

2.2 Inducao em N

Em sua forma mais simples, a indugao é uma técnica usada para provar resul-
tados para todos os nimeros naturais. Ela usa o fato de que, comecando em 0
e somando 1 repetidamente, eventualmente alcancamos todo nimero natural.
Assim, para provar que algo é verdadeiro para todo nimero, podemos (1) es-
tabelecer que é verdadeiro para 0 e (2) mostrar que, sempre que é verdadeiro
para um numero n, também é verdadeiro para o numero seguinte n + 1. Se
abreviarmos “o numero n tem a propriedade P” por P(n) (e “o ndmero k tem
a propriedade P” por P(k), etc.), entdo uma prova por indugao de que P(n)
para todo n € N consiste em:

1. uma prova de P(0), e
2. uma prova de que, para qualquer k, se P(k) entdo P(k + 1).

Para deixar isso bem claro, suponha que tenhamos tanto (1) quanto (2). Entao
(1) nos diz que P(0) é verdadeiro. Se também tivermos (2), sabemos em
particular que, se P(0), entdao P(0+ 1), isto é, P(1). Isso decorre da afirmagao
geral “para qualquer k, se P(k) entdo P(k+1)” ao por 0 no lugar de k. Entao,
por modus ponens, temos que P(1). De (2) novamente, agora tomando 1 por n,
temos: se P(1) entdo P(2). Como acabamos de estabelecer P(1), por modus
ponens, temos P(2). E assim por diante. Para qualquer ntimero n, depois
de fazer isso n vezes, eventualmente chegamos a P(n). Entao (1) e (2) juntos
estabelecem P(n) para qualquer n € N.

Vejamos um exemplo. Suponha que queiramos descobrir quantas somas
diferentes podemos lancar com n dados. Embora possa parecer bobo, vamos
comegar com 0 dados. Se vocé nao tem dados, hd apenas uma soma possivel
que vocé pode “langar”: nenhum ponto, que soma 0. Assim, o nimero de
lancamentos possiveis diferentes é 1. Se vocé tem apenas um dado, isto é,
n = 1, ha seis valores possiveis, de 1 a 6. Com dois dados, podemos langar
qualquer soma de 2 a 12, ou seja, 11 possibilidades. Com trés dados, podemos
lancar qualquer niimero de 3 a 18, isto é, 16 possibilidades diferentes. 1, 6, 11,
16: parece um padrao: talvez a resposta seja 5n + 17 E claro que 5n+ 1 é o
maximo possivel, pois ha apenas 5n + 1 ntimeros entre n, o menor valor que
vocé pode lancar com n dados (todos 1) e 6n, o maior que vocé pode langar
(todos 6).

Teorema 2.1. Com n dados pode-se lancar todos os bn + 1 wvalores possiveis
entre n e 6n.

Prova. Seja P(n) a afirmacao: “E possivel langar qualquer nidmero entre n
e 6n usando n dados.” Para usar a inducao, provamos:
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1. A base da indugdo P(1), isto é, com apenas um dado, vocé pode langar
qualquer numero entre 1 e 6.

2. O passo da indugdo, para todo k, se P(k) entdo P(k+1).

(1) é provado inspecionando um dado de 6 lados. Ele tem todos os 6 lados,
e todo ntimero entre 1 e 6 aparece em um dos lados. Entao é possivel lancar
qualquer niimero entre 1 e 6 usando um unico dado.

Para provar (2), supomos o antecedente do condicional, isto é, P(k). Essa
suposigao é chamada de hipdtese indutiva. Nés a usamos para provar P(k+1).
A parte dificil é encontrar um modo de pensar sobre os valores possiveis de
um langamento de k41 dados em termos dos valores possiveis de lancamentos
de k dados, somados aos lancamentos do dado extra, o (k + 1)-ésimo—=¢ isso,
porém, que temos que fazer, se quisermos usar a hipétese indutiva.

A hipétese indutiva diz que podemos obter qualquer nimero entre k e 6k
usando k dados. Se langamos um 1 com nosso (k + 1)-ésimo dado, isso acres-
centa 1 ao total. Entao podemos lancar qualquer valor entre k + 1 e 6k + 1
langando k dados e depois rolando um 1 com o (k + 1)-ésimo dado. O que
falta? Os valores de 6k + 2 a 6k + 6. Podemos obté-los rolando k£ dados em
6 e depois um nimero entre 2 e 6 com nosso (k + 1)-ésimo dado. Juntos, isso
significa que, com k+ 1 dados, podemos lancar qualquer um dos niimeros entre
k+1e6(k+1),isto é, provamos P(k+ 1) usando a suposi¢ao P(k), a hipdtese
indutiva. O

Muito frequentemente usamos a indugao quando queremos provar algo sobre
uma série de objetos (numeros, conjuntos, etc.) que é, ela prépria, definida
“indutivamente,” isto é, definindo o (n + 1)-ésimo objeto em termos do n-
ésimo. Por exemplo, podemos definir a soma s, dos ndmeros naturais até n
por

SQZO
Snt1 =8n+ (n+1)

Esta definicao da:

sog =0,

s1=s50+1 =1,

S9 =81 +2 =1+2=3

S3 =89+ 3 =1+2+3=6, etc.

Agora podemos provar, por inducao, que s, =n(n+1)/2.

Proposicao 2.2. s, =n(n+1)/2.

Prova. Temos que provar (1) que so = 0-(0+1)/2 e (2) se s = k(k+1)/2
entdo sgr1 = (k+ 1)(k + 2)/2. (1) é 6bvio. Para provar (2), supomos a
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hipétese indutiva: s = k(k + 1)/2. Usando-a, temos que mostrar que Sg41 =
(k+1)(k+2)/2.

O que é sg41? Pela definigao, si+1 = s; + (k + 1). Pela hipGtese indutiva,
s = k(k 4+ 1)/2. Podemos substituir isso na equagio anterior, e entdo s6
precisamos de um pouco de aritmética de fragoes:

HEAD
E(k+1) 2(k+1)
2 + 2
k(k+1)+2(k+1)
2

(k+2)(E+1)

=" O
2

Sk+1 =

A licdo importante aqui é que, se vocé estd provando algo sobre alguma
sequéncia definida indutivamente a,,, a inducdo é o caminho ébvio a seguir.
E, mesmo quando ndo é (como no caso das possibilidades de lancamentos de
dados), vocé pode usar a indugdo se conseguir, de alguma forma, relacionar o
caso para k + 1 ao caso para k.

2.3 Inducgao Forte

No principio de inducao discutido acima, provamos P(0) e também que, se
P(k), entao P(k + 1). Na segunda parte, assumimos que P(k) é verdadeiro e
usamos essa suposicao para provar P(k + 1). De forma equivalente, é claro,
poderfamos assumir P(k — 1) e usd-la para provar P(k)—o importante é que
sejamos capazes de realizar a inferéncia de qualquer niimero para seu sucessor;
que possamos provar a afirmagao em questao para qualquer nimero sob a
suposicao de que ela vale para seu antecessor.

Ha uma variante do principio de inducao em que nao apenas assumimos
que a afirmacao vale para o antecessor k — 1 de k, mas para todos os nimeros
menores que k, e usamos essa suposi¢gdo para estabelecer a afirmagao para k.
Isso também nos dé a afirmacdo P(n) para todo n € N. Pois, uma vez que
tenhamos estabelecido P(0), teremos com isso estabelecido que P vale para
todos os nimeros menores que 1. E se sabemos que, se P(l) para todo I < k,
entdo P(k), sabemos isso em particular para k = 1. Entdo podemos concluir
P(1). Com isso provamos P(0) e P(1), isto é, P(l) para todo I < 2, e como
temos também o condicional, se P(I) para todo I < 2, entdo P(2), podemos
concluir P(2), e assim por diante.

De fato, se conseguirmos estabelecer o condicional geral “para todo k, se
P(l) para todo | < k, entdao P(k),” ndo temos mais de estabelecer P(0), ja que
ele decorre disso. Pois lembre-se de que uma afirmacao geral como “para todo
I < k, P(l)” é verdadeira se ndo houver nenhum ! < k. Este é um caso de
quantificacao vazia: “todos os As sao Bs” é verdadeiro se nao houver nenhum
A, Yz (p(x) = ¢(z)) é verdadeiro se nenhum x satisfaz p(z). Neste caso, a
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versao formalizada seria “VI (I < k— P(l))”—e isso é verdadeiro se ndo houver
nenhum [ < k. E se k = 0 esse é exatamente o caso: nao hd nenhum [ < 0,
logo “para todo I < 0, P(0)” é verdadeiro, qualquer que seja P. Uma prova de
“se P(l) para todo [ < k, entdo P(k)” estabelece assim automaticamente P(0).

Esta variante é 1til se estabelecer a afirmacao para k nao puder ser feito de
modo a apenas se apoiar na afirmagao para k — 1, mas puder exigir a suposi¢ao

de que ela é verdadeira para um ou mais [ < k.

2.4 Definigoes Indutivas

Em légica, muito frequentemente definimos tipos de objetos indutivamente,
isto é, especificando regras para o que conta como um objeto do tipo a ser
definido, que explicam como obter novos objetos desse tipo a partir de objetos
antigos desse tipo. Por exemplo, frequentemente definimos tipos especiais de
sequéncias de simbolos, como os termos e férmulas de uma linguagem, por
indugao. Para um exemplo simples, considere cadeias compostas das letras
a, b, ¢, d, do sfmbolo o, e dos colchetes [ e ], como “[[c o d][”, “[a[]o]”, “a”
ou “[[aob]od]”. Vocé provavelmente sente que ha algo “errado” com as duas
primeiras cadeias: os colchetes nao “se equilibram” de modo algum na primeira,
e vocé pode sentir que o “o” deveria “conectar” expressoes que elas préprias
fagam sentido. A terceira e a quarta cadeia parecem melhores: para todo “[” ha
um “]” de fechamento (se houver algum), e para qualquer o podemos encontrar
expressoes “bonitas” de cada lado, cercadas por um par de parénteses.

Gostarfamos de especificar precisamente o que conta como um “termo bo-
nito.” Em primeiro lugar, toda letra isolada é bonita. Qualquer coisa que nao
seja apenas uma letra isolada deve ser da forma “[t o s]” em que s e t s@o, eles
préprios, bonitos. Reciprocamente, se t e s sao bonitos, entao podemos formar
um novo termo bonito pondo um o entre eles e cercando-os por um par de
colchetes. Poderiamos usar essas operacoes para definir o conjunto dos termos
bonitos. Esta é uma definicdo indutiva.

Definicao 2.3 (Termos bonitos). O conjunto dos termos bonitos é definido
indutivamente como segue:

1. Qualquer letra a, b, ¢, d é um termo bonito.
2. Se s1 e s2 sdo termos bonitos, entdo também o é [s1 o s3].

3. Nada mais é um termo bonito.

Esta definicao nos diz que algo conta como um termo bonito sse ele pode ser
construido de acordo com as duas condigoes (1) e (2) em algum ntmero finito
de passos. No primeiro passo, construimos todos os termos bonitos compostos
apenas por letras isoladas, isto é,

a,b,c,d
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No segundo passo, aplicamos (2) aos termos que construimos. Obteremos
[acal,[aob],[boal,...,[dod]

para todas as combinagoes de duas letras. No terceiro passo, aplicamos (2) no-
vamente, a quaisquer dois termos bonitos que construimos até agora. Obtemos
novos termos bonitos como [ao [acal]]—em que t é a do passo 1 e s é [aca] do
passo 2—e [[b o ¢] o [d o b]] construido a partir dos dois termos [boc| e [d o b]
do passo 2. E assim por diante. A cldusula (3) impede que qualquer coisa nao
construida desse modo se infiltre no conjunto dos termos bonitos.

Note que ainda nao provamos que toda sequéncia de simbolos que “parece”
bonita é bonita de acordo com esta definicao. No entanto, deve ficar claro
que tudo o que podemos construir de fato “parece bonito”: os colchetes estao
equilibrados, e o conecta partes que sao, elas préprias, bonitas.

A caracteristica-chave das definigoes indutivas é que, se vocé quer provar
algo sobre todos os termos bonitos, a definicao lhe diz quais casos vocé deve
considerar. Por exemplo, se lhe é dito que ¢ é um termo bonito, a definigao
indutiva lhe diz com o que ¢ pode se parecer: t pode ser uma letra, ou pode
ser [sq o s3] para algum par de termos bonitos s; e sy. Por causa da cldusula
(3), essas sdo as unicas possibilidades.

Ao provar afirmagoes sobre todo um conjunto definido indutivamente, a
forma forte da inducao torna-se particularmente importante. Por exemplo,
suponha que queiramos provar que, para todo termo bonito de comprimento n,
o nimero de [ nele é < n/2. Isso pode ser visto como uma afirmagao sobre todos
os n: para todo n, o nimero de [ em qualquer termo bonito de comprimento n
é<n/2.

Proposicao 2.4. Para qualquer n, o nimero de [ em um termo bonito de
comprimento n € < n/2.

Prova. Para provar esse resultado por indugéo (forte), temos que mostrar que
a seguinte afirmagao condicional é verdadeira:

Se, para todo [ < k, qualquer termo bonito de comprimento ! tem
< 1/2 [, entdo qualquer termo bonito de comprimento k tem < k/2

f

Para mostrar este condicional, suponha que seu antecedente é verdadeiro, isto
é, suponha que, para qualquer [ < k, termos bonitos de comprimento [ contém
< 1/2 [. Chamamos essa suposi¢gdo de hipStese indutiva. Queremos mostrar
que o mesmo vale para termos bonitos de comprimento k.

Entao suponha que ¢ é um termo bonito de comprimento k. Como os termos
bonitos s@o definidos indutivamente, temos dois casos: (1) ¢ é uma letra isolada,
ou (2) t é [s1 o s9] para alguns termos bonitos s; e sa.

1. t é uma letra. Entdo k = 1, e o ntimero de [ em ¢ é 0. Como 0 < 1/2, a
afirmagao vale.
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2. t é [s1 o s3] para alguns termos bonitos s; e s3. Sejam l; 0 comprimento
de s e Iy o comprimento de s3. Entao o comprimento k det é 1y + 15+ 3
(os comprimentos de $1 e sp mais trés simbolos [, o, ]). Como I3 +1a+3 é
sempre maior que [y, [y < k. De modo semelhante, I3 < k. Isso significa
que a hipdtese de indugao se aplica aos termos s; € s3: 0 nimero m; de
[em s1 é < 1/2, e 0 nimero my de [ em s3 é < ls/2.

O numero de [ em ¢t é o nimero de [ em $1, mais o nimero de [ em sg,
mais 1, isto é, é my +mo + 1. Como m; < Il1/2 e ma < l3/2, temos:
lo Lh+lb+2 L+0+3

Iy
1 £ 11 = =k/2.
mi1 + mo + <2+2—|— 9 < 5 /

Em cada caso, mostramos que o ndmero de [ em t é < k/2 (com base na
hipé6tese indutiva). Por indugao forte, a proposigao se segue. O

Problema 2.1. Defina o conjunto dos termos superbonitos por
1. Qualquer letra a, b, ¢, d é um termo superbonito.
2. Se s é um termo superbonito, entdo também o é [s].
3. Se s1 e 89 sdo termos superbonitos, entdo também o é [s1 o sa].
4. Nada mais é um termo superbonito.

Mostre que o ntimero de | em um termo superbonito ¢ de comprimento n é
<n/2+1.

2.5 Indugao Estrutural

Até aqui usamos a inducgao para estabelecer resultados sobre todos os niimeros
naturais. Mas um principio correspondente pode ser usado diretamente para
provar resultados sobre todos os membros de um conjunto definido indutiva-
mente. Isso é frequentemente chamado de indugao estrutural, porque depende
da estrutura dos objetos definidos indutivamente.

Em geral, uma defini¢do indutiva é dada por (a) uma lista de membros “ini-
ciais” do conjunto e (b) uma lista de operagdes que produzem novos membros
do conjunto a partir de antigos. No caso dos termos bonitos, por exemplo, os
objetos iniciais sao as letras. Temos apenas uma operagao: as operagoes sao

o(s1,52) =[s1 0 s2]

Vocé pode até pensar nos préprios nimeros naturais N como sendo dados por
uma defini¢ao indutiva: o objeto inicial é 0, e a operagao é a fungao sucessor x+
1.

Para provar algo sobre todos os elementos de um conjunto definido in-
dutivamente, isto é, que todo membro do conjunto tem uma propriedade P,
devemos:
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1. Provar que os objetos iniciais tém P

2. Provar que, para cada operagao o, se os argumentos tém P, o resultado
também tem.

Por exemplo, para provar algo sobre todos os termos bonitos, nés provariamos
k) K

que é verdadeiro para todas as letras, e que é verdadeiro para [s; o so| desde

que seja verdadeiro de s; e so individualmente.

Proposicao 2.5. O ndmero de [ € igual ao nimero de | em qualquer termo
bonito t.

Prova. Usamos a indugao estrutural. Os termos bonitos sao definidos indu-
tivamente, com as letras como objetos iniciais e a operagao o para construir
novos termos bonitos a partir de antigos.

1. A afirmagéo é verdadeira para toda letra, j4 que o ntimero de [ em uma
letra isolada é 0 e o nimero de | nela também é 0.

2. Suponha que o nimero de [ em $; ¢ igual ao nimero de ], e 0 mesmo
verdadeiro para so. O ntmero de [ em o(s1,s2), isto é, em [s1 o s3], é
soma do nimero de [ em s; e sy mais um. O ndmero de | em o(s1, s2)
a soma do ntmero de | em s; e s mais um. Assim, o ntimero de | em
o(s1, 82) é igual ao nidmero de | em o(sy, $2). O

Dy O D

Problema 2.2. Prove, por indugao estrutural, que nenhum termo bonito comega
com |.

Vamos dar outra prova por inducao estrutural: um segmento inicial préprio
de uma cadeia t de simbolos é qualquer cadeia s que concorda com t simbolo
por simbolo, lida da esquerda, mas ¢ é mais longa. Assim, por exemplo, [a o
é um segmento inicial préprio de [a o b], mas nem [bo (discordam no segundo
simbolo) nem [a o b] (tém o mesmo comprimento) o sdo.

mth:ind:sti: Proposigao 2.6. Todo segmento inicial proprio de um termo bonito t tem
prop:initial mais [ dO que ]

Prova. Por indugao em t:

1. t é uma letra isolada: Entao t nao tem segmentos iniciais proprios.

2. t = [$1 o s2] para alguns termos bonitos s; e s3. Se r é um segmento
inicial proprio de t, hd varias possibilidades:
a) r é apenas [: Entdo r tem um [ a mais do que |.

b) r é [r; em que r; é um segmento inicial préprio de s;: Como s é
um termo bonito, por hipétese de indugdo, r tem mais [ do que |,
e o0 mesmo ¢ verdadeiro para [ry.
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c) r é [s; ou [s1 o: Pelo resultado anterior, o nimero de [ e | em s é
igual; entdo o nimero de [ em [s; ou [s; o é um a mais do que o
ndmero de ].

d) r é [s1 o7y em que ro é um segmento inicial préprio de ss: Por
hipétese de indugdo, ro contém mais [ do que |. Pelo resultado
anterior, o numero de [ e de | em s; é igual. Entdo o ndmero de |
em [s1 o ro é maior do que o numero de |.

e) T é [s1 0 sy: Pelo resultado anterior, o niimero de [ e ] em s; é igual,
e 0 mesmo para sp. Entdo hd um [ a mais em [s; 0 s5 do que hd |. O

2.6 Relagoes e Funcgoes

Quando definimos um conjunto de objetos (como os ndmeros naturais ou 08 mth:ind:rel:
termos bonitos) indutivamente, também podemos definir relagdes sobre esses >
objetos por indugao. Por exemplo, considere a seguinte ideia: um termo bo-

nito ¢; é um subtermo de um termo bonito t5 se ocorre como parte dele. Vamos

usar um simbolo para isso: t; C t5. Todo termo bonito é, é claro, um subtermo

de si mesmo: t C t. Podemos dar uma definicao indutiva dessa relagao como

segue:

Definigao 2.7. A relagao de um termo bonito ¢; ser um subtermo de ¢35, t; C
to, € definida por indugao em ¢, como segue:

1. Se ty é uma letra, entao t; C to sse t; = to.
2. Se tQ é [51 o 82], entao tl E t2 Sse tl = t27 tl E S1, ou tl E S9.

Esta definigao, por exemplo, nos dird que a C [boa]. Pois (2) diz que
alC [boa]ssea=[boal,oual b oual a As duas primeiras sao falsas: a
claramente nao é idéntico a [boal, e por (1), a C b sse a = b, 0 que também é
falso. No entanto, também por (1), a C a sse a = a, o que é verdadeiro.

E importante observar que o sucesso desta definicao depende de um fato
que ainda nao provamos: todo termo bonito ¢t ou é uma letra isolada, ou
existem termos bonitos univocamente determinados s1 e s tais que t = [s1083].
“Univocamente determinados” aqui significa que, se t = [s; o s3], ele ndo é
também = [r1 o rg] com s1 # r1 ou s # ro. Se este fosse o caso, entdo a
cldusula (2) poderia entrar em conflito consigo mesma: lendo t5 como [s1 o s2]
poderfamos obter t; C 5, mas se lermos to como [r 03] poderiamos obter nao
t; C to. Antes de provarmos que isso nao pode acontecer, vejamos um exemplo
em que ele pode acontecer.

Definigao 2.8. Defina termos sem colchetes indutivamente por
1. Toda letra é um termo sem colchetes.

2. Se s1 € s9 880 termos sem colchetes, entao s1052 é um termo sem colchetes.
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mth:ind:rel:
defn:depth

3. Nada mais é um termo sem colchetes.

Termos sem colchetes sdo, por exemplo, a, bod, boaob. Agora, se
definissemos “subtermo” para termos sem colchetes do modo como fizemos
acima, a segunda clausula diria

Se t2 = 81 © Sg, entao tl E t2 Sse tl = t2, tl E S1, Oou tl E S9.
Agora, boaob é da forma s; o s5 com

s1=be sy =aob.
Ele também é da forma r; o r9 com

rir=boae ro = b.

Agora, aob é um subtermo de b oaob? A resposta é sim, se seguirmos a
primeira leitura, e nao, se seguirmos a segunda.

A propriedade de que o modo como um termo bonito é construido a partir
de outros termos bonitos é tinico é chamada de leitura dnica. Como definigoes
indutivas de relacoes para tais objetos definidos indutivamente sao importantes,
temos que provar que ela vale.

Proposigao 2.9. Suponha que t € um termo bonito. Entao ou t é uma le-
tra isolada, ou existem termos bonitos univocamente determinados s1, So tais
que t = [s1 0 s3].

Prova. Se t é uma letra isolada, a condicao é satisfeita. Entao suponha que ¢
nao é uma letra isolada. Podemos perceber, pela definicao indutiva, que entao
t deve ser da forma [s; o s3] para alguns termos bonitos s; e s. Resta mostrar
que estes sdo univocamente determinados, isto é, se t = [7“1 o 7“2], entao s; =1
€ S = Ta.

Entao suponha t = [sq 0 s3] e também ¢ = [r] o r9] para termos bonitos s,
S2, T1, 3. Temos que mostrar que s; = ry € Sy = ro. Primeiro, s; e 1 devem
ser idénticos, pois, caso contrario, um é um segmento inicial préprio do outro.
Mas, por Proposigao 2.6, isso é impossivel se s1 e 71 sao ambos termos bonitos.
Mas se s; = 71, entao claramente também sy = ro. O

Também podemos definir fungoes indutivamente: por exemplo, podemos
definir a funcao f que mapeia qualquer termo bonito na profundidade maxima
de aninhamento de [...] nele como segue:

Definicao 2.10. A profundidade de um termo bonito, f(t), é definida indu-
tivamente como segue:

0 se t é uma letra

TO = \imax(f(s1), £52) 1 se t = [s1 0]
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Por exemplo,

Aqui, é claro, supomos que s; e sy 880 termos bonitos, e fazemos uso do fato
de que todo termo bonito ou é uma letra ou é da forma [s; o s3). E novamente
importante que ele possa ser dessa forma de apenas um modo. Para ver por
qué, considere novamente os termos sem colchetes que definimos antes. A
“definicao” correspondente seria:

() = 0 se t é uma letra
g max(g(s1),g(s2)) +1 set=sy0ss.

Agora considere o termo sem colchetes a o b ocod. Ele pode ser lido de mais
de um modo, por exemplo, como s © S5 com

si=ae so =bocod,
ou como 71 © Ty com

rir=aobe rg =cod.
Calcular g de acordo com o primeiro modo de 1é-lo daria

g(s1 0 52) = max(g(a), g(bo cod)) +1 =
=max(0,2) +1=3

enquanto, de acordo com a outra leitura, obtemos

g(r1 ory) =max(g(aob),g(cod))+1=
=max(1,1)+1=2

Mas uma fungao deve sempre produzir um valor tinico; entao nossa “defini¢ao”
de g nao define fungao alguma.

Problema 2.3. Dé uma definigdo indutiva da fungéo I, em que [(t) é o niimero
de simbolos no termo bonito t.

Problema 2.4. Prove, por indugao estrutural sobre termos bonitos ¢, que
f(®) < 1(t) (em que I(t) é o nimero de simbolos em ¢ e f(t) é a profundidade
de ¢ tal como definida em Definicao 2.10).
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