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ind.1 Indugao Estrutural

Até aqui usamos a inducao para estabelecer resultados sobre todos os ntimeros
naturais. Mas um principio correspondente pode ser usado diretamente para
provar resultados sobre todos os membros de um conjunto definido indutiva-
mente. Isso é frequentemente chamado de inducao estrutural, porque depende
da estrutura dos objetos definidos indutivamente.

Em geral, uma defini¢do indutiva é dada por (a) uma lista de membros “ini-
ciais” do conjunto e (b) uma lista de operagdes que produzem novos membros
do conjunto a partir de antigos. No caso dos termos bonitos, por exemplo, os
objetos iniciais sao as letras. Temos apenas uma operagao: as operagoes sao

o(s1,82) =[s1 0 s2]

Vocé pode até pensar nos préprios nimeros naturais N como sendo dados por
uma definigao indutiva: o objeto inicial é 0, e a operagao é a fungao sucessor x+
1.

Para provar algo sobre todos os elementos de um conjunto definido in-
dutivamente, isto é, que todo membro do conjunto tem uma propriedade P,
devemos:

1. Provar que os objetos iniciais tém P

2. Provar que, para cada operacao o, se os argumentos tém P, o resultado
também tem.

X V. i 5 vari

Por exemplo, para provar algo sobre todos os termos bonitos, nés provariamos
que é verdadeiro para todas as letras, e que é verdadeiro para [s; o so] desde
que seja verdadeiro de s1 e s individualmente.

Proposicao ind.1. O ndmero de [ € igual ao nimero de | em qualquer termo
bonito t.

Prova. Usamos a indugao estrutural. Os termos bonitos sao definidos indu-
tivamente, com as letras como objetos iniciais e a operagao o para construir
novos termos bonitos a partir de antigos.

1. A afirmagao é verdadeira para toda letra, ji que o niimero de [ em uma
letra isolada é 0 e o nimero de | nela também é 0.

2. Suponha que o nimero de | em s; é igual ao ntmero de |, e 0 mesmo
verdadeiro para s;. O ndmero de [ em o(sy,s2), isto é, em [s1 o s3], é
soma do nimero de [ em s; e s3 mais um. O ndmero de | em o(s1, s2)
a soma do nimero de | em s e s mais um. Assim, o nimero de [ em
o(s1, $2) é igual ao nimero de | em o(sy, $2). O

Dy O O

Problema ind.1. Prove, por inducao estrutural, que nenhum termo bonito
comeca com |.
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Vamos dar outra prova por inducao estrutural: um segmento inicial préprio
de uma cadeia t de simbolos é qualquer cadeia s que concorda com t simbolo
por simbolo, lida da esquerda, mas ¢ é mais longa. Assim, por exemplo, [a o
é um segmento inicial préprio de [a o b], mas nem [bo (discordam no segundo
simbolo) nem [a o b] (tém o mesmo comprimento) o sdo.

Proposigao ind.2. Todo segmento inicial proprio de uwm termo bonito t tem mth:ind:sti:
mais [ do que |. propinitial

Prova. Por indugao em t:

1. t é uma letra isolada: Entao t nao tem segmentos iniciais proprios.

2. t = [s1 o s9| para alguns termos bonitos s; e so. Se r é um segmento
inicial proprio de t, ha varias possibilidades:

a) r é apenas [: Entdo r tem um [ a mais do que |.

b) r é [ry em que r; é um segmento inicial préprio de s;: Como s1 é
um termo bonito, por hipétese de inducdo, r1 tem mais | do que |,
e o mesmo é verdadeiro para [r;.

[N

c) 7 é [s1 ou [s1 o: Pelo resultado anterior, o nimero de [ e | em 4
igual; entdo o nimero de [ em [s; ou [s; o é um a mais do que
ntmero de |.

o

d) r é [s1 079 em que ro é um segmento inicial préprio de sa: Por
hip6tese de indugdo, ro contém mais [ do que ]. Pelo resultado
anterior, o numero de [ e de | em s; é igual. Entdo o ndmero de |
em [s1 o o é maior do que o nimero de |.

e) r é [s1 0sy: Pelo resultado anterior, o niimero de [ e ] em s; é igual,
e 0 mesmo para sg. Entdo hd um [ a mais em [s1 0 s do que ha |. O
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