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ind.1 Definicoes Indutivas

Em légica, muito frequentemente definimos tipos de objetos indutivamente,
isto é, especificando regras para o que conta como um objeto do tipo a ser
definido, que explicam como obter novos objetos desse tipo a partir de objetos
antigos desse tipo. Por exemplo, frequentemente definimos tipos especiais de
sequéncias de simbolos, como os termos e formulas de uma linguagem, por
inducao. Para um exemplo simples, considere cadeias compostas das letras
a, b, ¢, d, do simbolo o, e dos colchetes [ e ], como “[[c o d][”, “[a[]c]”, “a”
ou “[[aob]od]”. Vocé provavelmente sente que ha algo “errado” com as duas
primeiras cadeias: os colchetes nao “se equilibram” de modo algum na primeira,
e vocé pode sentir que o “o” deveria “conectar” expressoes que elas préprias
fagam sentido. A terceira e a quarta cadeia parecem melhores: para todo “[” h4
um “]” de fechamento (se houver algum), e para qualquer o podemos encontrar
expressoes “bonitas” de cada lado, cercadas por um par de parénteses.

Gostariamos de especificar precisamente o que conta como um “termo bo-
nito.” Em primeiro lugar, toda letra isolada é bonita. Qualquer coisa que nao
seja apenas uma letra isolada deve ser da forma “[t o s]” em que s e t sdo, eles
proprios, bonitos. Reciprocamente, se t e s sdo bonitos, entdo podemos formar
um novo termo bonito pondo um o entre eles e cercando-os por um par de
colchetes. Poderiamos usar essas operacoes para definir o conjunto dos termos
bonitos. Esta é uma definicao indutiva.

Definigao ind.1 (Termos bonitos). O conjunto dos termos bonitos é defi-
nido indutivamente como segue:

1. Qualquer letra a, b, ¢, d é um termo bonito.
2. Se s1 e s5 sdo termos bonitos, entdo também o é sy o sg].

3. Nada mais é um termo bonito.

Esta definicao nos diz que algo conta como um termo bonito sse ele pode ser
construido de acordo com as duas condigoes (1) e (2) em algum nimero finito
de passos. No primeiro passo, construimos todos os termos bonitos compostos
apenas por letras isoladas, isto é,

a,b,c,d
No segundo passo, aplicamos (2) aos termos que construimos. Obteremos
[aoal,[aob],[boal,...,[dod]

para todas as combinagoes de duas letras. No terceiro passo, aplicamos (2) no-
vamente, a quaisquer dois termos bonitos que construimos até agora. Obtemos
novos termos bonitos como [ao [aoa]]l—em que t é a do passo 1 e s é [aca] do
passo 2—e [[b o ¢] o [d o b]] construido a partir dos dois termos [boc| e [d o b]
do passo 2. E assim por diante. A cldusula (3) impede que qualquer coisa ndo
construida desse modo se infiltre no conjunto dos termos bonitos.
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Note que ainda nao provamos que toda sequéncia de simbolos que “parece”
bonita é bonita de acordo com esta definicao. No entanto, deve ficar claro
que tudo o que podemos construir de fato “parece bonito”: os colchetes estao
equilibrados, e o conecta partes que sao, elas proprias, bonitas.

A caracteristica-chave das defini¢oes indutivas é que, se vocé quer provar
algo sobre todos os termos bonitos, a definicao lhe diz quais casos vocé deve
considerar. Por exemplo, se lhe é dito que ¢ é um termo bonito, a definigao
indutiva lhe diz com o que t pode se parecer: t pode ser uma letra, ou pode
ser [sy o s3] para algum par de termos bonitos s; e s2. Por causa da cldusula
(3), essas sao as unicas possibilidades.

Ao provar afirmagdes sobre todo um conjunto definido indutivamente, a
forma forte da indugdo torna-se particularmente importante. Por exemplo,
suponha que queiramos provar que, para todo termo bonito de comprimento n,
o numero de [ nele é < n/2. Isso pode ser visto como uma afirmacao sobre todos
os n: para todo n, o nimero de [ em qualquer termo bonito de comprimento n
é <nj2.

Proposicao ind.2. Para qualquer n, o nimero de [ em um termo bonito de
comprimento n € < n/2.

Prova. Para provar esse resultado por indugao (forte), temos que mostrar que
a seguinte afirmagao condicional é verdadeira:

Se, para todo [ < k, qualquer termo bonito de comprimento [ tem
< 1/2 [, entdo qualquer termo bonito de comprimento k tem < k/2

[.

Para mostrar este condicional, suponha que seu antecedente é verdadeiro, isto
é, suponha que, para qualquer [ < k, termos bonitos de comprimento ! contém
< 1/2 [. Chamamos essa suposigdo de hipdtese indutiva. Queremos mostrar
que o mesmo vale para termos bonitos de comprimento k.

Entao suponha que ¢ é um termo bonito de comprimento k. Como os termos
bonitos sdo definidos indutivamente, temos dois casos: (1) ¢ é uma letra isolada,
ou (2) t é [s1 o s3] para alguns termos bonitos s e ss.

1. t é uma letra. Entdo k = 1, e o nimero de [ em ¢ é 0. Como 0 < 1/2, a
afirmagao vale.

2. t é [s1 o so] para alguns termos bonitos s1 e so. Sejam [; o comprimento
de s1 e I3 0 comprimento de so. Entao o comprimento k det él; +12+3
(os comprimentos de $1 e sp mais trés simbolos [, o, ]). Como l; +13+3 é
sempre maior que [y, [y < k. De modo semelhante, l5 < k. Isso significa
que a hipétese de inducao se aplica aos termos s; e s3: 0 numero my de
[em s1 é <11/2, e 0 nimero my de [ em s5 é < lo/2.

O numero de [ em ¢t é o nimero de [ em $1, mais o nimero de [ em sg,
mais 1, isto é, é my +mo + 1. Como m; < l1/2 e mao < l3/2, temos:
lo li+1s+2 li+1+3

Iy
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Em cada caso, mostramos que o ndmero de [ em ¢ é < k/2 (com base na
hipétese indutiva). Por indugédo forte, a proposicéo se segue. O

Problema ind.1. Defina o conjunto dos termos superbonitos por
1. Qualquer letra a, b, ¢, d é um termo superbonito.
2. Se s é um termo superbonito, entdo também o é [s].
3. Se s1 e 85 sdo termos superbonitos, entdo também o é [s1 o sa].
4. Nada mais é um termo superbonito.

Mostre que o ntimero de | em um termo superbonito ¢ de comprimento n é
<n/2+1.
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