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udf Inducao

ind.1 Introducao

A inducdo é uma técnica de prova importante, usada, em diferentes formas,
em quase todas as areas da légica, da ciéncia da computagao tedrica e da
matematica. Ela é necessdria para provar muitos dos resultados em légica.

A indugao é frequentemente contrastada com a deducao, e caracterizada
como a inferéncia do particular para o geral. Por exemplo, se observamos
muitas esmeraldas verdes, e nada que chamariamos de esmeralda que nao seja
verde, poderiamos concluir que todas as esmeraldas sao verdes. Essa é uma
inferéncia indutiva, no sentido de que procede de muitos casos particulares
(esta esmeralda é verde, aquela esmeralda é verde, etc.) a uma afirmacao
geral (todas as esmeraldas sao verdes). A inducao matemdtica também é uma
inferéncia que conclui uma afirmagao geral, mas é de um tipo muito diferente
dessa “inducao simples.”

De modo bem aproximado, uma prova indutiva em matematica conclui que
todos os objetos matematicos de certo tipo tém uma certa propriedade. No
caso mais simples, os objetos matematicos com que uma prova indutiva se
ocupa sao os numeros naturais. Nesse caso, uma prova indutiva é usada para
estabelecer que todos os niimeros naturais tém alguma propriedade, e faz isso
mostrando que

1. 0 tem a propriedade, e
2. sempre que um numero k tem a propriedade, também k 4 1 a tem.

A inducao sobre os numeros naturais pode entao, também, ser frequentemente
usada para provar afirmacoes gerais sobre objetos matematicos aos quais se
podem atribuir nimeros. Por exemplo, conjuntos finitos tém, cada um, um
nimero finito n de elementos, e se pudermos usar a indu¢do para mostrar que
todo nimero n tem a propriedade “todos os conjuntos finitos de tamanho n
sao ...” entao teremos mostrado algo sobre todos os conjuntos finitos.

A inducdo também pode ser generalizada para objetos mateméticos que
sao definidos indutivamente. Por exemplo, as expressoes de uma linguagem
formal, como as da légica de primeira ordem, sdo definidas indutivamente.
A inducgao estrutural é um modo de provar resultados sobre todas essas ex-
pressoes. A indugao estrutural, em particular, é muito util—e amplamente
usada—em ldgica.

ind.2 Inducgao em N

Em sua forma mais simples, a indugao é uma técnica usada para provar resul-
tados para todos os nimeros naturais. Ela usa o fato de que, comecando em 0
e somando 1 repetidamente, eventualmente alcancamos todo nimero natural.
Assim, para provar que algo é verdadeiro para todo nimero, podemos (1) es-
tabelecer que é verdadeiro para 0 e (2) mostrar que, sempre que é verdadeiro
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para um numero n, também é verdadeiro para o nimero seguinte n + 1. Se
abreviarmos “o ntmero n tem a propriedade P” por P(n) (e “o nimero k tem
a propriedade P” por P(k), etc.), entdo uma prova por inducao de que P(n)
para todo n € N consiste em:

1. uma prova de P(0), e
2. uma prova de que, para qualquer k, se P(k) entdo P(k + 1).

Para deixar isso bem claro, suponha que tenhamos tanto (1) quanto (2). Entao
(1) nos diz que P(0) é verdadeiro. Se também tivermos (2), sabemos em
particular que, se P(0), entdo P(0+ 1), isto é, P(1). Isso decorre da afirmagao
geral “para qualquer k, se P(k) entdao P(k+1)” ao por 0 no lugar de k. Entao,
por modus ponens, temos que P(1). De (2) novamente, agora tomando 1 por n,
temos: se P(1) entdao P(2). Como acabamos de estabelecer P(1), por modus
ponens, temos P(2). E assim por diante. Para qualquer ntmero n, depois
de fazer isso n vezes, eventualmente chegamos a P(n). Entao (1) e (2) juntos
estabelecem P(n) para qualquer n € N.

Vejamos um exemplo. Suponha que queiramos descobrir quantas somas
diferentes podemos lancar com n dados. Embora possa parecer bobo, vamos
comecar com 0 dados. Se vocé nao tem dados, hd apenas uma soma possivel
que vocé pode “langar”: nenhum ponto, que soma 0. Assim, o nimero de
lancamentos possiveis diferentes é 1. Se vocé tem apenas um dado, isto €,
n = 1, ha seis valores possiveis, de 1 a 6. Com dois dados, podemos langar
qualquer soma de 2 a 12, ou seja, 11 possibilidades. Com trés dados, podemos
langar qualquer nimero de 3 a 18, isto é, 16 possibilidades diferentes. 1, 6, 11,
16: parece um padrao: talvez a resposta seja bn + 17 E claro que bn+1éo
maximo possivel, pois ha apenas 5n + 1 ntimeros entre n, o menor valor que
vocé pode langar com n dados (todos 1) e 6n, o maior que vocé pode langar
(todos 6).

Teorema ind.1. Com n dados pode-se langar todos os bn+1 valores possiveis
entre n e 6n.

Prova. Seja P(n) a afirmagao: “E possivel lancar qualquer nimero entre n
e 6n usando n dados.” Para usar a inducao, provamos:

1. A base da indugdo P(1), isto é, com apenas um dado, vocé pode langar
qualquer niimero entre 1 e 6.

2. O passo da indugdo, para todo k, se P(k) entdao P(k + 1).

(1) é provado inspecionando um dado de 6 lados. Ele tem todos os 6 lados,
e todo ntimero entre 1 e 6 aparece em um dos lados. Entao é possivel lancar
qualquer nimero entre 1 e 6 usando um tnico dado.

Para provar (2), supomos o antecedente do condicional, isto é, P(k). Essa
suposigio é chamada de hipdtese indutiva. Nés a usamos para provar P(k+1).
A parte dificil é encontrar um modo de pensar sobre os valores possiveis de
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um lancamento de k + 1 dados em termos dos valores possiveis de langamentos
de k dados, somados aos lancamentos do dado extra, o (k + 1)-ésimo—=¢ isso,
porém, que temos que fazer, se quisermos usar a hipotese indutiva.

A hipétese indutiva diz que podemos obter qualquer ntimero entre k e 6k
usando k dados. Se langamos um 1 com nosso (k + 1)-ésimo dado, isso acres-
centa 1 ao total. Entao podemos lancar qualquer valor entre kK + 1 e 6k + 1
langando k dados e depois rolando um 1 com o (k + 1)-ésimo dado. O que
falta? Os valores de 6k + 2 a 6k + 6. Podemos obté-los rolando k dados em
6 e depois um ntmero entre 2 e 6 com nosso (k + 1)-ésimo dado. Juntos, isso
significa que, com k+ 1 dados, podemos langar qualquer um dos niimeros entre
k+1e6(k+1),isto é provamos P(k+ 1) usando a suposigao P(k), a hipitese
indutiva. O

Muito frequentemente usamos a indugao quando queremos provar algo sobre
uma série de objetos (nuimeros, conjuntos, etc.) que é, ela prépria, definida
“indutivamente,” isto é, definindo o (n + 1)-ésimo objeto em termos do n-
ésimo. Por exemplo, podemos definir a soma s, dos nimeros naturais até n
por

S0 = 0
Spt1 =8Sn+(n+1)
Esta definicao da:

s0 =0,

s1=58y+1 =1,

So =81+ 2 =1+2=3

S3 =89+ 3 =14+24+3=6, etc.

Agora podemos provar, por indugdo, que s, = n(n+1)/2.
Proposicao ind.2. s, = n(n+1)/2.

Prova. Temos que provar (1) que so = 0-(0+1)/2 e (2) se s = k(k+1)/2
entdao sg+1 = (k+ 1)(k +2)/2. (1) é Sbvio. Para provar (2), supomos a
hipé6tese indutiva: s = k(k + 1)/2. Usando-a, temos que mostrar que si11 =
(k+1)(k+2)/2.

O que é sgy1? Pela definigao, sx+1 = si + (k + 1). Pela hipdtese indutiva,
s = k(k 4+ 1)/2. Podemos substituir isso na equagio anterior, e entdo s6
precisamos de um pouco de aritmética de fragoes:

Sk+1 = @4‘(/{4-1) =

k(k+1) 2(k+1)

2 + 2
k(k+1)+2(k+1)

2

(k+2)(k+1)

2
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A ligdo importante aqui é que, se vocé estd provando algo sobre alguma
sequéncia definida indutivamente a,,, a inducao é o caminho ébvio a seguir.
E, mesmo quando néao é (como no caso das possibilidades de lancamentos de
dados), vocé pode usar a indugdo se conseguir, de alguma forma, relacionar o
caso para k + 1 ao caso para k.

ind.3 Inducao Forte

No principio de inducao discutido acima, provamos P(0) e também que, se
P(k), entdao P(k + 1). Na segunda parte, assumimos que P(k) é verdadeiro e
usamos essa suposi¢ao para provar P(k + 1). De forma equivalente, é claro,
poderfamos assumir P(k — 1) e usd-la para provar P(k)—o importante é que
sejamos capazes de realizar a inferéncia de qualquer niimero para seu sucessor;
que possamos provar a afirmagao em questao para qualquer nimero sob a
suposicao de que ela vale para seu antecessor.

H& uma variante do principio de inducao em que nao apenas assumimos
que a afirmacao vale para o antecessor k — 1 de k, mas para todos os niimeros
menores que k, e usamos essa suposi¢do para estabelecer a afirmagao para k.
Isso também nos dé a afirmacao P(n) para todo n € N. Pois, uma vez que
tenhamos estabelecido P(0), teremos com isso estabelecido que P vale para
todos os nimeros menores que 1. E se sabemos que, se P(l) para todo I < k,
entdao P(k), sabemos isso em particular para k = 1. Entdo podemos concluir
P(1). Com isso provamos P(0) e P(1), isto é, P(l) para todo | < 2, e como
temos também o condicional, se P(l) para todo [ < 2, entdo P(2), podemos
concluir P(2), e assim por diante.

De fato, se conseguirmos estabelecer o condicional geral “para todo k, se
P(l) para todo I < k, entao P(k),” ndo temos mais de estabelecer P(0), j& que
ele decorre disso. Pois lembre-se de que uma afirmagao geral como “para todo
I < k, P(l)” é verdadeira se nao houver nenhum ! < k. Este é um caso de
quantificacdo vazia: “todos os As sdo Bs” é verdadeiro se nao houver nenhum
A, Yz (p(x) = ¥(z)) é verdadeiro se nenhum x satisfaz p(z). Neste caso, a
versao formalizada seria “Vi (I < k— P(l))”"—e isso é verdadeiro se nao houver
nenhum ! < k. E se k = 0 esse é exatamente o caso: nao hd nenhum [ < 0,
logo “para todo I < 0, P(0)” é verdadeiro, qualquer que seja P. Uma prova de
“se P(I) para todo I < k, entao P(k)” estabelece assim automaticamente P(0).

Esta variante é til se estabelecer a afirmacgao para k nao puder ser feito de
modo a apenas se apoiar na afirmacao para k — 1, mas puder exigir a suposicao
de que ela é verdadeira para um ou mais [ < k.

ind.4 Defini¢oes Indutivas

Em légica, muito frequentemente definimos tipos de objetos indutivamente,
isto é, especificando regras para o que conta como um objeto do tipo a ser
definido, que explicam como obter novos objetos desse tipo a partir de objetos
antigos desse tipo. Por exemplo, frequentemente definimos tipos especiais de
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sequéncias de simbolos, como os termos e formulas de uma linguagem, por
inducao. Para um exemplo simples, considere cadeias compostas das letras
a, b, ¢, d, do simbolo o, e dos colchetes [ e ], como “[[c o d][”, “[a[]e]”, “a”
ou “[[aob]od]”. Vocé provavelmente sente que ha algo “errado” com as duas
primeiras cadeias: os colchetes nao “se equilibram” de modo algum na primeira,
e voceé pode sentir que o “o” deveria “conectar” expressoes que elas préprias
fagam sentido. A terceira e a quarta cadeia parecem melhores: para todo “[” h4
um “]” de fechamento (se houver algum), e para qualquer o podemos encontrar
expressoes “bonitas” de cada lado, cercadas por um par de parénteses.

Gostarfamos de especificar precisamente o que conta como um “termo bo-
nito.” Em primeiro lugar, toda letra isolada é bonita. Qualquer coisa que nao
seja apenas uma letra isolada deve ser da forma “[t o s]” em que s e t sdo, eles
proéprios, bonitos. Reciprocamente, se t e s sao bonitos, entao podemos formar
um novo termo bonito pondo um o entre eles e cercando-os por um par de
colchetes. Poderiamos usar essas operacoes para definir o conjunto dos termos
bonitos. Esta é uma definicdo indutiva.

Definigao ind.3 (Termos bonitos). O conjunto dos termos bonitos é defi-
nido indutivamente como segue:

1. Qualquer letra a, b, ¢, d é um termo bonito.
2. Se s1 e s5 sdo termos bonitos, entdo também o é sy o sq].

3. Nada mais é um termo bonito.

Esta defini¢ao nos diz que algo conta como um termo bonito sse ele pode ser
construido de acordo com as duas condigoes (1) e (2) em algum ndmero finito
de passos. No primeiro passo, construimos todos os termos bonitos compostos
apenas por letras isoladas, isto é,

a,b,c,d
No segundo passo, aplicamos (2) aos termos que construimos. Obteremos
[acal,[aob],[boal,...,[dod]

para todas as combinagoes de duas letras. No terceiro passo, aplicamos (2) no-
vamente, a quaisquer dois termos bonitos que construimos até agora. Obtemos
novos termos bonitos como [ao [aoa]]l—em que t é a do passo 1 e s é [aca] do
passo 2—e [[b o c] o [d o b]] construido a partir dos dois termos [boc] e [d o b]
do passo 2. E assim por diante. A cldusula (3) impede que qualquer coisa ndo
construida desse modo se infiltre no conjunto dos termos bonitos.

Note que ainda nao provamos que toda sequéncia de simbolos que “parece”
bonita é bonita de acordo com esta definicao. No entanto, deve ficar claro
que tudo o que podemos construir de fato “parece bonito”: os colchetes estao
equilibrados, e o conecta partes que sao, elas préprias, bonitas.

A caracteristica-chave das definigoes indutivas é que, se vocé quer provar
algo sobre todos os termos bonitos, a definicao lhe diz quais casos vocé deve
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considerar. Por exemplo, se lhe é dito que ¢ é um termo bonito, a defini¢ao
indutiva lhe diz com o que ¢ pode se parecer: t pode ser uma letra, ou pode
ser [s1 o s] para algum par de termos bonitos s; ¢ s3. Por causa da cldusula
(3), essas sao as Unicas possibilidades.

Ao provar afirmagdes sobre todo um conjunto definido indutivamente, a
forma forte da inducdo torna-se particularmente importante. Por exemplo,
suponha que queiramos provar que, para todo termo bonito de comprimento n,
o numero de [ nele é < n/2. Isso pode ser visto como uma afirmagcao sobre todos
os n: para todo n, o nimero de [ em qualquer termo bonito de comprimento n
é < nj2.

Proposicao ind.4. Para qualquer n, o nimero de | em um termo bonito de
comprimento n € < n/2.

Prova. Para provar esse resultado por indugao (forte), temos que mostrar que
a seguinte afirmagao condicional é verdadeira:

Se, para todo [ < k, qualquer termo bonito de comprimento [ tem
< 1/2 [, entdo qualquer termo bonito de comprimento k tem < k/2

[.

Para mostrar este condicional, suponha que seu antecedente é verdadeiro, isto
é, suponha que, para qualquer [ < k, termos bonitos de comprimento [ contém
< 1/2 [ Chamamos essa suposigdo de hipétese indutiva. Queremos mostrar
que o mesmo vale para termos bonitos de comprimento k.

Entao suponha que t é um termo bonito de comprimento k. Como os termos
bonitos sdo definidos indutivamente, temos dois casos: (1) ¢ é uma letra isolada,
ou (2) t é [s1 o 2] para alguns termos bonitos s1 € ss.

1. t é uma letra. Entdo k =1, e o nimero de [ em ¢t é 0. Como 0 < 1/2, a
afirmagao vale.

2. t é [s1 o s3] para alguns termos bonitos $1 e s3. Sejam l; o comprimento
de s1 e I3 0 comprimento de so. Entao o comprimento k det él; +13+3
(os comprimentos de $1 e s mais trés simbolos [, o, ]). Como I3 +1l2+3 é
sempre maior que l1, I; < k. De modo semelhante, ls < k. Isso significa
que a hipétese de inducgao se aplica aos termos s; e So: 0 nimero my de
[em $1 é <11/2, e 0 nimero mgo de [ em s5 é < l3/2.

O ntimero de [ em t é o nimero de [ em $7, mais o nimero de [ em so,
mais 1, isto é, é my +ma + 1. Como my < 11/2 e ma < la/2, temos:
lo Lh+l+2 Lh+0+3

Iy
1 “Z 411 = =k/2.
mi + mo + <2+2+ 5 < 5 /

Em cada caso, mostramos que o numero de [ em ¢ é < k/2 (com base na
hipé6tese indutiva). Por indugao forte, a proposigao se segue. O

Problema ind.1. Defina o conjunto dos termos superbonitos por
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1. Qualquer letra a, b, ¢, d é um termo superbonito.

2. Se s é um termo superbonito, entdo também o é [s].

3. Se s1 e sg sdo termos superbonitos, entdo também o é [s1 o s3].
4. Nada mais é um termo superbonito.

Mostre que o nimero de [ em um termo superbonito ¢ de comprimento n é
<n/2+1.

ind.5 Inducao Estrutural

Até aqui usamos a indugao para estabelecer resultados sobre todos os ntimeros
naturais. Mas um principio correspondente pode ser usado diretamente para
provar resultados sobre todos os membros de um conjunto definido indutiva-
mente. Isso é frequentemente chamado de inducao estrutural, porque depende
da estrutura dos objetos definidos indutivamente.

Em geral, uma defini¢ao indutiva é dada por (a) uma lista de membros “ini-
ciais” do conjunto e (b) uma lista de operagdes que produzem novos membros
do conjunto a partir de antigos. No caso dos termos bonitos, por exemplo, os
objetos iniciais sao as letras. Temos apenas uma operacao: as operagoes Sao

o(s1, 82) =[s1 0 s2]

Vocé pode até pensar nos préprios ntimeros naturais N como sendo dados por
uma definigao indutiva: o objeto inicial é 0, e a operagao é a fungao sucessor x+
1.

Para provar algo sobre todos os elementos de um conjunto definido in-
dutivamente, isto é, que todo membro do conjunto tem uma propriedade P,
devemos:

1. Provar que os objetos iniciais tém P

2. Provar que, para cada operacao o, se os argumentos tém P, o resultado
também tem.

Por exemplo, para provar algo sobre todos os termos bonitos, nés provariamos
que é verdadeiro para todas as letras, e que é verdadeiro para [s; o sa] desde
que seja verdadeiro de s; e s individualmente.

Proposicao ind.5. O nimero de [ € igual ao nimero de | em qualquer termo
bonito t.

Prova. Usamos a indugao estrutural. Os termos bonitos sdo definidos indu-
tivamente, com as letras como objetos iniciais e a operacao o para construir
novos termos bonitos a partir de antigos.

1. A afirmacéo é verdadeira para toda letra, ji que o niimero de [ em uma
letra isolada é 0 e o nimero de | nela também é 0.
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2. Suponha que o nimero de [ em s; é igual ao ntimero de |, € 0 mesmo
verdadeiro para s3. O nimero de [ em o(s1,82), isto é, em [s1 o s3], é
soma do nimero de [ em $1 e s mais um. O nidmero de | em o(s1, s2)
a soma do numero de | em s e s mais um. Assim, o nimero de [ em
o(s1,s2) é igual ao ndmero de | em o(s1, $2). O

[eNE NN

Problema ind.2. Prove, por inducao estrutural, que nenhum termo bonito
comeca com |.

Vamos dar outra prova por indugao estrutural: um segmento inicial proprio
de uma cadeia t de simbolos é qualquer cadeia s que concorda com t simbolo
por simbolo, lida da esquerda, mas ¢ é mais longa. Assim, por exemplo, [a o
é um segmento inicial préprio de [a o b], mas nem [bo (discordam no segundo
simbolo) nem [a o b] (tém o mesmo comprimento) o s&o.

Proposigao ind.6. Todo segmento inicial proprio de um termo bonito t tem
mais | do que ].

Prova. Por indugao em ¢:
1. t é uma letra isolada: Entao ¢ nao tem segmentos iniciais préprios.

2. t = [s1 o s9| para alguns termos bonitos s; e so. Se r é um segmento
inicial proprio de t, h4 varias possibilidades:

2

a) r é apenas [: Entdo r tem um [ a mais do que |.

b) r é [r; em que r; é um segmento inicial préprio de s1: Como s; é
um termo bonito, por hipStese de indugéo, r tem mais [ do que |,
e o mesmo ¢ verdadeiro para [ry.

c) r é [s1 ou [s1 o: Pelo resultado anterior, o nimero de [ e ] em s;1 é
igual; entdo o nimero de [ em [s1 ou [s; o é um a mais do que o
nimero de |.

d) r é [s1 079 em que ro é um segmento inicial préprio de sa: Por
hip6tese de indugdo, ro contém mais [ do que ]. Pelo resultado
anterior, o numero de [ e de ] em s; é igual. Entdo o ndmero de |
em [s1 oy é maior do que o nimero de |.

e) r é [s1 0sy: Pelo resultado anterior, o niimero de [ e ] em s; é igual,
e 0 mesmo para sp. Entdo hd um [ a mais em [s; 0 s5 do que hd ]. O

ind.6 Relacoes e Funcgoes

Quando definimos um conjunto de objetos (como os nimeros naturais ou os
termos bonitos) indutivamente, também podemos definir relagdes sobre esses
objetos por inducao. Por exemplo, considere a seguinte ideia: um termo bo-
nito ¢; é um subtermo de um termo bonito t5 se ocorre como parte dele. Vamos
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usar um simbolo para isso: t; C t5. Todo termo bonito é, é claro, um subtermo
de si mesmo: t C t. Podemos dar uma definicao indutiva dessa relagao como
segue:

Definicao ind.7. A relacdo de um termo bonito ¢; ser um subtermo de ts,
t1 C to, é definida por inducéo em to como segue:

1. Se ty é uma letra, entao t1 C to sse t1 = to.

2. Se tg é [s1 0 s9], entdo t1 Tty sse t1 = o, t1 C s1, ou t1 C so.

Esta definigao, por exemplo, nos dird que a C [b o a]. Pois (2) diz que
aC [boa]ssea=|boal,oual b oual a. As duas primeiras sdo falsas: a
claramente nao é idéntico a [boal, e por (1), a = b sse a = b, 0 que também é
falso. No entanto, também por (1), a C a sse a = a, o que é verdadeiro.

E importante observar que o sucesso desta definigao depende de um fato
que ainda nao provamos: todo termo bonito t ou é uma letra isolada, ou
existem termos bonitos univocamente determinados s1 e s tais que t = [s1083].
“Univocamente determinados” aqui significa que, se t = [s1 o s3], ele ndo é
também = [rq o rg] com s; # r1 ou so # ro. Se este fosse o caso, entdo a
cldusula (2) poderia entrar em conflito consigo mesma: lendo t5 como [s1 o s9]
poderfamos obter t1 C 5, mas se lermos t5 como [r or5] poderfamos obter ndo
t1 C to. Antes de provarmos que isso nao pode acontecer, vejamos um exemplo
em que ele pode acontecer.

Definigao ind.8. Defina termos sem colchetes indutivamente por
1. Toda letra é um termo sem colchetes.
2. Se s1 e s5 sao termos sem colchetes, entao s1089 é um termo sem colchetes.

3. Nada mais é um termo sem colchetes.
Termos sem colchetes sdo, por exemplo, a, bod, boaob. Agora, se

definissemos “subtermo” para termos sem colchetes do modo como fizemos
acima, a segunda clausula diria

Se to = 51 0 89, entdo t1 C tg sse t1 = to, t1 C 81, ou t1 C s9.
Agora, boaob é da forma s; o s5 com
si=be Sog =aob.

Ele também é da forma r; o r9 com

rr=boae r9 = b.

Agora, aob é um subtermo de b oaob? A resposta é sim, se seguirmos a
primeira leitura, e nao, se seguirmos a segunda.
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A propriedade de que o modo como um termo bonito é construido a partir
de outros termos bonitos é tnico é chamada de leitura unica. Como definigoes
indutivas de relagoes para tais objetos definidos indutivamente sao importantes,
temos que provar que ela vale.

Proposigao ind.9. Suponha que t é um termo bonito. Entao ou t é uma
letra isolada, ou existem termos bonitos univocamente determinados sy, So tais
que t = [s1 0 sa].

Prova. Se t é uma letra isolada, a condicao é satisfeita. Entao suponha que ¢
nao é uma letra isolada. Podemos perceber, pela definicao indutiva, que entao
t deve ser da forma [s; o s3] para alguns termos bonitos s; e s2. Resta mostrar
que estes sdo univocamente determinados, isto é, se t = [r1 o rg], entdo s1 =11
€ S9 = To.

Entao suponha ¢ = [$1 0 s9] e também ¢t = [ry o 73] para termos bonitos
S1, S92, T1, 2. Temos que mostrar que s; = ry e Sy = ry. Primeiro, s; e r;
devem ser idénticos, pois, caso contrario, um é um segmento inicial préprio do
outro. Mas, por Proposicao ind.6, isso é impossivel se s; e 71 sao ambos termos
bonitos. Mas se s; = r1, entao claramente também sy = 7. O

Também podemos definir fungoes indutivamente: por exemplo, podemos
definir a fungao f que mapeia qualquer termo bonito na profundidade maxima
de aninhamento de [...] nele como segue:

Definigao ind.10. A profundidade de um termo bonito, f(t), é definida in-
dutivamente como segue:

£(t) = 0 se t é uma letra
© | max(f(s1), f(s2)) +1  set=[s;0ss].

Por exemplo,
f([aob]) = max(f(a), f(b))+1=

0,00+1=1, e

(
(
f([[ao bl oc]) = max(f([acb]), f(c)) +1=
= max(1,0) +1 = 2.

|
B

ax

=

Aqui, é claro, supomos que s; e so sa0 termos bonitos, e fazemos uso do fato
de que todo termo bonito ou é uma letra ou é da forma [s; o s5]. E novamente
importante que ele possa ser dessa forma de apenas um modo. Para ver por
qué, considere novamente os termos sem colchetes que definimos antes. A
“defini¢ao” correspondente seria:

(1) = 0 se t € uma letra
g max(g(s1),g(s2)) +1 set=sy0ss.
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Agora considere o termo sem colchetes aobocod. Ele pode ser lido de mais
de um modo, por exemplo, como s; © S5 com

sp=ae s =bocod,
Ol COmo 71 © 'y com

rr=aobe rg =cod.
Calcular g de acordo com o primeiro modo de 1é-lo daria

g(s1052) =max(g(a),g(bocod))+1=
=max(0,2)+1=3

enquanto, de acordo com a outra leitura, obtemos

g(r1 org) = max(g(aob),g(cod)) +1 =
=max(1,1)+1=2

Mas uma funcao deve sempre produzir um valor Gnico; entao nossa “defini¢ao”
de g nao define fungao alguma.

Problema ind.3. Dé uma defini¢do indutiva da fungao I, em que I(t) é o
numero de simbolos no termo bonito ¢.

Problema ind.4. Prove, por indugao estrutural sobre termos bonitos ¢, que
f(t) <1(t) (em que I(t) é o nimero de simbolos em t e f(t) é a profundidade
de t tal como definida em Defini¢ao ind.10).
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