set.1 Infinitesimais e Diferenciagao

hisiset:infinitesimals: Newton e Leibniz descobriram o célculo (independentemente) no fim do século
¢ XVIIL. Uma aplicacdo particularmente importante do cdlculo era a diferen-
ciagdo. Grosso modo, a diferenciagao pretende dar uma nocao da “taxa de
variacao”, ou gradiente, de uma fungao num ponto.
Eis uma forma vivida de ilustrar a ideia. Considere a fungao f(z) = #*/4 +
1/2, representada a preto abaixo:
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Suponhamos que queremos encontrar o gradiente da fungao em ¢ = /2. Comegamos
por desenhar um tridangulo cuja hipotenusa aproxima o gradiente nesse ponto,
talvez o tridangulo vermelho acima. Quando 8 é o comprimento da base do
nosso tridngulo, a sua altura é f(1/2+ 8) — f(1/2), de modo que o gradiente da

hipotenusa é:
(24 8) — f(/2)
B

Assim, o gradiente do nosso triangulo vermelho, com base de comprimento 3,
é exatamente 1. A hipotenusa de um triangulo menor, o tridngulo azul com
base de comprimento 2, d4 uma melhor aproximagao; o seu gradiente é 3/4.
Um triangulo ainda menor, o verde com base de comprimento 1, d4 uma apro-
ximacao ainda melhor, com gradiente 1/2.

Triangulos cada vez menores dao-nos aproximacoes cada vez melhores. Por
isso poderiamos dizer algo deste género: a hipotenusa de um tridngulo com
comprimento de base infinitesimal nos dd o préprio gradiente em ¢ = 1/2.
Deste modo, obterfamos uma férmula para a (primeira) derivada da fungao f
no ponto c:

fle+B) = fle)
B

E, grosso modo, foi isto que Newton e Leibniz disseram.

f'e) =

onde f ¢ infinitesimal.
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Contudo, uma vez que o disseram, devemos perguntar-lhes: o que é um
infinitesimal? Surge um dilema sério. Se S = 0, entao f’ fica mal definida,
pois envolve dividir por 0. Mas se S > 0, obtemos apenas uma aprorimacao
ao gradiente, e nao o préprio gradiente.

Esta nao é uma preocupagao anacronica. Eis Berkeley, a criticar os segui-
dores de Newton:

Admito que os signos possam ser feitos para denotar qualquer coisa
ou nada: e consequentemente que, na notacao original ¢ + 3,
poderia ter significado um incremento ou nada. Mas entao, seja
qual for o significado atribuido a [, é preciso argumentar de modo
consistente com essa significagao, e nao proceder com duplo sentido:
o que seria um sofismo manifesto. ( , §XIII, varidveis
alteradas para coincidir com o texto precedente)

Para defender o calculo infinitesimal face a Berkeley, poder-se-ia responder que
a linguagem dos “infinitesimais” é meramente figurada. Poder-se-ia dizer que,
desde que tomemos um triangulo bem pequeno, obteremos uma aproximagao
suficientemente boa a tangente. Berkeley tinha também uma resposta para
isto: embora isso pudesse bastar para a engenharia, minava o estatuto da
matematica, pois

dizem-nos que in rebus mathematicis errores quam minimi non sunt
contemnendi. [No caso da matemdtica, os menores erros nao devem
ser desprezados.] ( , , §IX)

A passagem em itédlico é uma citagao quase literal do préprio Newton na Qua-
drature of Curves (1704).

As objegoes filosdficas de Berkeley sdo profundamente incisivas. Nao obs-
tante, o calculo foi uma empresa enormemente bem-sucedida, e os matematicos
continuaram a uséd-lo sem incorrer em erro.
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