syn.1 Substituicao

fol:syn:sub:
sec

Definigao syn.1 (Substituicdo em um termo). Definimos s[t/z], o resul-
tado de substituir t por toda ocorréncia de x em s, recursivamente:

1. s=c¢  s[t/x] é simplesmente s.

2. s[t/x] é também simplesmente s, desde que y seja uma varidvel

s=y
ey Zx.
3. s=ux: s[t/x] ét.

4. s= f(t1,...,tn): s[t/z] é f(ta1]t/x], ... talt/x]).

Definigao syn.2. Um termo t estd livre para x em ¢ se nenhuma das ocorréncias
livres de x em ¢ ocorre no escopo de um quantificador que liga uma variavel
em ¢.

Exemplo syn.3.
1. vg estd livre para v; em Jv3A3(vs3, vi)

2. f2(v1, v2) ndo estd livre para vy em VvaA%(vp, v2)

Definicao syn.4 (Substituicdo em a férmula). Se ¢ é a férmula, x é a varidvel,

e t é um termo livre para x em ¢, entdo ¢[t/z] é o resultado de substituir ¢ por
todas as ocorréncias livres de z em ¢.

1 o=1: ot/a] é L.

2. o=T: olt/z]éT.

3. p=P(tr,....ta): @lt/z] 6 P(ti[t/a],. ... ta]t/2]).
4 o=t =to: lt/z] & ti[t/a] = ta[t/a].

o= plt/a] é ~lt/a].

e=(AX): lt/z] & (Ylt/x] A X]t/x]).

=@ Vx): olt/z] é (Y[t/z] v x[t/x]).
p=(
¢

® N

Y= x): plt/a] & (Plt/z] — x[t/x]).
=W ox): elt/z] & (Yft/z] < x[t/z]).

10. ¢ =Wy o[t/z] é Yy [t/x], desde que y seja uma varidvel diferente de
x; caso contrario o[t/x] é simplesmente .

11. o =Jyp: [t/z] é Ty [t/x], desde que y seja uma varidvel diferente de
x; caso contrario ¢[t/x] é simplesmente .
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explanation

Note que a substitui¢do pode ser vacua: Se x ndo ocorre de modo algum
em o, entdao o[t/x] é simplesmente .

A restrigao de que t deve estar livre para = em ¢ é necesséaria para excluir
casos como o seguinte. Se ¢ = Jyx < y e t = y, entdo @[t/x] seria Jyy < y.
Neste caso a variavel livre y é “capturada” pelo quantificador Jy ao substituir,
e isso é indesejavel. Por exemplo, gostariamos que fosse o caso que, sempre que
Va1 vale, ¥[t/x] também vale. Mas considere Vo Jyz < y (aqui ¢ é Jyx < y).
E uma sentenca que é verdadeira a respeito, por exemplo, dos niimeros naturais:
para todo nimero x hd um nimero y maior que ele. Se permitissemos y como
uma possivel substituicdo para z, terminarfamos com ¢¥[y/z] = Jyy < y, que
é falsa. Prevenimos isso exigindo que nenhuma das varidveis livres em ¢ acabe
sendo ligada por um quantificador em ¢.

Frequentemente usamos a seguinte convencao para evitar notagao incomoda:
Se ¢ é a férmula que pode conter a varidvel z livre, também escrevemos ¢(x)
para indicar isso. Quando esté claro qual ¢ e  temos em mente, e ¢t é um termo
(suposto estar livre para x em @(z)), entdo escrevemos o(t) como abreviagao
de @[t/z]. Assim, por exemplo, poderfamos dizer, “chamamos ¢(t) de uma
instancia de Va ¢(x).” Com isso queremos dizer que se ¢ é qualquer férmula,
x a varidvel, e t um termo que estd livre para x em ¢, entdo ¢[t/z] é uma
instancia de Vz ¢.
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