syn.1 Estruturas para Linguagens de Primeira Ordem

folsyn:str: - As linguagens de primeira ordem sdo, por si mesmas, ndo interpretadas: 0S8 explanation

**° sfmbolos de constante, simbolos de funcéo e simbolos de predicado nao tém ne-
nhum significado especifico associado a eles. Os significados sao dados especificando-
se a estrutura. Ela especifica o dominio, isto é, os objetos que os simbolos de
constante denotam, sobre os quais os simbolos de funcao operam e sobre os
quais os quantificadores variam. Além disso, ela especifica quais simbolos de
constante denotam quais objetos, como a simbolo de funcao mapeia objetos
para objetos, e a quais objetos os simbolos de predicado se aplicam. Estrutu-
ras sao a base para as nogoes semanticas em logica, por exemplo, a nogao de
consequéncia, validade, satisfatibilidade. Elas sao chamadas de varias formas
na literatura: “estruturas”, “interpretagoes” ou “modelos”.

Definigao syn.1 (Estruturas). A estrutura 9, para uma linguagem L de
l6gica de primeira ordem consiste nos seguintes elementos:

1. Dominio: um conjunto nao vazio, ||

2. Interpretacao dos simbolos de constante: para cada simbolo de cons-
tante ¢ de £, um membro ¢™ € |9

3. Interpretacao dos simbolos de predicado: para cada simbolo de predi-
cado R de m lugares de £ (distinto de =), uma relacdo de n lugares
R™ C |m|"

4. Interpretagao dos simbolos de fun¢ao: para cada simbolo de funcao f de
n lugares de £, uma funcio de n lugares f™: |9M|" — |M|

Exemplo syn.2. A estrutura 9 para a linguagem da aritmética consiste em
um conjunto, um elemento de |9, o™, como interpretacdo do simbolo de
constante 0, uma fungao de um lugar /”: |9M] — |9, duas fungdes de dois
lugares +™ ¢ x™ ambas [M|> — M|, e uma relagio de dois lugares <™ C

2
|90

Um exemplo 6bvio de tal estrutura é o seguinte:

1. M =N

2. 0" =0

3. ”(n) = n + 1 para todos n € N

4. +M(n,m) = n + m para todos n,m € N

5. x™(n,m) = n - m para todos n,m € N

6. <= {(n,m):neNmeNn<m}
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digression

A estrutura 91 para L 4 assim definida é chamada de modelo padrao da aritmética,
porque interpreta as constantes nao légicas de £ 4 exatamente como se espera-
ria.

No entanto, ha muitas outras estruturas possiveis para L£4. Por exemplo,
poderiamos tomar como dominio o conjunto Z dos inteiros em vez de N, e definir
as interpretagoes de o, /, +, X, < adequadamente. Mas também podemos
definir estruturas para £ 4 que nao tém nada, nem mesmo remotamente, a ver
com numeros.

Exemplo syn.3. Uma estrutura 97 para a linguagem L, da teoria dos con-
juntos requer apenas um conjunto e uma unica relagao de dois lugares. Entao,
tecnicamente, por exemplo, o conjunto das pessoas mais a relacao “xr é mais
velho que 4” poderia ser usado como a estrutura para Lz, assim como N junto
com n > m para n,m € N.

Uma estrutura particularmente interessante para £z na qual os membros
do dominio sao de fato conjuntos, e a interpretacao de € é de fato a relagao “x
é um membro de y” é a estrutura HF dos conjuntos hereditariamente finitos:

L 193] =0U (D) U p(p(0)) Up(p(p®)) U. ..
2. €9 = {{z,y) : z,y € |9F|,x € y}.

As estipulagoes que fazemos sobre o que conta como a estrutura impactam
nossa légica. Por exemplo, a escolha de impedir dominios vazios garante, dada
a explicagdo usual de satisfacdo (ou verdade) para sentencas quantificadas, que
Jz (p(x) V —p(x)) é valida—isto é, uma verdade 16gica. E a estipulacao de
que todos os simbolos de constante devem referir-se a um objeto no dominio
garante que a generalizacao existencial é um padrao de inferéncia correto: p(a),
portanto 3z p(x). Se permitissemos que nomes se referissem a algo fora do
dominio, ou que nao se referissem, entdo estariamos a caminho de uma ldgica
livre, na qual a generalizagao existencial requer uma premissa adicional: ¢(a)
e Jxx = a, portanto 3z p(x).
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