fol:syn:its:
sec

Capitulo udf

Semantica da Loégica de Primeira
Ordem

syn.1 Introducao

Dar o significado das expressoes é o dominio da semantica. O conceito central
em seméantica é o de satisfacdo em a estrutura. A estrutura da significado
aos blocos de construgao da linguagem: a dominio é um conjunto nao vazio
de objetos. Os quantificadores sao interpretados como variando sobre esse
dominio, aos simbolos de constante sao atribuidos elementos no dominio, aos
simbolos de funcgao sao atribuidas fungoes do dominio para si mesmo, e aos
simbolos de predicado sao atribuidas relagoes sobre o dominio. O dominio
junto com as atribuigoes ao vocabulario basico constitui a estrutura. Varidveis
podem aparecer em férmulas, e para dar uma seméantica, também temos que
atribuir membros do dominio a elas—isto é uma atribuicao de varidveis. A
relagao de satisfagao, finalmente, retine tudo isso. A férmula pode ser satisfeita
em a estrutura 91 relativamente a uma atribuicao de varidveis s, escrita como
M,s F . Essa relagao também é definida por indugao sobre a estrutura
de ¢, usando as tabelas de verdade para os conectivos l6gicos para definir, por
exemplo, a satisfagdo de (¢ A 1) em termos da satisfacio (ou nédo) de ¢ e .
Acontece entao que a atribuicao de varidveis é irrelevante se a formula ¢ é
a sentenca, isto é, nao tem varidveis livres, e assim podemos falar de sentencgas
sendo simplesmente satisfeitas (ou ndo) em estruturas.

Com base na relacao de satisfagdo 9 F ¢ para sentencgas podemos entao de-
finir as nogoes semanticas basicas de validade, consequéncia e satisfatibilidade.
A sentenca é valida, F ¢, se toda estrutura a satisfaz. Ela é consequéncia de um
conjunto de sentencas, I' F ¢, se toda estrutura que satisfaz todas as sentencas
em I' também satisfaz . E um conjunto de sentencas é satisfativel se alguma
estrutura satisfaz todas as sentencas nele ao mesmo tempo. Como férmulas sao
definidas indutivamente, e a satisfagao é por sua vez definida por indugao sobre
a estrutura das formulas, podemos usar indugao para provar propriedades de
nossa semantica e para relacionar as nogoes semanticas definidas.



syn.2 Estruturas para Linguagens de Primeira Ordem

explanation  As linguagens de primeira ordem sdo, por si mesmas, nao interpretadas: 0S fol:syn:str:

simbolos de constante, simbolos de funcdo e simbolos de predicado néo tém ne- °*
nhum significado especifico associado a eles. Os significados sao dados especificando-
se a estrutura. Ela especifica o dominio, isto é, os objetos que os simbolos de
constante denotam, sobre os quais os simbolos de fun¢ao operam e sobre os
quais os quantificadores variam. Além disso, ela especifica quais simbolos de
constante denotam quais objetos, como a simbolo de funcao mapeia objetos
para objetos, e a quais objetos os simbolos de predicado se aplicam. Estrutu-

ras sao a base para as nogoes semanticas em logica, por exemplo, a nogao de
consequéncia, validade, satisfatibilidade. Elas sao chamadas de varias formas

na literatura: “estruturas”, “interpretagoes” ou “modelos”.

Definigdo syn.1 (Estruturas). A estrutura 9, para uma linguagem £ de
l6gica de primeira ordem consiste nos seguintes elementos:

1. Dominio: um conjunto nao vazio, ||

2. Interpretacdo dos simbolos de constante: para cada simbolo de cons-
tante ¢ de £, um membro ¢™ € ||

3. Interpretagcao dos simbolos de predicado: para cada simbolo de predi-
cado R de n lugares de £ (distinto de =), uma relacdo de n lugares
R™ C |m|"

4. Interpretacao dos simbolos de func¢ao: para cada simbolo de funcao f de
n lugares de £, uma funcio de n lugares f™: |9M|" — |M|

Exemplo syn.2. A estrutura 91 para a linguagem da aritmética consiste em
um conjunto, um elemento de |90, o™, como interpretacdo do simbolo de
constante 0, uma fungao de um lugar /' : 9] — M|, duas fungdes de dois
lugares +™ ¢ x™ ambas [M|> — M|, e uma relagio de dois lugares <™ C

2
R

Um exemplo 6bvio de tal estrutura é o seguinte:

1. 9 =N

2. 0" =0

3. M(n) = n + 1 para todos n € N

4. +”(n,m) = n + m para todos n,m € N

5. x™(n,m) = n - m para todos n,m € N

6. <= {(n,m):neNmeNn<m}
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sec

A estrutura 1 para L 4 assim definida é chamada de modelo padrao da aritmética

)
porque interpreta as constantes nao légicas de £ exatamente como se espera-
ria.

No entanto, ha muitas outras estruturas possiveis para L£4. Por exemplo,
poderiamos tomar como dominio o conjunto Z dos inteiros em vez de N, e definir
as interpretagoes de o, /, +, X, < adequadamente. Mas também podemos
definir estruturas para £, que nao tém nada, nem mesmo remotamente, a ver

) 9
com numeros.

Exemplo syn.3. Uma estrutura 91 para a linguagem Lz da teoria dos con-
juntos requer apenas um conjunto e uma tnica relagao de dois lugares. Entao,
tecnicamente, por exemplo, o conjunto das pessoas mais a relagdo “x é mais
velho que y” poderia ser usado como a estrutura para Lz, assim como N junto
com n > m para n,m € N.

Uma estrutura particularmente interessante para £z na qual os membros
do dominio s@o de fato conjuntos, e a interpretacao de € é de fato a relagao “x
é um membro de y” é a estrutura HF dos conjuntos hereditariamente finitos:

L 95T =0Up0) U p(p) U p(p(p@) U...;

2. €% = {{a.y) 12,y € [95] .7 € y).

As estipulagoes que fazemos sobre o que conta como a estrutura impactam
nossa légica. Por exemplo, a escolha de impedir dominios vazios garante, dada
a explicacdo usual de satisfacdo (ou verdade) para sentencas quantificadas, que
Jz (p(x) V —p(x)) é valida—isto é, uma verdade ligica. E a estipulacao de
que todos os simbolos de constante devem referir-se a um objeto no dominio
garante que a generalizacao existencial é um padrao de inferéncia correto: p(a),
portanto 3z p(x). Se permitissemos que nomes se referissem a algo fora do
dominio, ou que nao se referissem, entao estariamos a caminho de uma ldgica
livre, na qual a generalizagdo existencial requer uma premissa adicional: (a)
e Jxx = a, portanto 3z ().

syn.3 Estruturas Cobertas para Linguagens de Primeira
Ordem

Lembre-se de que um termo é fechado se nao contém variaveis.

Definigao syn.4 (Valor de termos fechados). Se ¢ é um termo fechado da
linguagem L e M é a estrutura para L, o valor Val™ (t) é definido como segue:

1. Se t é apenas o simbolo de constante ¢, entdo Val™ (¢) = ¢™.
2. Se t é da forma f(t1,...,t,), entéo

Val™ (1) = fP(Val™ (t1), ..., Val™ (,)).
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Definigao syn.5 (Estrutura Coberta). A estrutura é coberta se todo ele-
mento do dominio é o valor de algum termo fechado.

Exemplo syn.6. Seja £ a linguagem com os simbolos de constante zero, um,
dois, ..., o simbolo de predicado binario <, e os simbolos de fungao binarios
+ e x. Entdo a estrutura 9t para £ é aquela com dominio || = {0,1,2,...}
e atribuicoes zero™ = 0, um™ =1, dois™ = 2, ¢ assim por diante. Para o
simbolo de relacdo bindrio <, o conjunto <™ é o conjunto de todos os pares
(c1,c2) € |£)3?|2 tais que ¢; é menor que co: por exemplo, (1,3) € <™ mas
(2,2) ¢ <M. Para o simbolo de funcio bindrio +, defina +™ da maneira
usual—por exemplo, +%(2,3) resulta em 5, e analogamente para o simbolo
de funcao bindrio x. Portanto, o valor de quatro é apenas 4, e o valor de
x(dois,+(tres,zero)) (ou em notagao infixa, dois x (tres + zero)) é

Val™(x(dois, +(tres, zero))) =
Val™(dois), Val™ (4(tres, zero)))
Val™ (dois), +™ (Val™ (tres), Val™ (zero)))

7
Y
Em(do/sm7 +m(tresm, zerom))
m
(
(

Problema syn.1. 9, o modelo padrao da aritmética, é coberto? Explique.

syn.4 Satisfacao de a Formula em a Estrutura

explanation A Nn0¢ao basica que relaciona expressoes como termos e férmulas, por um lado, folisyn:sat:

e estruturas, por outro, sao as de valor de um termo e satisfacao de a férmula.
Informalmente, o valor de um termo é um membro de a estrutura—se o termo
é apenas uma constante, seu valor é o objeto atribuido a constante pela es-
trutura, e se ele é construido usando simbolos de funcao, o valor é calculado a
partir dos valores das constantes e das fungoes atribuidas as fungoes no termo.
A férmula é satisfeita em a estrutura se a interpretacao dada aos predicados
torna a formula verdadeira no dominio da estrutura. Essa nogao de satisfagao
é especificada indutivamente: a especificacao da estrutura afirma diretamente
quando férmulas atomicas sao satisfeitas, e definimos quando uma férmula
complexa é satisfeita dependendo do conectivo principal ou quantificador e de
se as subférmulas imediatas sao ou nao satisfeitas.

O caso dos quantificadores aqui é um pouco delicado, pois a subféormula
imediata de uma férmula quantificada tem uma variavel livre, e estruturas nao
especificam os valores das varidveis. Para lidar com essa dificuldade, também
introduzimos atribui¢ées de varidveis e definimos a satisfacdo nao em relagao
a a estrutura sozinha, mas em relacao a a estrutura mais uma atribuicao de
variaveis.
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fol:syn:sat:

defn:satisfaction

Definigdo syn.7 (Atribuicdo de Varidveis). Uma atribuicdo de varidveis s
para a estrutura 9t é uma funcao que mapeia cada varidvel para um membro
de |9, isto é, s: Var — |2|.

A estrutura atribui a valor a cada simbolo de constante, e uma atribuigao
de variaveis a cada varidvel. Mas queremos usar termos construidos a partir
deles para também nomear membros do dominio. Para isso, definimos o valor
dos termos indutivamente. Para simbolos de constante e varidveis, o valor é
exatamente como a estrutura ou a atribuicdo de varidveis o especifica; para
termos mais complexos, ele é calculado recursivamente usando as fungoes que
a estrutura atribui aos simbolos de fungao.

Definicao syn.8 (Valor de Termos). Se t é um termo da linguagem £, 9t
é a estrutura para L, e s é uma atribuicao de varidveis para 9, o valor Valzn (t)
é definido como segue:

L t=c Val?'(t) = ™
2. t=ax: Vall'(t) = s(z).
3.t = fty, ... ty):

ValZ (1) = fP(ValZ (1), ..., Val (1),

Definigao syn.9 (z-Variante). Se s é uma atribuicao de varidveis para a es-
trutura 91, entdo qualquer atribuicido de varidveis s’ para 9 que difere de s
no maximo no que atribui a x é chamada de z-variante de s. Se s’ é uma
x-variante de s escrevemos s’ ~ s.

Note que uma x-variante de uma atribuicdo s nao precisa atribuir algo
diferente a z. De fato, toda atribuig¢ao conta como uma z-variante de si mesma.

Definigao syn.10. Se s é uma atribuicao de varidveis para a estrutura 9 e
m € ||, entdo a atribuicdo s[m/z]| é a atribuicao de varidveis definida por

stmfal(y) =7 T

s(y) caso contrério.

Em outras palavras, s[m/xz| é a x-variante particular de s que atribui o
membro m do dominio a x, e atribui as mesmas coisas as variaveis diferentes
de x que s atribui.

Definicao syn.11 (Satisfagao). A satisfagdo de a férmula ¢ em a estru-
tura 91 relativamente a uma atribuicao de variaveis s, em simbolos: 9, s F ¢,
é definida recursivamente como segue. (Escrevemos 9, s ¥ ¢ para significar
“nao M, s F ©”.)

1. p=1: M sk e
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explanation

2. p=T: M sk .

3. 9= R(ty,... ty): M, sk @sse (Valll(ty),..., Val'(t,)) € R™.

4. o=t =ty M, sEsse Valli (t) = ValXl(ty).

5. o= M s E @ sse M, s~ .

6. o= (W Ax): MskEpsseMsEYeMsEx.

7. 0=@Vyx): MsEpsse M sEYouM, sk x (ouambos).

8. p=(W—x): MsE psse M skEpouM, sE x (ouambos).

9. p = (Y x): M s E psse ouambos M s E e MsE x, ounem
M, s E 1 nem M, s E x.

10. o =Vz: M, s E ¢ sse para todo membro m € M|, M, sjm/x] E .

11. ¢ = Jz:  M,s E ¢ sse para pelo menos um membro m € |IM|,
M, sm/x] E 1.

As atribuicoes de varidveis s@o importantes nas ultimas duas clausulas. Nao
podemos definir a satisfagdo de Va1)(z) por “para todo m € ||, M E p(m)”.
Nao podemos definir a satisfagdo de 3z ¢ (x) por “para pelo menos um m € |9,
M E p(m)”. A razdo é que, se m € |M|, ele ndo é um simbolo da linguagem,
e portanto ¥ (m) néo é a férmula (isto é, ¥[m/xz] é indefinido). Também nao
podemos supor que temos simbolos de constante ou termos disponiveis que
nomeiem cada membro de 91, j4 que nao ha nada na definicao de estruturas
que o exija. Na linguagem padrao, o conjunto de simbolos de constante é
infinito enumerdvel, entao se |M| nao é enumerdvel nao hé sequer simbolos de
constante suficientes para nomear cada objeto.

Resolvemos esse problema introduzindo atribuicoes de varidveis, que nos
permitem ligar varidveis diretamente a membros do dominio. Entao, em vez
de dizer que, por exemplo, Jz(x) é satisfeita em 9 sse para pelo menos
um m € |M|, dizemos que ela é satisfeita em M relativamente a s sse P(x) é
satisfeita relativamente a s[m/x| para pelo menos um m € |91|.

Exemplo syn.12. Seja £ = {a,b, f, R} onde a e b sdo simbolos de constante,
f é um simbolo de fungao de dois lugares, e R é um simbolo de predicado de
dois lugares. Considere a estrutura 9% definida por:

1 || = {1,2,3,4}

2. aM =1
3. M =2
4. M (z,y) =x+ysex+y <3e=3 caso contrario.

5. R™ = {<1)1>7 <1’2>7 <273>7 <274>}
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A funcdo s(z) = 1 que atribui 1 € |91 a cada varidvel é uma atribuigdo de
varidveis para 1.
Entao

Val" (f(a, b)) = f*(Valy" (a), Valy" (b)).

Como a e b sio stmbolos de constante, Val?* (a) = a™ = 1 e Val?* (b) = b™ = 2.
Entao

Val? (f(a,b)) = f™(1,2) =1+2 = 3.
Para calcular o valor de f(f(a,b),a) temos que considerar
Val" (f(f(a,b),a)) = [ (Vall' (f(a,b)), Vali" (a)) = f™(3,1) = 3,
ja que 3+ 1> 3. Como s(z) =1 e Val™(x) = s(z), também temos

ValZ' (f(f(a,b),2)) = f™(Val' (f(a,b)), Vall' (z)) = f™(3,1) = 3,

Uma férmula atomica R(tq,ts) é satisfeita se a tupla de valores de seus
argumentos, isto é, (Val?'(t1), Val™ (t5)), é um membro de R™. Assim, por
exemplo, temos M, s £ R(b, f(a,b)) ja que (Val™ (b), Val™ (f(a,b))) = (2,3) €
R™ mas M, s ¥ R(z, f(a,b)) ja que (1,3) ¢ R™[s].

Para determinar se uma férmula nao atomica ¢ é satisfeita, aplicam-se as
clausulas da definigao indutiva que se aplicam ao conectivo principal. Por
exemplo, o conectivo principal em R(a,a) — (R(b,z) V R(z,b)) é 0 —, e

M, s F R(a,a) = (R(b,x) V R(x,b)) sse
M, s ¥ R(a,a) ou M, s E R(b,x) V R(z,b)

Como M, s F R(a,a) (porque (1,1) € R™) ainda ndo podemos determinar a
resposta e devemos primeiro descobrir se M, s F R(b,x) V R(z,b):

M, s E R(b,z)V R(x,b) sse
M, s E R(b,z) ou M, s E R(x,b)

E este é o caso, ja que M, s E R(z,b) (porque (1,2) € R™).

Lembre-se de que uma z-variante de s é uma atribuicao de varidveis que
difere de s no méximo no que atribui a z. Para cada membro de |[9], hd uma
z-variante de s:

s1 = s[1/x], s9 = s[2/x],
s3 = s[3/x], sq = s[d/x].
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Assim, por exemplo, so(z) = 2 e s2(y) = s(y) = 1 para todas as varidveis y
diferentes de x. Estas sao todas as z-variantes de s para a estrutura 9, ja que
|90t = {1,2,3,4}. Note, em particular, que s; = s (s é sempre uma z-variante
de si mesma).

Para determinar se uma férmula quantificada existencialmente 3z p(x) é
satisfeita, temos que determinar se 9, s[m/x] E ¢(x) para pelo menos um
m € |IM]. Assim,

M, s F Iz (R(b,x) V R(x,b)),

ja que M, s[1/x] E R(b,x) V R(x,b) (s[3/x] também serviria). Mas,
M, s ¥ Jx (R(b,z) A R(x,b))

j& que, qualquer que seja o m € |9M| que escolhamos, M, sjm/z] ¥ R(b,x) A
R(z,D).

Para determinar se uma férmula quantificada universalmente Vx o(z) é sa-
tisfeita, temos que determinar se M, s[m/x] F ¢(x) para todo m € |M|. Assim,

M, s E Ve (R(z,a) = R(a,x)),

j& que M, sim/x] F R(x,a) — R(a,x) para todo m € |9M|. Para m = 1, temos
M, s[1/z] E R(a,x) entdo o consequente é verdadeiro; para m = 2, 3, e 4, temos
M, s[m/x] ¥ R(x,a), entdo o antecedente é falso. Mas,

M, s E Ve (R(a,z) —» R(z,a))

j& que M, s[2/z] ¥ R(a,z) — R(x,a) (porque M, s[2/x] E R(a,x) e M, s[2/x] ¥
R(z,a)).
Para um caso mais complicado, considere

Vz (R(a,z) — Jy R(x,y)).

Como M, s[3/z] ¥ R(a,x) e M, s[4/x] # R(a,z), os casos interessantes em que
temos que nos preocupar com o consequente do condicional sao apenas m =1
e =2. M, s[1/z] E Jy R(z,y) vale? Vale se hd pelo menos um n € || tal que
M, s[1/z][n/y] E R(x,y). De fato, se tomarmos n = 1, temos s[1/z][n/y] =
s[1/y] = s. Como s(z) =1, s(y) =1, e (1,1) € R™, a resposta é sim.

Para determinar se 9, s[2/xz] F Jy R(x,y), temos que olhar para as atri-
buigoes de varidveis s[2/x][n/y]. Aqui, para n = 1, essa atribuigdo é sy =
s[2/x], que ndo satisfaz R(x,y) (s2(x) = 2, so(y) = 1, e (2,1) ¢ R™). No en-
tanto, considere s[2/7][3/y] = s2[3/y]. M, s2[3/y] F R(x,y) ja que (2,3) € R™,
e assim M, so F Jy R(z,y).

Assim, para todo n € |9, ou M, s[m/x] ¥ R(a,z) (se m = 3, 4) ou
M, s[m/x] F Iy R(z,y) (se m =1, 2), e assim

M, s EVe (R(a,z) — Jy R(z,y)).

Por outro lado,
M, s ¥ Iz (R(a,x) AVy R(z,y)).
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fol:syn:ass:
sec

fol:syn:ass:
prop:valindep

Temos M, s[m/z] F R(a,x) apenas para m = 1 e m = 2. Mas para ambos
esses valores de m, hd por sua vez um n € |9, a saber n = 4, tal que
M, sim/x][n/y] ¥ R(z,y) e assim M, sjm/x] £ Vy R(x,y) param =1e m = 2.
Em suma, nao ha m € |9M| tal que M, s[m/z] E R(a,x) AVy R(z,y).

Problema syn.2. Seja £ = {c, f, A} com um simbolo de constante, um simbolo
de fungao de um lugar e um simbolo de predicado de dois lugares, e seja a es-
trutura 9 dada por

1. |m| = {1,2,3}
2. M =3
3. /(1) =2,f7(2) =3, f7(3) =2
4. A™ = {(1,2),(2,3),(3,3)}
(a) Seja s(v) = 1 para todas as varidveis v. Descubra se
M, s =z (A(f(2),¢) = Vy (A(y,2) vV A(f(y),2)))

Explique por que sim ou por que nao.
(b) Dé uma estrutura e uma atribuicdo de varidveis diferentes nas quais a
férmula nao seja satisfeita.

syn.5 Atribuigoes de Variaveis

Uma atribuigao de varidveis s fornece um valor para toda varidavel—e ha in-
finitas delas. Isso, é claro, nao é necessario. Exigimos que as atribuigoes de
varidveis atribuam valores a todas as variaveis simplesmente porque isso torna
as coisas muito mais faceis. O valor de um termo ¢, e se a férmula ¢ é satisfeita
em a estrutura com respeito a s, dependem apenas das atribuicoes que s faz
as varidveis em ¢t e as variaveis livres de . Esse é o contelddo das proximas
duas proposigoes. Para tornar precisa a ideia de “depende de”, mostramos que
quaisquer duas atribuigoes de variaveis que concordam em todas as varidveis
em t dao o mesmo valor, e que  é satisfeita relativamente a uma sse é satisfeita
relativamente a outra se duas atribuicoes de varidveis concordam em todas as
varidveis livres de .

Proposigao syn.13. Se as varidveis em um termo t estao entre x1, ..., Ty,
e s1(x;) = so(x;) parai =1, ..., n, entdo Valg)f(t) = Valzj;(t).

Prova. Por inducao sobre a complexidade de t. Para o caso base, ¢ pode ser
a simbolo de constante ou uma das variaveis xy, ..., x,. Se t = ¢, entao
ValZl(t) = ™ = Vall\(t). Se t = x;, s1(x;) = s2(x;) pela hip6tese da pro-
posi¢ao, e assim Val?f(t) = s1(z;) = s2(x;) = Val?;(t).

semantics rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 9
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Para o passo indutivo, suponha que t = f(¢1,...,%x) e que a afirmacao vale
para ti, ..., ty. Entao

Val?! (t) = ValZl (f(t1, ..., tk))
= fm(Val?f(tl)7 e ,Val?f(tk)).

Para j =1, ..., k, as varidveis de t; estao entre x1, ..., x,. Pela hipétese de
indugéo, Val?f(tj) = Val?;(tj). Assim,

Vall' (t) = Va2l (f(t1,- . ., tr))
= P (Valll (t1), ..., Vall' (1))
= [P (Vall (t1), ..., Valo (t1,))

= Vall (f(t1,...,tx)) = Vall (1). O
Proposigao syn.14. Se as varidveis livres em ¢ estGo entre Ty, ..., Ty, € folsyn:ass:
s1(z;) = sa(x;) parai=1, ..., n, entdo M, s1 E ¢ sse M, s2 E . prop:satindep

Prova. Usamos indugao sobre a complexidade de . Para o caso base, onde ¢
é atomica, ¢ pode ser: T, L, R(ty,...,tx) para um predicado R de k lugares
e termos tq, ..., tg, ou t; = ty para termos t; e to. Nos dois ultimos casos,
demonstramos apenas a direcao direta do bicondicional, ja que a prova da
reciproca é simétrica.

1. p=T: tanto 9N, s; F ¢ quanto M, s2 F ¢.

2. p=_1: tanto M, s; ¥ ¢ quanto M, sq F .

3. ¢ = R(t1,...,tg): seja M, s1 E ¢. Entdo
(ValZ¥(t1), ..., Vall\ (tx)) € R™.

Parai =1, ..., k, Val?f(ti) = Valsg(ti) por Proposicao syn.13. Entao
também temos (Valg(ti), . ,Vadgjzt (tx)) € R™, e portanto M, s5 F ¢.

4. ¢ =t; =ty: suponha M, s; F p. Entdo Valz?(tl) = Valzt(tg). Assim,

Valzj; (t1) = Valsmf (t1) (por Proposicao syn.13)
= Val?f(tg) (j& que M, s1 F t1 = ta)
= Val?;(tg) (por Proposi¢ao syn.13),

entao M, so E t1 = to.
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Agora suponha 9, s1 F ¢ sse M, so F 1 para todas as férmulas ) menos
complexas que ¢. O passo de indugao procede por casos determinados pelo
operador principal de ¢. Em cada caso, demonstramos apenas a dire¢ao direta
do bicondicional; a prova da diregao reversa é simétrica. Em todos os casos ex-
ceto os dos quantificadores, aplicamos a hipdtese de inducao as sub-férmulas
de . As varidveis livres de v est@o entre as de ¢. Assim, se s; e so concordam
nas variaveis livres de ¢, elas também concordam nas de 1, e a hipdtese de
indugao se aplica a .

1. p = se M, s1 F g, entao M, s1 F 1, entdo pela hipétese de inducao,
M, so ¥ 1), portanto M, so E .

2. p=vAx: se M s; F g, entao M,s1 F Y e M, s1 F x, entao pela
hipétese de inducao, M, so F Y e M, so F x. Portanto, M, so F ¢.

3. o= Vx: se M, sy F p, entao M, s1 F ¢ ou M, s; F x. Pela hipdtese
de inducao, M, so F ¥ ou M, so F x, entao M, so F .

4. p=1Y—=x: seM, sy F p, entao M, s; ¥ ¢ ou M, s; F x. Pela hipdtese
de inducao, M, so ¥ Y ou M, so F x, entao M, 52 F .

5. p =t x: se M, s1 F p, entao ou M, s1 F e M, s1 F x, ouIM,s1 ¥ Y
e M, sy ¥ x. Pela hipdtese de indugao, ou M, so F ¢ e M, s2 F x ou
M, so 1 e M, so ¥ x. Em qualquer caso, M, so F .

6. o =3xp: se M, s1 F ¢, hd um m € |M| tal que M, s1[m/x] E . Sejam

s) = s1[m/x] e sy = sa[m/x]. As varidveis livres de 1) estdo entre xq,

sy Tp, e xS () = sh(x;), jA que s} e s, sdo z-variantes de s e so,

respectivamente, e por hipdtese s1(z;) = sa(x;). s)(x) = sh(x) = m pela

forma como definimos s e s5. Entao a hip6tese de indugao se aplica a 1

e sh, sh, entdo M, s E 1. Portanto, ja que sh = sa[m/x], hd um m € |9M|
tal que I, sa[m/x] E ), e assim M, s E @.

7. ¢ =Vai: se M, s1 E ¢, entdo para todo m € |M|, M, s1[m/x] E .
Queremos mostrar que também, para todo m € |9, M, sa[m/z] E .
Entao seja m € |9M| arbitrédrio, e considere s§ = s[m/xz] e sy = s[m/x].
Temos que M, s} E 1. As varidveis livres de ¢ estdo entre 1, ..., z,, e .
sh(x;) = sh(x;), jd que s e s sdo x-variantes de $1 e sg, respectivamente,
e por hipétese s1(x;) = sa(x;). si(z) = sh(z) = m pela forma como
definimos s} e s5. Entéo a hipdtese de inducao se aplica a i) e s}, s}, e
temos M, s5 = 9. Isso se aplica a todo m € |M|, isto &, M, sa[m/x] E ¢
para todo m € |9, entao M, s2 E .

Por indugao, obtemos que 9, s1 F ¢ sse M, so E p sempre que as varidveis
livres em @ estao entre x1, ..., z, € s1(x;) = so(x;) parai =1, ..., n. O

Problema syn.3. Complete a prova de Proposicao syn.14.
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explanation Sentencas nao tém varidveis livres, entao quaisquer duas atribuicoes de
varidveis atribuem as mesmas coisas a todas as (zero) varidveis livres de qual-
quer sentenga. A proposicdo que acabamos de provar significa, entdo, que se
a sentenca é satisfeita ou ndo em uma estrutura relativamente a uma atribuigao
de varidveis é completamente independente da atribuicao. Registraremos esse
fato. Ele justifica a defini¢ao de satisfacao de a sentenga em a estrutura (sem
mencionar uma atribuicdo de varidveis) que segue.

Corolario syn.15. Se ¢ ¢ a sentenca e s uma atribuicdo de varidveis, entdo foi:syn:ass:
M, s E o sse M, s' F ¢ para toda atribuicdo de varidveis s'. cor:sat-sentence

Prova. Seja s’ uma atribuicao de varidveis qualquer. Como ¢ é a sentenca, ela
nao tem variaveis livres, e assim toda atribuigdo de varidveis s’ trivialmente
atribui as mesmas coisas a todas as variaveis livres de ¢ que faz s. Entao a
condic¢ao de Proposigao syn.14 é satisfeita, e temos M, s = ¢ sse M, s’ F . O

Definigao syn.16. Se ¢ é a sentenca, dizemos que a estrutura 9 satisfaz ¢, folisyn:ass:
M E p, sse M, s E ¢ para todas as atribuigdes de varidveis s. defnisatisfaction

Se M E ¢, também dizemos simplesmente que ¢ € verdadeira em M. A
nocao de satisfagao se estende naturalmente de sentengas individuais para con-
juntos de sentencas.

Definigao syn.17. Se I' é um conjunto de sentencas I, dizemos que a estru- fol:syn:ass:

tura M satisfaz ', M E I', sse M E ¢ para todo p € T defnisat
Proposigao syn.18. Seja M a estrutura, ¢ a sentenga, e s uma atribui¢@o foi:syn:ass:

de varidveis. ME o sse M, s E . prop:sentence-sat-true
Prova. Exercicio. O

Problema syn.4. Prove Proposicao syn.18

Proposicao syn.19. Suponha que p(x) contém apenas x livre, € M € a es- fol:syniass:
trutura. Entao: prop:sat-quant

1. ME Tz p(z) sse M, s E p(z) para pelo menos uma atribuicdo de varidveis s.

2. MEVap(x) sse M, s E p(x) para todas as atribuicdes de varidveis s.
Prova. Exercicio. O
Problema syn.5. Prove Proposicao syn.19.

Problema syn.6. Suponha que £ é uma linguagem sem simbolos de func¢ao.
Dada uma estrutura 91, ¢ a simbolo de constante e a € ||, defina M[a/c]

como a estrutura que é exatamente como M, exceto que cMle/el = q. Defina
M |= ¢ para sentencas ¢ por:
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fol:syn:ext:
sec

1. ¢ =1L: ndoM|E .
2. p=T: M|E .
3. o = R(dy,...,d,): M= @sse (d,...,d") € R™.

4. o =dy =dy: M| p sse dT = dF'.

5. ¢ = M | ¢ sse ndo M |= .

6. p= (W AX): M= psseM[E1peM|E=x.

T. o=V X): M| sse M= ou M= x (ou ambos).

8. o= (h—x): M| sse nio M |j= 1 ou M |= x (ou ambos).

9. o= (Y x): M= ¢ sse ou ambos M |= 1 e M [|= x, ou nem M [= o

nem N |= x.

10. ¢ =Vz: DM | ¢ sse para todo a € M|, M[a/c] |E= ¥[c/x], se ¢ ndo
ocorre em .

11. o = Jxzh: M |E= ¢ sse hd um a € |M] tal que M[a/c] |E Y[c/z], se ¢

nao ocorre em .

Sejam z1, ..., x, todas as varidveis livres em ¢, ¢q, ..., ¢, simbolos de cons-
tante ndo presentes em @, ai, ..., a, € |M|, e s(x;) = a;.

Mostre que M, s F @ sse May/c1,...,an/cn] |E ©ler/x1]. .. [en/Tn)].

(Este problema mostra que é possivel dar uma semantica para a légica de
primeira ordem que dispensa atribuicoes de varidveis.)

Problema syn.7. Suponha que f é um simbolo de fungéo nao presente em p(z, y).

Mostre que ha a estrutura 9 tal que MM E Va Jy p(z, y) sse hd uma N tal que
M E Ve o, f(x)).

(Este problema é um caso especial do que é conhecido como Teorema de
Skolem; VY ¢(z, f(x)) é chamado de forma normal de Skolem de Va Iy p(z,y).)

syn.6 Extensionalidade

A extensionalidade, as vezes chamada de relevancia, pode ser expressa infor-
malmente da seguinte forma: os tnicos fatores que influenciam a satisfagao
de formula ¢ em a estrutura 9t em relagao a uma atribui¢ao de variaveis s
sao o tamanho do dominio e as atribuicoes feitas por 91 e s aos elementos da
linguagem que de fato aparecem em .

Uma consequéncia imediata da extensionalidade é que, quando duas estru-
turas M e M’ concordam em todos os elementos da linguagem que aparecem
em uma sentenca ¢ e tém o mesmo dominio, 9t e M’ também devem concordar
quanto a se  em si é verdadeira ou nao.
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Proposicao syn.20 (Extensionalidade). Seja ¢ a formula, e My e My folisynicat:
estruturas com |9My| = |Ma|, e s uma atribuicio de varidveis sobre |9My| = Pprop:eatensionality
M|, Se ™ = M2 RM = RM2 e M = M2 parq todo simbolo de

constante ¢, simbolo de relagao R, e simbolo de funcao f que ocorre em ¢,

entao My, s E ¢ sse Ma, s F .

Prova. Primeiro prove (por inducao sobre t) que, para todo termo, Vadzﬁ1 (t) =
Valznz (t). Entao prove a proposi¢do por indugdo sobre ¢, fazendo uso da
afirmagcao que acabamos de provar para a base da inducao (onde ¢ é atdémica).[]

Problema syn.8. Faca a prova de Proposicao syn.20 em detalhe.

Corolario syn.21 (Extensionalidade para Sentencas). Seja ¢ a sentenca foisynsest:
e My, My como em Proposicao syn.20. Entao M1 E ¢ sse My E . cor:eztensionality-sent

Prova. Segue de Proposicao syn.20 por Corolario syn.15. O

Além disso, o valor de um termo, e se a estrutura satisfaz ou nao a férmula,
dependem apenas dos valores de seus subtermos.

Proposicao syn.22. Seja M a estrutura, t e t' termos, e s uma atribui¢ao fol:syn:est:
de varidveis. Entio Val?* (t[t' /x]) = Val?EVal?(t,)/$] (t). propsest-terms

Prova. Por indugao sobre t.

1. Se t é6 uma constante, digamos, t = ¢, entdo t[t'/z] = ¢, e Val?'(c) =
m
M= Vals[\/algﬁ(tf)/z] ().

2. Se t é uma varidvel diferente de z, digamos, t = y, entao t[t'/z] = y, e
Val™ (y) = Va‘l?[?Valgn(t')/m] (y) j& que s ~g s[Val?* (') /z].

3. Se t = z, entao t[t'/z] = t'. Mas Val?f\,algn(t,)/x] (z) = Val™ (') pela
definicio de s[Val™ (¢')/x].

4. Set = f(t1,...,t,) entdo temos:

Val?' (t[t! /x]) =
= ValZ' (f(ti[t' /2], ..., tat' /2]))
pela definigao de t[t’/z]
= [T Val (B[t /2]), ., ValT (¢t /]))
pela definicao de Val™' (f(...))
= fm(valz?\/algﬁ(t/)/x] (t1), ... 7valz:{t\/algﬁ(t/)/x] (tn))
pela hipétese de indugao

= Val?[TValgn(t,)/z] (t) pela defini¢ao de Val?[z\,algn(t,)/w] (f(...)) O
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fol:syn:ext:

prop:ext-formulas

fol:syn:sem:
sec

Proposigao syn.23. Seja M a estrutura, ¢ a férmula, t' um termo, e s uma
atribui¢do de varidveis. Entio 9, s E @[t /] sse M, s[Val?' (t') /x] E .

Prova. Exercicio. O
Problema syn.9. Prove Proposicao syn.23

O ponto de Proposicoes syn.22 e syn.23 é o seguinte. Suponha que temos
um termo t ou a férmula ¢ e algum termo t', e queremos saber o valor de
t[t'/x] ou se @[t /x] é ou ndo satisfeita em a estrutura 9 em relagdo a uma
atribuicao de varidveis s. Entao podemos ou realizar a substituicao primeiro
e depois considerar o valor ou a satisfacdo em relacao a 9t e s, ou podemos
primeiro determinar o valor m = Val?'(t') de ¢’ em 9 em relacio a s, mudar
a atribuicdo de varidveis para s[m/z] e entdo considerar o valor de t em 9
e sim/x], ou se M, s[m/x] E @. Proposi¢oes syn.22 e syn.23 garantem que a
resposta serd a mesma, independentemente de como o facamos.

syn.7 Nocgoes Semanticas

Dada a definicao de estruturas para linguagens de primeira ordem, podemos
definir algumas propriedades semanticas béasicas de sentencas e relagoes entre
elas. A mais simples destas é a nocao de validade de uma sentenga. Uma sen-
tencga é valida se é satisfeita em toda estrutura. Sentencas validas sao aquelas
que sao satisfeitas independentemente de como os simbolos nao logicos nela
sao interpretados. Sentengas validas sao, portanto, também chamadas de ver-
dades logicas—elas sao verdadeiras, isto é, satisfeitas, em qualquer estrutura
e, portanto, sua verdade depende apenas dos simbolos 1égicos que nelas ocor-
rem e de sua estrutura sintatica, mas nao dos simbolos nao légicos ou de sua
interpretagao.

Definicao syn.24 (Validade). Uma sentenca ¢ é wvdlida, E ¢, sse M E ¢
para toda estrutura 91.

Definigao syn.25 (Consequéncia). Uma sentenga ¢ é consequéncia de um
conjunto de sentencas I', I' E ¢, sse para toda estrutura 9T com 9t F I,
M E .

Definicao syn.26 (Satisfatibilidade). Um conjunto de sentencas I" é sa-
tisfativel se 9 E I' para alguma estrutura 9. Se I' nao é satisfativel ele é

chamado de insatisfativel.

Proposigao syn.27. Uma sentenca ¢ € vdlida sse I' E ¢ para todo conjunto
de sentencas I.

Prova. Para a diregao direta, seja o valida, e seja I' um conjunto de sentencas.
Seja M a estrutura tal que M E I'. Como ¢ é valida, M F ¢, portanto I" F .
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Para a contrapositiva da direcao reversa, seja ¢ invélida, entao ha a estru-
tura 9 com M E p. Quando I' = {T}, como T é vdlida, M F I'. Portanto,
hé a estrutura 9 tal que MM E I mas M ¥ ¢, portanto ¢ nao é consequéncia
de I'. O

Proposicao syn.28. I'F ¢ sse I'U{—p} € insatisfativel.

Prova. Para a direcao direta, suponha I' F ¢ e suponha, ao contrario, que ha
a estrutura 9 tal que ME I'U{—~p}. Como MET e 'F p, MFE p. Além
disso, como M E I'U{—p}, M E —p, entdo temos tanto M E ¢ quanto N ¥ ¢,
uma contradi¢do. Portanto, ndo pode haver tal estrutura 9, entdo I' U {—p}
¢ insatisfativel.

Para a direcao reversa, suponha que I'U {—¢} é insatisfativel. Entéo, para
toda estrutura 9, ou M ¥ I" ou M F ¢. Portanto, para toda estrutura 9 com
MET, ME @, entdo I' F . O

Problema syn.10. 1. Mostre que I' F L sse I' é insatisfativel.
2. Mostre que I'U {p} F L sse I' E —p.

3. Suponha que ¢ nao ocorre em ¢ nem em I'. Mostre que I' E Vx ¢ sse
I'E plc/x].

Proposigao syn.29. Se I’ CI" e I' E ¢, entio I'" E .

Prova. Suponha que I' C IV ¢ I' F . Seja 9 uma estrutura tal que MM E I';
entao M F I', e como I' F ¢, obtemos que M F ¢. Portanto, sempre que
MET', ME ¢, entao I F . O

Teorema syn.30 (Teorema da Dedugado Semantica). I'U {¢} F ¢ sse
I'Ep—1.

Prova. Para a direcdo direta, seja I' U {¢} E 9 e seja 9 a estrutura tal que
MET. Se ME ¢, entao M E I' U {p}, entdo, como ¢ é consequéncia de
I' U {p}, obtemos M E 1. Portanto, M E ¢ — 1), entdo I' F ¢ — 1.

Para a diregao reversa, seja I' E p—1) e 9 a estrutura tal que M E I'U{p}.
Entao M E I', entao M F ¢ — ¢, e como M E ¢, M E . Portanto, sempre
que ME I'U {p}, ME Y, entdo I'U {p} E 1. O

Proposicao syn.31. Seja M a estrutura, e p(x) a formula com uma varidvel
livre x, e t um termo fechado. Entao:

1. o(t) E Jz p(x)
2. Vzp(z) E p(t)

Prova. 1. Suponha M E ¢(t). Seja s uma atribuigdo de varidveis com
s(x) = Val™(t). Entdao M, s E o(t) j4 que p(t) é a sentenca. Por Pro-
posi¢ao syn.23, M, s E p(x). Por Proposicao syn.19, M E Iz p(z).
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2. Suponha M E Va ¢(z). Seja s uma atribuicdo de varidveis com s(z) =
Valm(t). Por Proposicao syn.19, M, s F ¢(x). Por PlOpOSlgao syn.23,
M, s E p(t). Por Proposicao syn.18, M E p(t) ja que p(t) é a sentenca.
O

Problema syn.11. Complete a prova de Proposicao syn.31.
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