syn.1 Nogoes Semanticas

folsyn:sem: Dada a definicao de estruturas para linguagens de primeira ordem, podemos explanation
*¢ definir algumas propriedades semanticas bédsicas de sentencas e relacoes entre
elas. A mais simples destas é a nocdo de validade de uma sentenga. Uma sen-
tenca é vélida se é satisfeita em toda estrutura. Sentencas validas sao aquelas
que sao satisfeitas independentemente de como os simbolos nao légicos nela
sao interpretados. Sentengas validas sdo, portanto, também chamadas de ver-
dades logicas—elas sao verdadeiras, isto é, satisfeitas, em qualquer estrutura
e, portanto, sua verdade depende apenas dos simbolos 16gicos que nelas ocor-
rem e de sua estrutura sintatica, mas nao dos simbolos nao légicos ou de sua
interpretagao.

Definicao syn.1 (Validade). Uma sentenga ¢ é vdlida, F ¢, sse 9 E ¢ para
toda estrutura 9.

Definigao syn.2 (Consequéncia). Uma sentenga ¢ é consequéncia de um
conjunto de sentencas I', I' E ¢, sse para toda estrutura 9T com 9 F I,
M E .

Definicao syn.3 (Satisfatibilidade). Um conjunto de sentengas I" é satis-
fativel se 9 E I' para alguma estrutura 91. Se I’ nao é satisfativel ele é
chamado de insatisfativel.

Proposigao syn.4. Uma sentenca ¢ ¢é vdlida sse I' F ¢ para todo conjunto
de sentencas I.

Prova. Para a diregao direta, seja  valida, e seja I' um conjunto de sentengas.
Seja M a estrutura tal que M E I'. Como ¢ é valida, M F ¢, portanto I" F .

Para a contrapositiva da diregao reversa, seja ¢ invalida, entao hé a estru-
tura M com M ¥ . Quando I' = {T}, como T é vélida, M E I'. Portanto,
hé a estrutura 9 tal que M F I' mas M ¥ ¢, portanto ¢ nao é consequéncia
de I'. O

fol:syn:sem:  Proposigao syn.5. I'F ¢ sse I'U{—p} € insatisfativel.

prop:entails-unsat

Prova. Para a direcao direta, suponha I' F ¢ e suponha, ao contrario, que ha
a estrutura M tal que M E I'U {—p}. Como ME e I'F ¢, ME . Além
disso, como M E I'U{—p}, M E —p, entdo temos tanto M E ¢ quanto N ¥ ¢,
uma contradigao. Portanto, ndo pode haver tal estrutura 9, entdo I U {—p}
é insatisfativel.

Para a diregao reversa, suponha que I'U {—¢} é insatisfativel. Entao, para
toda estrutura 91, ou M ¥ I" ou M F ¢. Portanto, para toda estrutura 9 com
MET, ME ¢, entao I' F ¢. O

Problema syn.1. 1. Mostre que I' E L sse I' é insatisfativel.
2. Mostre que I'U {p} E L sse I' F —p.
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3. Suponha que ¢ nao ocorre em ¢ nem em I'. Mostre que I' F Vz ¢ sse
I'E plc/x].

Proposigao syn.6. Se I' CI" e I' E ¢, entdo I E .

Prova. Suponha que I' C I e I' E ¢. Seja 9t uma estrutura tal que MM E I';
entao M E I', e como I' E ¢, obtemos que 9 E ¢. Portanto, sempre que
MET, ME @, entado I E . O

Teorema syn.7 (Teorema da Dedugao Semaéntica). I' U {¢} F @ sse
I'Ep—1.

Prova. Para a direcao direta, seja I' U {¢} E ¥ e seja 9 a estrutura tal que
MET. Se ME ¢, entao M E I'U {p}, entdo, como 9 é consequéncia de
I'u{p}, obtemos M E 1. Portanto, M E ¢ — 1, entdo I' E ¢ — .

Para a diregdo reversa, seja I' E o —1) e 9 a estrutura tal que M E I'U{yp}.
Entao M F ', entao M F ¢ — 1, e como M E ¢, M E . Portanto, sempre
que ME I'U{p}, ME Y, entdo I'U {p} F . O

fol:syn:sem:

thm:sem-deduction

Proposicao syn.8. Seja M a estrutura, e p(x) a formula com uma varidvel fol:syn:sem:

livre x, e t um termo fechado. Entdo:

1. ¢(t) E Jx o(x)
2. Y o(x) F p(t)
Prova. 1. Suponha 9t E ¢(t). Seja s uma atribuigao de varidveis com s(x) =

Val™ (t). Entao 9, s E o(t) j& que @(t) é a sentenca. Por 22, M, s E ().
Por 77, M E Jx ¢(x).

2. Suponha M E Vz p(z). Seja s uma atribuicdo de varidveis com s(x)
Val™ (t). Por 72, M, s E p(z). Por 227, M, s £ o(t). Por 27, M E ©(t) j4
que ¢(t) é a sentenga.

O%F

Problema syn.2. Complete a prova de Proposicao syn.8.
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