syn.1 Atribuicoes de Variaveis

folisyn:ass:  Uma atribuigdo de varidveis s fornece um valor para toda varidvel—e ha in- explanation

*°“ finitas delas. Isso, é claro, nao é necessirio. Exigimos que as atribuicoes de
variaveis atribuam valores a todas as varidveis simplesmente porque isso torna
as coisas muito mais faceis. O valor de um termo ¢, e se a férmula ¢ é satisfeita
em a estrutura com respeito a s, dependem apenas das atribuigoes que s faz
as variaveis em t e as variaveis livres de ¢. Esse é o contetido das préximas
duas proposigoes. Para tornar precisa a ideia de “depende de”, mostramos que
quaisquer duas atribuigoes de varidveis que concordam em todas as varidveis
em t dao o mesmo valor, e que  é satisfeita relativamente a uma sse é satisfeita
relativamente a outra se duas atribuicoes de varidveis concordam em todas as
varidveis livres de .

fol:syn:ass: Proposigao syn.l. Se as varidveis em um termo t estdo entre x1, ..., Tp,
rop:valinde. . ~
provelintder o 1 (2;) = so(w;) parai =1, ..., n, entdo Valo' (t) = Valli(t).

Prova. Por inducao sobre a complexidade de t. Para o caso base, t pode ser
a simbolo de constante ou uma das varidveis xq, ..., x,. Se t = ¢, entao
Val?f(t) =" = Valzf(t). Se t = x;, s1(x;) = sa2(z;) pela hipétese da pro-
posi¢ao, e assim Val?f(t) = s1(x;) = sa(x;) = Val?; (t).

Para o passo indutivo, suponha que t = f(¢1,...,t;) e que a afirmagao vale
para ti, ..., ty. Entao

Val?t (t) = Val2X (f(t1, .. tx))
= P (Valll(t1),. .., Va2 (ty)).

Para j =1, ..., k, as varidveis de t; estao entre x1, ..., x,. Pela hipétese de
inducao, Valg‘?(tj) = Valzj; (t;). Assim,

Val?! (t) = Va2l (f(t1, ..., tk))
= M (Vall (t1),. .., Valo (t))
= P (Valll (t1),. .., Valok (t))

o m
= Val,, (f(t1,...,tx)) = Val, (). O
fol:syn:ass:  Proposigao syn.2. Se as varidveis livres em @ estdo entre x1, ..., T, €
propisatindep g, (1) = s9(x;) parai =1, ..., n, entao M, s1 F ¢ sse M, 53 F .

Prova. Usamos indugao sobre a complexidade de . Para o caso base, onde ¢
é atomica, ¢ pode ser: T, L, R(ty,...,t;) para um predicado R de k lugares
e termos t1, ..., tg, ou t; = ty para termos t; e to. Nos dois ultimos casos,
demonstramos apenas a direcao direta do bicondicional, ja que a prova da
reciproca é simétrica.

1. ¢ =T: tanto M, s; E ¢ quanto M, so F .
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2. p=_1: tanto M, s; F ¢ quanto M, s2 ¥ .
3. o= R(t1,...,tr): seja M, s1 E . Entao
(ValZl(t1), ..., Va2l (t;)) € R™.

Para i =1, ..., k, Val?f(ti) = Valg(t,») por Proposicao syn.1. Entao
também temos (Val?g(ti), ... ,Val?;(tk» € R™_ e portanto M, s5 E .

4. p =t; =t9: suponha M, s; F . Entéo Valg‘?(tl) = Valzt(tg). Assim,

Valzj; (t1) = Vad?lt (t1) (por Proposicao syn.1)
= Valg?(tg) (j& que M, s1 E t1 = t9)
= Val?; (t2) (por Proposicao syn.1),

entao M, so F t1 = to.

Agora suponha M, s1 F ¢ sse M, so F 1 para todas as féormulas ) menos
complexas que ¢. O passo de inducao procede por casos determinados pelo
operador principal de ¢. Em cada caso, demonstramos apenas a dire¢ao direta
do bicondicional; a prova da diregcao reversa é simétrica. Em todos os casos ex-
ceto os dos quantificadores, aplicamos a hipdtese de inducao as sub-férmulas
de . As varidveis livres de v est@o entre as de ¢. Assim, se s; e so concordam
nas varidveis livres de ¢, elas também concordam nas de 1, e a hipdtese de
indugao se aplica a 1.

1. o =—p: se M, s1 F p, entao M, s1 K 1, entao pela hipétese de indugao,
M, so ¥ 1, portanto M, s F .

2. p =Y Ax: seM,sy F o, entao M,s1 F P e M, s1 F x, entao pela
hipétese de indugao, M, so E ¥ e M, so F x. Portanto, M, s2 F .

3. o= Vx: seM, sy F p, entdo M, s1 F ¢ ou M, 51 F x. Pela hipdtese
de inducao, M, so F ¥ ou M, so F x, entao M, so F .

4. p =y = x: se M, s1 F @, entao M, s1 ¥ 1 ou M, s; E x. Pela hipdtese
de inducao, M, so £ ¥ ou M, so E x, entao M, so F .

5. o= x: se M, 81 F p, entaoouM,s1 F Y e M, s1 F x, ouM,s1 Y
e M, s1 ¥ x. Pela hipdtese de indugao, ou M, sy E 9 e M, s5 E x ou
M, so 1 e M, so ¥ x. Em qualquer caso, M, s2 F .

6. ¢ =3xp: se M, s1 E ¢, hd um m € |M| tal que M, s1[m/x] F . Sejam

sy = s1m/z] e sf = sa[m/x]. As varidveis livres de 1) estao entre zq,

coy Tp, € @ Sy(m;) = sh(x;), j4 que s e s, sdo x-variantes de s; e sg,

respectivamente, e por hipétese s1(z;) = so(z;). s)(z) = sh(z) = m pela

forma como definimos s e s,. Entao a hip6tese de indugao se aplica a 1

e s, sh, entdo M, s, E 1. Portanto, ja que s, = sa[m/x], hd um m € ||
tal que M, sa[m/x] E ), e assim M, s E .
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fol:syn:ass:
cor:sat-sentence

fol:syn:ass:

defn:satisfaction

fol:syn:ass:

defn:sat

fol:syn:ass:
prop:sentence-sat-true

7. ¢ =Vai: se M, s1 E ¢, entdo para todo m € |M|, M, s1[m/x] E .
Queremos mostrar que também, para todo m € ||, M, so[m/z] E ¢
Entao seja m € |9M| arbitrédrio, e considere s§ = s[m/xz] e s4 = s[m/z].
Temos que M, s} E 1. As varidveis livres de ¢ estdo entre 1, ..., z,, e .
sh(x;) = sh(x;), j4 que s e s sdo x-variantes de $1 e sg, respectivamente,
e por hipétese s1(x;) = sa(x;). si(z) = sh(z) = m pela forma como
definimos s} e s5. Entéo a hipdtese de inducao se aplica a i) e s}, s}, e
temos M, s5 = 9. Isso se aplica a todo m € |M|, isto &, M, sa[m/x] E ¢
para todo m € |9, entao M, s2 E .

Por inducgao, obtemos que 9, s1 F ¢ sse M, so F p sempre que as variaveis
livres em @ estdo entre x1, ..., z, € s1(x;) = so(x;) parai =1, ..., n. O

Problema syn.1. Complete a prova de Proposicao syn.2.

Sentencas nao tém varidveis livres, entao quaisquer duas atribuicoes de
varidveis atribuem as mesmas coisas a todas as (zero) varidveis livres de qual-
quer sentenca. A proposicdo que acabamos de provar significa, entdo, que se
a sentenca é satisfeita ou nao em uma estrutura relativamente a uma atribuigao
de varidveis é completamente independente da atribuicao. Registraremos esse
fato. Ele justifica a definigao de satisfagao de a sentencga em a estrutura (sem
mencionar uma atribuicdo de varidveis) que segue.

Corolario syn.3. Se ¢ € a sentenca e s uma atribuicao de varidveis, entdo
M, s E ¢ sse M, s’ & ¢ para toda atribuicdo de varidveis s'.

Prova. Seja s’ uma atribuicao de varidveis qualquer. Como ¢ é a sentenca, ela
nao tem varidveis livres, e assim toda atribuicao de varidveis s’ trivialmente
atribui as mesmas coisas a todas as varidveis livres de ¢ que faz s. Entao a
condigao de Proposigao syn.2 é satisfeita, e temos M, s £ p sse M, s’ Ep. O

Definigao syn.4. Se ¢ é a sentenca, dizemos que a estrutura 9 satisfaz @,
M E p, sse M, s F ¢ para todas as atribuicoes de varidveis s.

Se M F ¢, também dizemos simplesmente que ¢ € verdadeira em M. A

nocao de satisfagao se estende naturalmente de sentengas individuais para con-
juntos de sentencas.

Definigao syn.5. Se I' é um conjunto de sentencas I', dizemos que a estru-
tura M satisfaz I', M E I, sse M E ¢ para todo ¢ € I'.

Proposigao syn.6. Seja 9 a estrutura, ¢ a sentenca, e s uma atribuicao de
varidveis. M E ¢ sse M, s F .

Prova. Exercicio. O

Problema syn.2. Prove Proposicao syn.6
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Proposicao syn.7. Suponha que o(x) contém apenas x livre, e M € a estru- jol:syniass:
tura. EntdO prop:sat-quant

1. ME Tz p(x) sse M, s E p(z) para pelo menos uma atribuicdo de varidveis s.

2. MEVap(x) sse M, s E p(x) para todas as atribui¢des de varidveis s.
Prova. Exercicio. O
Problema syn.3. Prove Proposicao syn.7.

Problema syn.4. Suponha que £ é uma linguagem sem simbolos de func¢ao.
Dada uma estrutura 91, ¢ a simbolo de constante e a € ||, defina M[a/c]
como a estrutura que é exatamente como 9, exceto que cMla/el — . Defina
M | = ¢ para sentengas ¢ por:

1. o =L1: naoM|E .
2. o=T: M.

3. o = R(dy,...,d,): M= psse (dT,....,d") € R™.

4 p=dy =do: M| ¢ sse d® = dJ.

5. o =—1p: M = ¢ sse ndo M |= 9.

6. p=(WAY): M=y sse M= e M=y,

7. 0= @WVyx): M|E¢sseM|E 1 ouM|E x (ou ambos).

8. o= —=x): M|E ¢ ssenao M| ¢ ou M |= x (ou ambos).

9. o= (Y x): M|E v sse ouambos M |1 e M | x, ou nem M | o

nem M |= x.
10. ¢ =Vzy: M |E= ¢ sse para todo a € |M|, M[a/c] |E ¥[c/x], se ¢ ndo

ocorre em .

11. ¢ = 3Jz¢p: M |E ¢ sse hd um a € |M| tal que M[a/] |E Y[c/x], se ¢
nao ocorre em 1.

Sejam z1, ..., T, todas as variaveis livres em ¢, ¢y, ..., ¢, simbolos de cons-
tante ndo presentes em ¢, as, ..., a, € |M|, e s(x;) = a;.

Mostre que M, s E ¢ sse M(ay/c1, ..., an/cn] |E @ler/x1]. .. [en/zn].

(Este problema mostra que é possivel dar uma semantica para a légica de
primeira ordem que dispensa atribuicoes de varidveis.)

Problema syn.5. Suponha que f é um simbolo de fungao nao presente em p(z, y).
Mostre que hé a estrutura 2 tal que M E Va Ty p(z, y) sse hd uma N’ tal que
M EVrp(z, f(x)).

(Este problema é um caso especial do que é conhecido como Teorema de
Skolem; VY ¢(z, f(x)) é chamado de forma normal de Skolem de Va Iy p(z,y).)
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