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seq.1 Correcao

Um sistema de derivacao, tal como o calculo de sequentes, é correto se nao
pode derivar coisas que de fato ndo valem. A correcao é, assim, uma espécie de
propriedade de seguranca garantida para sistemas de derivacao. Dependendo
de qual propriedade da teoria da prova estd em questao, gostariamos de saber,
por exemplo, que

1. todo ¢ derivavel é valido;

2. se a sentenca é derivavel de algumas outras, ela também é consequéncia
delas;

3. se um conjunto de sentengas é inconsistente, ele é insatisfativel.

Essas sao propriedades importantes de um sistema de derivagao. Se alguma
delas nao vale, o sistema de derivacao é deficiente—ele deriva demais. Conse-
quentemente, estabelecer a corre¢ao de um sistema de derivacao é da maxima
importancia.

Como todas essas propriedades da teoria da prova sao definidas via deri-
vabilidade no célculo de sequentes de certos sequentes, provar (1)—(3) acima
requer provar algo sobre as propriedades semanticas dos sequentes derivaveis.
Primeiro definiremos o que significa um sequente ser wvdlido, e entao mostra-
remos que todo sequente derivdvel é valido. (1)—(3) seguem-se entdo como
corolarios desse resultado.

Definigao seq.1. A estrutura 9 satisfaz um sequente I' = A se, e somente
se, ou M ¥ ¢ para algum ¢ € I' ou M F ¢ para algum ¢ € A.
Um sequente é wvdlido se, e somente se, toda estrutura 9t o satisfaz.

Teorema seq.2 (Corregao). Se LK deriva © = =, entdo © = = € vdlido.

Prova. Seja 7 a derivagao de @ = =. Procedemos por indugao sobre o ntimero
de inferéncias n em 7.

Se o numero de inferéncias é 0, entao m consiste apenas em um sequente
inicial. Todo sequente inicial ¢ = ¢ é obviamente véalido, pois para toda 9,
ou ME p ou MFE .

Se o ntmero de inferéncias é maior que 0, distinguimos casos de acordo com
o tipo da inferéncia mais inferior. Pela hipdtese de indugao, podemos supor
que as premissas dessa inferéncia sao validas, ja que o nimero de inferéncias
na derivacao de qualquer premissa é menor que n.

Primeiro, consideramos as inferéncias possiveis com apenas uma premissa.

1. A tltima inferéncia é um enfraquecimento. Entdo © = Z é ¢, I' = A (se

a ultima inferéncia é WL) ou I' = A, ¢ (se é WR), e a derivacao termina
em uma de
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WL

= A
I'= A WR

= A
P, I'= A

P

Pela hipdtese de indugao, I' = A é valido, isto é, para toda estrutura 9,
ou ha algum y € I' tal que 9 ¥ x ou hd algum x € A tal que M F x.

Se M ¥ x para algum x € I', entdao x € © também, ja que © = ¢, I, e
assim 9% ¥ x para algum xy € ©. Analogamente, se 9 F x para algum
X € A, como xy € 5, M FE x para algum y € =. Consequentemente,
6 = Z é valido.

. A dltima inferéncia é —L: Entao a premissa da tultima inferéncia é I" =
A, p e a conclusao é —p, I' = A, isto é, a derivacao termina em

F:;A7g0
—p, I = A

-

e ©® = =, I enquanto = = A.

A hipétese de indugao nos diz que I' = A, p é viélido, isto é, para toda
M, ou (a) para algum y € I', M ¥ y, ou (b) para algum y € A, ME x,
ou (c) M E ¢. Queremos mostrar que © = = também ¢é vilido. Seja
M a estrutura. Se (a) vale, entdo hd x € I tal que M ¥ x, mas y € O
também. Se (b) vale, hd x € A tal que M F x, mas x € = também. Por
fim, se M E p, entao M E —p. Como —p € O, ha x € O tal que M E x.
Consequentemente, © = = ¢é valido.

. A ltima inferéncia é —R: Exercicio.

. A dltima inferéncia é AL: H4 duas variantes: ¢ A % pode ser inferido a
esquerda a partir de ¢ ou de ¥ no lado esquerdo da premissa. No primeiro
caso, 7 termina em

o, I’ = A
—— AL
p AN, I = A
e @ =p Ay, I enquanto = = A. Considere a estrutura 9. Como, pela
hipé6tese de indugdo, ¢, I" = A é vélido, (a) M ¥ ¢, (b) M ¥ x para
algum x € I', ou (¢) M E y para algum y € A. No caso (a), ME ¢ A1),
entdo hd x € © (a saber, ¢ A ) tal que MM ¥ x. No caso (b), hd x € I
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tal que M ¥ x, e x € © também. No caso (c), hd x € A tal que M E y,
e x € £ também, ja que = = A. Assim, em cada caso, I satisfaz
p AN, I = A. Como M era arbitrario, I' = A é valido. O caso em que
i A1 é inferido a partir de ¥ é tratado da mesma forma, mudando ¢
para 1.

5. A dltima inferéncia é VR: H& duas variantes: ¢ V 9 pode ser inferido a
direita a partir de ¢ ou de ¥ no lado direito da premissa. No primeiro
caso, 7 termina em

F:;A,gp

I'=> ApVy VR

Agora® =T'e = = A, pV. Considere a estrutura 9. Como I' = A, ¢
é valido, (a) M E ¢, (b) M E x para algum y € I', ou (¢) M E x para
algum x € A. No caso (a), M E ¢ V. No caso (b), hd x € I' tal que
M E x. No caso (c), hd x € A tal que ME x. Assim, em cada caso, M
satisfaz I' = A, p V1, isto é, ©® = =. Como IMN era arbitrario, © = = é
valido. O caso em que ¢ V 9 é inferido a partir de ¥ é tratado da mesma
forma, mudando ¢ para .

6. A ultima inferéncia é —R: Entao 7 termina em

o, I = Ay
I'= Aoy

R

Novamente, a hipdtese de inducao diz que a premissa ¢é valida; queremos
mostrar que a conclusdo também é vélida. Seja 9 arbitrario. Como
o, ' = A, é vélido, ao menos um dos seguintes casos ocorre: (a) M ¥ ¢,
(b) M E ¢, (c) M ¥ x para algum x € I', ou (d) M E x para algum
X € A. Nos casos (a) e (b), MM E @ — 1 e assim hd um y € A, p — ¢ tal
que M £ x. No caso (¢), para algum x € I', M ¥ x. No caso (d), para
algum y € A, M E x. Em cada caso, M satisfaz I' = A, ¢ — 1. Como
M era arbitrario, I' = A, ¢ — 9 é vélido.

7. A ultima inferéncia é VL: Ent&o ha a férmula ¢(z) e um termo fechado ¢
tais que 7 termina em

p(t), I = A
VL
Veo(x), I’ = A

soundness rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 3


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Queremos mostrar que a conclusdo Vz p(z),I" = A é valida. Considere
a estrutura M. Como a premissa ¢(t), I’ = A é vélida, (a) MM Z (t), (b)
M ¥ x para algum x € I', ou (c) M E x para algum y € A. No caso (a),
por 7?7, se M E V p(x), entao M E ¢(t). Como M E p(t), M ¥ Vr o(x)
. Nos casos (b) e (c), M também satisfaz Va ¢(z), ' = A. Como I era
arbitrario, Vx ¢(x), I" = A é valido.

8. A dltima inferéncia é dR: Exercicio.

9. A dltima inferéncia é VR: Entdo ha a férmula ¢(z) e a simbolo de cons-
tante a tais que 7 termina em

r= A, p(a)
I' = AVze(x)

VR

em que a condigao de variavel prépria é satisfeita, isto é, a nao ocorre em
o(z), I' ou A. Pela hipétese de inducao, a premissa da tltima inferéncia
é valida. Temos de mostrar que a conclusao também ¢é vélida, isto é, que
para qualquer estrutura 9, (a) M E Vaxp(z), (b) M ¥ x para algum
x € I', ou (c) M E x para algum y € A.

Suponha que 9 seja a estrutura arbitrdria. Se (b) ou (c) vale, termina-
mos, entao suponha que nenhuma vale: para todo x € I', M F x, e para
todo x € A, M ¥ x. Temos de mostrar que (a) vale, isto é, M E Vo ¢(x).
Por 77, basta mostrar que 9, s E p(x) para toda atribuigio de varigveis s.
Entao seja s uma atribuicao de varidveis arbitraria. Considere a estru-
tura 9 que é exatamente como M exceto que a™ = s(z). Por ??, para
qualquer x € I', M’ E x jd que a ndo ocorre em I, e para qualquer y € A,
MM ¥ x. Mas a premissa é vdlida, entao MM’ E ¢(a). Por 27, M’ s E ¢(a),
ja que p(a) é uma sentenca. Agora s ~, s com s(x) = Valzn/(a), ja que
definimos M’ exatamente desse modo. Assim ?7 se aplica, e obtemos
M, s E p(z). Como a ndo ocorre em p(z), por 77, M, s E p(z). Como
s era arbitrario, completamos a prova de que M, s F p(z) para toda
atribuigao de variaveis.

10. A dltima inferéncia é JL: Exercicio.
Agora consideremos as inferéncias possiveis com duas premissas.

1. A dltima inferéncia é um corte: entdo 7 termina em

r= A p w, I = A
ri= AA

Cut
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Seja 9 a estrutura. Pela hipdtese de inducao, as premissas sao validas,
entdo M satisfaz ambas as premissas. Distinguimos dois casos: (a) M E ¢
e (b) M E . No caso (a), para que I satisfaca a premissa esquerda, ela
deve satisfazer I' = A. Mas entdo também satisfaz a conclusdo. No caso
(b), para que 9 satisfaca a premissa direita, ela deve satisfazer IT \ A.
Novamente, 90t satisfaz a conclusao.

2. A 1ultima inferéncia é AR. Entao 7 termina em

I'=Ay¢ I= A3
I'=> ANy

AR

Considere a estrutura 99t. Se 9 satisfaz I" = A, terminamos. Entao
suponha que ndo. Como I' = A, ¢ é valido pela hipétese de inducio,
M E ¢. Analogamente, como I' = A 1 é valido, 9 E . Mas entdo
ME @ A.

3. A 1ultima inferéncia é VL: Exercicio.

4. A dltima inferéncia é —L. Entao 7 termina em

I'= Ay 1= A
o=, 0T = AA

—L

Novamente, considere a estrutura 9 e suponha que 91 nao satisfaca
IIT = A, A. Temos de mostrar que M ¥ ¢ — . Se M ndo satisfaz
Il = A, A, nao satisfaz nem I' = A nem I = A. Como I' = A,
é valido, temos M F ¢. Como ¢, Il = A é vélido, temos M ¥ . Mas
entao M ¥ ¢ — 1, que é o que queriamos mostrar. O

Problema seq.1. Complete a prova de Teorema seq.2.

Corolario seq.3. Sel ¢, entdo ¢ € vdlido.

Corolario seq.4. Se I'F ¢, entdo I' F .

Prova. Se I' - p, entao, para algum subconjunto finito Iy C I', ha a derivacao
de I'hy = ¢. Por Teorema seq.2, toda estrutura 9t ou torna algum v € I} falso

ou torna ¢ verdadeiro. Logo, se M E I', entao também M F . O

Corolario seq.5. Se I € satisfativel, entdo € consistente.
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Prova. Provamos a contrapositiva. Suponha que I ndo seja consistente. Entao
hd um Iy C I finito e a derivagao de Iy = . Por Teorema seq.2, Iy = €
valido. Em outras palavras, para toda estrutura 91, ha xy € Iy tal que 9 ¥ x,
e como Iy C I'; esse x também estd em ['. Assim, nenhuma 901 satisfaz I'; e

I" nao é satisfativel. O
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