fol:prf:ntd:
sec

prf.1 Deducao Natural

A dedugao natural é um sistema de derivacao destinado a espelhar o ra-
ciocinio real (especialmente o tipo de raciocinio regimentado empregado por
matemadticos). O raciocinio real procede por vdrios padroes “naturais”. Por
exemplo, a prova por casos nos permite estabelecer uma conclusao com base em
uma premissa disjuntiva, estabelecendo que a conclusao segue de qualquer um
dos disjuntos. A prova indireta nos permite estabelecer uma conclusao mos-
trando que sua negagao leva a uma contradigdo. A prova condicional estabelece
uma afirmacgao condicional “se ...entao ...” mostrando que o consequente se-
gue do antecedente. A deducao natural é uma formalizagdo de algumas dessas
inferéncias naturais. Cada um dos conectivos légicos e quantificadores vem com
duas regras, uma de introdugao e uma de eliminagao, e cada uma corresponde
a um desses padroes de inferéncia natural. Por exemplo, —Intro corresponde
a prova condicional, e VElim & prova por casos. Uma regra particularmente
simples é AElim, que permite a inferéncia de ¢ A ¢ para ¢ (ou ).

Uma caracteristica que distingue a dedugao natural de outros sistemas de
derivagao é o uso de hipoteses. Uma derivagao em dedugao natural é uma
arvore de formulas. Uma tnica féormula fica na raiz da arvore de formulas, e as
“folhas” da arvore sao formulas das quais a conclusao é derivada. Na deducgao
natural, algumas férmulas folha desempenham um papel dentro da derivacao,
mas sao “consumidas” quando a derivacao atinge a conclusao. Isso corresponde
a pratica, no raciocinio real, de introduzir hipéteses que s6 permanecem em vi-
gor por um curto periodo. Por exemplo, em uma prova por casos, assumimos
a verdade de cada um dos disjuntos; na prova condicional, assumimos a ver-
dade do antecedente; na prova indireta, assumimos a verdade da negacao da
conclusao. Essa maneira de introduzir hipéteses hipotéticas e depois descarta-
las a servigo de estabelecer um passo intermediario é uma marca da dedugao
natural. As férmulas nas folhas de uma derivacao em dedugao natural sao cha-
madas de hipodteses, e algumas das regras de inferéncia podem descarregé-las.
Por exemplo, se temos uma derivacao de 1 a partir de algumas hipdteses que
incluem ¢, entdo a regra —Intro nos permite inferir ¢ — 1 e descartar qual-
quer hipétese da forma . (Para acompanhar quais hipdteses sdo descartadas
em quais inferéncias, rotulamos a inferéncia e as hipéteses que ela descarta
com um ndmero.) As hipdteses que permanecem nao descarregadas no final
da derivacao sao, juntas, suficientes para a verdade da conclusao, de modo que
uma derivacao estabelece que suas hipdteses nao descarregadas implicam sua
conclusao.

A relagdo I' F ¢ baseada na dedugado natural vale se, e somente se, hd
uma derivacao em que @ ¢é a ultima sentenca na arvore, e toda folha que
estd nao descarregada estd em I'. ¢ é um teorema na deducao natural se,
e somente se, hd uma derivacao em que ¢ é a tultima sentenca e todas as
hipoteses sao descarregadas. Por exemplo, aqui estd uma derivacao que mostra

que - (@ Ap) = o
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O rétulo 1 indica que a hipétese ¢ A 1) é descarregada na inferéncia —Intro.

Um conjunto I' é inconsistente se, e somente se, I' - L na dedugao natu-
ral. A regra |; faz com que, a partir de um conjunto inconsistente, qualquer
sentenca possa ser derivada.

Sistemas de dedugao natural foram desenvolvidos por Gerhard Gentzen e
Stanistaw Jaskowski na década de 1930, e depois por Dag Prawitz e Frederic
Fitch. Porque suas inferéncias espelham métodos naturais de prova, é favo-
recida por filosofos. As versdes desenvolvidas por Fitch sdo frequentemente
usadas em livros introdutérios de légica. Na filosofia da légica, as regras da
dedugao natural as vezes foram tomadas como dando os significados dos ope-
radores 1égicos (“seméntica da Teoria da Prova”).
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