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prf.1 Introdugao

As légicas comumente tém tanto uma seméantica quanto um sistema de de-
rivacdo. A semantica trata de conceitos como verdade, satisfatibilidade, va-
lidade e consequéncia. O propésito dos sistemas de derivacao é fornecer um
método puramente sintatico de estabelecer consequéncia e validade. Eles sao
puramente sintaticos no sentido de que uma derivagao em tal sistema é um
objeto sintdtico finito, geralmente uma sequéncia (ou outra disposigao finita)
de sentencas ou formulas. Bons sistemas de derivacao tém a propriedade de
que qualquer sequéncia ou disposicao dada de sentencas ou féormulas pode ser
verificada mecanicamente como “correta”.

Os sistemas de derivagao mais simples (e historicamente os primeiros) para
a logica de primeira ordem foram aziomdticos. Uma sequéncia de férmulas
conta como uma derivagao em tal sistema se cada férmula individual nela é
ou esta entre um conjunto fixo de “axiomas” ou segue de férmulas anterio-
res na sequéncia por uma entre um numero fixo de “regras de inferéncia”—e
pode ser verificado mecanicamente se uma férmula é um axioma e se segue
corretamente de outras férmulas por uma das regras de inferéncia. Sistemas
de derivagao axiomaticos sao faceis de descrever—e também faceis de tratar
meta-teoricamente—mas as derivagoes neles sao dificeis de ler e entender, e
também dificeis de produzir.

Outros sistemas de derivagao foram desenvolvidos com o objetivo de faci-
litar a construgao de derivacoes ou facilitar a compreensao de derivagoes uma
vez completas. Exemplos sao a dedugao natural, arvores de verdade, também
conhecidas como provas por tableaux, e o cdlculo de sequentes. Alguns siste-
mas de derivagao sao projetados especialmente com a mecanizacao em mente;
por exemplo, o método da resolugéo é ficil de implementar em software (mas
suas derivagoes sdo essencialmente impossiveis de entender). A maioria desses
outros sistemas de derivacao representa derivagoes como arvores de férmulas
em vez de sequéncias. Isso facilita ver quais partes de uma derivacao dependem
de quais outras partes.

Assim, para uma dada légica, como a logica de primeira ordem, os dife-
rentes sistemas de derivacao darao diferentes explicacoes do que significa uma
sentenca ser um teorema e o que significa uma sentenga ser derivavel a partir
de outras. Seja como for feito isso (via derivacoes axiomaticas, dedugbes na-
turais, derivacoes de sequentes, drvores de verdade, refutagoes por resolucao),
queremos que essas relagoes correspondam as nogoes semanticas de validade e
consequéncia. Escrevamos | ¢ para “p é um teorema” e “I" I ¢” para “p é
derivavel de I'.” Seja como for I definido, queremos que corresponda a F, isto
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é:
1. ¢ se, e somente se, F ¢
2. I' + ¢ se, e somente se, ['F ¢

A direcao “somente se” acima é chamada de corre¢do. Um sistema de derivagao
é correto se a derivabilidade garante consequéncia (ou validade). Todo sistema
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de derivagao decente tem que ser correto; sistemas de derivacao incorretos
nao sao uteis de modo algum. Afinal, o propdsito inteiro de uma derivagao
¢é fornecer uma garantia sintdtica de validade ou consequéncia. Provaremos a
corregao para os sistemas de derivagao que apresentamos.

A direcao conversa “se” também é importante: é chamada de completude.
Um sistema de derivacao completo é forte o suficiente para mostrar que ¢ é um
teorema sempre que @ é valida, e que I' - ¢ sempre que I' F ¢. A completude
¢é mais dificil de estabelecer, e algumas logicas nao tém sistemas de derivagao
completos. A légica de primeira ordem tem. Kurt Godel foi o primeiro a provar
a completude para um sistema de derivacao da légica de primeira ordem em
sua dissertacao de 1929.

Outro conceito ligado aos sistemas de derivagao é o de consisténcia. Um
conjunto de sentencas é chamado inconsistente se qualquer coisa pode ser de-
rivada dele, e consistente caso contrario. A inconsisténcia é a contrapartida
sintatica da insatisfatibilidade: como conjuntos insatisfativeis, conjuntos in-
consistentes de sentencas nao fazem boas teorias; sao defeituosos de maneira
fundamental. Conjuntos consistentes de sentengas podem néo ser verdadei-
ros ou uUteis, mas pelo menos passam esse limiar minimo de utilidade l6gica.
Para diferentes sistemas de derivacao, a definicao especifica de consisténcia de
conjuntos de sentencas pode diferir, mas como -, queremos que a consisténcia
coincida com sua contrapartida semantica, a satisfatibilidade. Queremos que
seja sempre o caso que I’ é consistente se, e somente se, é satisfativel. Aqui,
a direcdo “somente se” corresponde a completude (consisténcia garante satis-
fatibilidade), e a diregio “se” corresponde & correcao (satisfatibilidade garante
consisténcia). De fato, para a l6gica cldssica de primeira ordem, as duas versoes
de corregao e completude sao equivalentes.
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