fol:ntd:sou:
sec

fol:ntd:sou:
thm:soundness

ntd.1 Corregao

Um sistema de derivagao, como a deducao natural, é correto se nao pode de-
rivar coisas que de fato nao seguem. A corregao é assim uma espécie de pro-
priedade de seguranca garantida para sistemas de derivagao. Dependendo de
qual propriedade da Teoria da Prova estd em questao, gostariamos de saber,
por exemplo, que

1. toda sentenca derivavel é valida;

2. se uma sentenca é derivavel a partir de outras, ela também é uma con-
sequéncia delas;

3. se um conjunto de sentencas é inconsistente, ele é insatisfativel.

Estas sao propriedades importantes de um sistema de derivacao. Se alguma
delas nao vale, o sistema de derivacao é deficiente—ele deriva demais. Con-
sequentemente, estabelecer a correcao de um sistema de derivacao é da maior
importancia.

Teorema ntd.1 (Correcado). Se ¢ € derivdvel a partir das hipdteses nao
descarregadas I', entao I' F .

Prova. Seja & uma derivacao de ¢. Procedemos por induc¢do no nimero de
inferéncias em 6.

Para a base da indug@ao, mostramos a afirmagao quando o numero de in-
feréncias é 0. Neste caso, J consiste apenas de uma unica sentenga ¢, isto
é, uma hipdtese. Essa hipdtese é nao descarregada, pois hipéteses s6 podem
ser descarregadas por inferéncias, e nao ha inferéncias. Assim, qualquer estru-
tura 9 que satisfaz todas as hipoteses nao descarregadas da prova também
satisfaz .

Agora o passo indutivo. Suponha que ¢ contém n inferéncias. A(s) pre-
missa(s) da inferéncia mais baixa sdo derivadas usando sub-derivacoes, cada
uma das quais contém menos de n inferéncias. Assumimos a hipétese de
inducgao: as premissas da inferéncia mais baixa seguem das hipdteses nao des-
carregadas das sub-derivacoes que terminam nessas premissas. Temos que mos-
trar que a conclusao ¢ segue das hipoteses nao descarregadas de toda a prova.

Distinguimos casos de acordo com o tipo da inferéncia mais baixa. Primeiro,
consideramos as possiveis inferéncias com apenas uma premissa.

1. Suponha que a tltima inferéncia é —Intro: a derivacao tem a forma
I, [g]"
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Pela hipdtese de indugdo, L segue das hip6teses nao descarregadas I'U{p}
de ;. Considere a estrutura 9. Precisamos mostrar que, se 9 E I,
entao M E —w. Suponha por redugao ao absurdo que 9 F I', mas
M E -, isto é, M E ¢. Isto significaria que M F I' U {p}. Isto é
contrario a nossa hipotese de indugao. Logo, I F —p.

. A ultima inferéncia é AElim: ha duas variantes: ¢ ou ¢ pode ser inferido
da premissa ¢ A ©. Considere o primeiro caso. A derivacao J tem este
aspecto:

r
$5)
P AY .
2 AElim
Pela hipétese de indugao, ¢ A1 segue das hipdteses nao descarregadas I
de ;. Considere a estrutura 9. Precisamos mostrar que, se 9 F I,
entdo M E ¢. Suponha M F I'. Pela nossa hipétese de indugao (I" E
© A1), sabemos que M E p A . Por definicao, M E ¢ A1) se, e somente

se, ME g e ME Y. (O caso em que ¢ é inferido de ¢ A 9 é tratado de
forma similar.)

. A dltima inferéncia é VIntro: ha duas variantes: ¢ V 1 pode ser inferido
da premissa ¢ ou da premissa . Considere o primeiro caso. A derivacao
tem a forma

I
-y
©

——— VIntro
VY

Pela hipdtese de inducao, ¢ segue das hipéteses nao descarregadas I
de 6;. Considere a estrutura 9. Precisamos mostrar que, se MM F I
entdo M E ¢ V1p. Suponha M E I'; entdo M F ¢, pois I' E ¢ (a hipStese
de indugdo). Logo também deve ser o caso que MM F ¢V ih. (O caso em
que ¢ V 9 é inferido de v é tratado de forma similar.)

. A dltima inferéncia é —Intro: ¢ — v é inferido de uma subprova com
hipétese ¢ e conclusao 1, isto é,

I [e]”
6
n ﬁ —Intro
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Pela hipdtese de inducéao, ¥ segue das hipéteses nao descarregadas de 91,
isto é, I' U {p} E ¥. Considere a estrutura 9. As hipSteses nao des-
carregadas de § sao apenas I, pois ¢ é descartada na tultima inferéncia.
Precisamos mostrar que I' F ¢ — 9. Por redugao ao absurdo, suponha
que para alguma estrutura 9%, 9 E ' mas M ¥ ¢ — ). Assim, M E ¢
e M ¥ . Mas por hipétese, 1) é uma consequéncia de I" U {p}, isto é,
I E ¢, o que é uma contradigao. Logo, I'F ¢ — 1.

5. A dltima inferéncia é 1 ;: aqui, § termina em
r
51

1
o L
Pela hipétese de indugdo, I' F L. Temos que mostrar que I F . Supo-
nha o contrario; entao para algum 9 temos 9 E I" e M Z p. Mas sempre
temos M ¥ L, de modo que isto significaria que I' ¥ L, contrariando a
hipétese de indugao.

6. A ultima inferéncia é | : Exercicio.

7. A ultima inferéncia é VIntro: entao ¢ tem a forma

W VIntro

A premissa p(a) é consequéncia das hipéteses nao descarregadas I' pela
hip6tese de indugao. Considere alguma estrutura 9t tal que 9t £ I.
Precisamos mostrar que M F Vz p(x). Como Vz p(z) é a sentenga, isto
significa que temos que mostrar que para toda atribuigao de variaveis s,
M, s E p(x) (7). Como I" consiste inteiramente em sentencas, M, s = ¢
para todo ¥ € I" por ??. Seja 9 como M, exceto que a™ = s(x).
Como a nao ocorre em I', M’ E I" por ??. Como I" E ¢(a), M' E p(a).
Como p(a) é a sentenca, M, s E p(a) por 727. M, s E p(x) se, e somente
se, M E p(a) por 7?7 (lembre que ¢(a) é apenas (z)[a/x]). Assim,
M, s E ¢(x). Como a ndo ocorre em p(x), por 7?7, M, s F p(z). Mas s
foi uma atribuigao de varidveis arbitraria, de modo que M F Vz p(z).

8. A 1ltima inferéncia é dIntro: Exercicio.

9. A 1ultima inferéncia é VElim: Exercicio.
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Agora consideremos as possiveis inferéncias com vérias premissas: VElim,
Alntro, —Elim, e JElim.

1. A dltima inferéncia é Alntro. ¢ A 1 é inferido das premissas ¢ e ¥ e 0
tem a forma

I I
-5 2 02
¢
—— Alntro
eAY
Pela hipotese de inducao, ¢ segue das hipdteses nao descarregadas I
de 01 e 1) segue das hipéteses nao descarregadas I de do. As hipdteses
nao descarregadas de ¢ sao I} U I, de modo que temos que mostrar que
InUIy E o Avy. Considere a estrutura 9t com 9 F I U I5. Como

M E I, deve ser o caso que M E ¢, pois 11 F ¢, e como M E I, M E 1,
pois Iy F 4. Juntas, ME p A 1.

2. A dltima inferéncia é VElim: Exercicio.

3. A ultima inferéncia é —Elim. v é inferido das premissas ¢ — 1 e . A
derivacao ¢ tem este aspecto:

Fl [‘2
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%—w A Elim

Pela hipotese de inducao, p— 1 segue das hipdteses nao descarregadas Iy
de 41 e @ segue das hipdteses nao descarregadas I3 de d2. Considere
a estrutura 9. Precisamos mostrar que, se 9 F I'1 U I's, entao M F 1.
Suponha M F It U I, Como Ih F o =, ME o — 1. Como Is F ¢,
temos M F . Isto significa que M E 1 (pois se M ¥ 1, como M E ¢,
terfamos M ¥ ¢ — 1), contradizendo M F ¢ — ).

4. A dltima inferéncia é —Elim: Exercicio.

5. A 1ltima inferéncia é JFElim: Exercicio. O

Problema ntd.1. Complete a prova de Teorema ntd.1.

Corolario ntd.2. Set ¢, entdo ¢ € vdlida. Jol:ntd:sou:
cor:weak-soundness
Corolario ntd.3. Se I' € satisfativel, entao € consistente. folintd:sou:

cor:consistency-soundness
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Prova. Provamos a contrapositiva. Suponha que I" ndo é consistente. Entao
'+ 1, isto é, hd uma derivacao de L a partir de hipoteses nao descarregadas
em I'. Por Teorema ntd.1, qualquer estrutura 9 que satisfaz I" deve satisfazer
1. Como M ¥ L para toda estrutura 9%, nenhuma 90 pode satisfazer I, isto
é, I' nao é satisfativel. O
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