ntd.1 Derivabilidade e Consisténcia

folntd:prv:  Fistabeleceremos agora varias propriedades da relagao de derivabilidade. Elas
*¢ sao independentemente interessantes, mas cada uma desempenhard um papel
na prova do teorema da completude.

folntd:pro: Proposicao ntd.1. Se 't ¢ e I'U{p} € inconsistente, entao I é inconsis-
prop:provability-contr tente

Prova. Seja a derivacao de ¢ a partir de I" igual a §; e a derivacdao de L a
partir de I' U {¢} igual a d2. Podemos entdo derivar:
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Na nova derivacao, a hipdtese ¢ é descarregada, de modo que é uma derivagao
a partir de I. O

fotmtdpro; Proposigao ntd.2. I'F ¢ se, e somente se, I' U {—p} € inconsistente.

prop:prov-incons
Prova. Primeiro suponha que I' F ¢, isto é, hd uma derivacao dg de ¢ a partir
de hipéteses nao descarregadas I'. Obtemos uma derivacao de L a partir de
I' U {—¢} da seguinte forma:

r
= 8o

i ~Elim

L

Agora suponha que I' U {—¢} é inconsistente, e seja d; a derivagdo corres-
pondente de L a partir de hipdteses nao descarregadas em I'U{—p}. Obtemos
uma derivacao de ¢ apenas a partir de I" usando Lo
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Problema ntd.1. Prove que I' - - se, e somente se, I'U{p} é inconsistente.

folntd:pro: Proposigao ntd.3. SelI' k¢ e ~p € I', entao I' € inconsistente.

prop:explicit-inc
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Prova. Suponha que I' F ¢ e ~¢ € I'. Entao ha uma derivacao § de ¢ a partir
de I'. Considere esta aplicacao simples da regra —Elim:
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Como —p € I', todas as hipdteses nao descarregadas estao em [I'; isto mostra
que I'+ L. O

Proposicao ntd.4. Se I'U e I'U{—p} sao ambos inconsistentes, entao folntd:pro:
Posic ® P s
F éinCOnsistente prop:provability-ezhaustive

Prova. H& derivagoes 61 e d3 de L a partir de I' U {} e de L a partir de
I' U {—p}, respectivamente. Podemos entao derivar
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Como as hipoteses p e = sao descarregadas, isto é uma derivagao de L apenas
a partir de I'. Logo I é inconsistente. O
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