fol:ntd:ptn:
sec

fol:ntd:ptn:
prop:reflexivity

fol:ntd:ptn:
prop:monotonicity

fol:ntd:ptn:
prop:transitivity

ntd.1 Nocoes da Teoria da Prova

Esta secao retne as definicoes da relagao de demonstrabilidade e de
consisténcia para a dedugao natural.

Assim como definimos vérias nogdes semanticas importantes (validade, con-
sequéncia, satisfatibilidade), agora definimos no¢ées da Teoria da Prova cor-
respondentes. Elas nao sao definidas por apelo a satisfacao de sentencas em
estruturas, mas por apelo a derivabilidade ou nao derivabilidade de certas sen-
tencas a partir de outras. Foi uma descoberta importante que essas nogoes
coincidem. Que coincidem é o conteudo dos teoremas de correcdo e comple-
tude.

Definigao ntd.1 (Teoremas). Uma sentenca ¢ é um teorema se hd uma de-
rivagao de ¢ em dedugao natural na qual todas as hipéteses sao descarregadas.
Escrevemos F ¢ se ¢ é um teorema e ¥ ¢ se nao o é.

Defini¢ao ntd.2 (Derivabilidade). A sentenca ¢ é derivdvel de um con-
junto de sentencas I', I' F ¢, se hd uma derivacao com conclusao ¢ e na qual
toda hipotese é ou descarregada ou esta em I'. Se ¢ nao é derivavel de I,
escrevemos I ¥ .

Defini¢ao ntd.3 (Consisténcia). Um conjunto de sentencgas I" é inconsis-
tente se, e somente se, I' = 1. Se I' nao é inconsistente, isto é, se I ¥ L,
dizemos que é consistente.

Proposicao ntd.4 (Reflexividade). Se p € I', entdio ' F .

Prova. A hipétese ¢ por si s6 é uma derivagao de ¢ em que toda hipdtese nao
descarregada (isto é, ¢) estd em I. O

Proposicao ntd.5 (Monotonicidade). Se I’ C A e I't ¢, entio A+ .

Prova. Qualquer derivagao de ¢ a partir de I' é também uma derivagao de ¢
a partir de A. O

Proposicao ntd.6 (Transitividade). Se I' ¢ e {p} UAF 4, entdo I' U
Al .

Prova. Se I' - ¢, hd uma derivacao dp de ¢ com todas as hipéteses nao des-
carregadas em I'. Se {p} U A 1, entdo hd uma derivagao §; de ¢ com todas

as hip6teses nao descarregadas em {p} U A. Considere agora:
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As hipéteses nao descarregadas estdo agora todas entre I' U A, de modo que
isto mostra I" U A F 1. O

—Elim

Quando I' = {1, 2, . .., pr } é um conjunto finito, podemos usar a notagao
simplificada @1, s, ..., F ¥ para I' F ¢; em particular, ¢ F 1 significa que

{gp}l\ll_otz/;que se ' ek, entao I' F 1. Segue também que se 1, ..., o, F

v e I' F ¢; para cada i, entao ' .

Proposigao ntd.7. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes. fol:ntd:ptn:
1. I' € inconsistente. S
2. I' = ¢ para toda sentenca .
3. I'ty eI F -y para alguma sentenca .

Prova. Exercicio. O

Problema ntd.1. Prove Proposicao ntd.7

Proposicao ntd.8 (Compacidade). folintd:ptn:
prop:proves-compact

1. Se I' ¢, entdo hda um subconjunto finito Iy C I tal que Iy F .

2. Se todo subconjunto finito de I' € consistente, entao I' € consistente.

Prowva. 1. Se I' + ¢, entdo hd uma derivacao § de ¢ a partir de I'. Seja Iy
o conjunto de hipéteses nao descarregadas de . Como toda derivacao é
finita, Iy sé pode conter finitamente muitas sentengas. Assim, § é uma
derivacao de ¢ a partir de um I finito C I

2. Isto é a contrapositiva de (1) no caso especial ¢ = L. O]
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