Capitulo udf

Deducao Natural

Este capitulo apresenta um sistema de deducao natural no estilo de
Gentzen/Prawitz.

Para incluir ou excluir material relevante a deducao natural como sis-
tema de prova, use a tag “prfND”.

ntd.1 Regras e Derivagoes

folntd:rul: - Sistemas de dedugao natural pretendem ser um paralelo préximo do raciocinio explanation
**“ informal usado em provas matematicas (daf serem, de certo modo, “naturais”).
Provas em dedugao natural comecam com hipdteses. Em seguida, aplicam-se
regras de inferéncia. As hipdteses sao “descarregadas” pelas regras de inferéncia
—Intro, —Intro, VElim e JElim, e o rétulo da hipétese descarregada é colocado
ao lado da inferéncia para maior clareza.

Defini¢ao ntd.1 (Hipétese). Uma hipdtese é qualquer sentenca na posigao
mais alta de qualquer ramo.

Derivagoes em deducao natural sao certas arvores de sentencas, em que as
sentencas no topo sao hipdteses e, se a sentenca esta abaixo de um, dois ou trés
outros sequentes, ela deve seguir corretamente por uma regra de inferéncia.
As sentencas no topo da inferéncia sdo chamadas de premissas e a sentenca
abaixo, de conclusdo da inferéncia. As regras vém em pares, uma regra de
introdugao e uma de eliminagao para cada operador légico. Elas introduzem
a operador 16gico na conclusao ou removem a operador l6gico de uma premissa
da regra. Algumas das regras permitem que uma hipétese de certo tipo seja
descarregada. Para indicar qual hipdtese é descarregada por qual inferéncia,
também atribuimos rétulos tanto a hipdtese quanto & inferéncia. Isso é indicado
escrevendo-se a hipdtese como “[p]™.”

E costume considerar regras para todos os operadores logicos A, V, —, - e
1, mesmo que alguns deles sejam definidos.



ntd.2 Regras Proposicionais
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Regras para 1|
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Note que —Intro e |~ s@o muito semelhantes: a diferenga é que —Intro deriva
uma sentencga negada —p, mas 1 &, uma sentenga positiva .

Sempre que uma regra indica que alguma hipdtese pode ser descarregada,
ndés tomamos isso como uma permissao, mas nao uma exigéncia. Por exem-
plo, na regra —Intro, podemos descarregar qualquer nimero de hipdteses da
forma ¢ na derivacao da premissa 1, inclusive zero.

ntd.3 Regras de Quantificadores

Regras para V

p(a) v

0 V(@)
Va () o

0 VElim

Nas regras para V, ¢t é um termo fechado (um termo que nao contém nenhuma
varidvel), e a é a simbolo de constante que néo ocorre na concluséo Vz ¢(x), nem
em qualquer hipétese que esteja nao descarregada na derivacao que termina
com a premissa ¢(a). Chamamos a de varidvel prépria da inferéncia VIntro.'

Regras para 3

[so(c_z)}"

I — EIHtI'O
3 :
= (@) Bz () X
n X JElim

Novamente, ¢ é um termo fechado, e a é a simbolo de constante que nao ocorre
na premissa 3x ¢(x), na conclusio x, nem em qualquer hipétese que esteja nao

1Usamos o termo “varigvel prépria” embora a na regra acima seja uma constante. Isso
tem razoes historicas.
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explanation

explanation

explanation

descarregada nas derivagoes que terminam com as duas premissas (além das
hipéteses ¢(a)). Chamamos a de varidvel prépria da inferéncia JElim.

A condigao de que uma varidvel prépria nao ocorra nem nas premissas nem
em qualquer hipétese que esteja nao descarregada nas derivacoes que levam as
premissas para a inferéncia VIntro ou JElim é chamada de condi¢ao de varidvel
propria.

Lembre-se da convencgao de que, quando ¢ é a férmula com a variavel x
livre, indicamos isso escrevendo ¢(z). No mesmo contexto, p(t) é entdo uma
abreviagao de p[t/x]. Assim, poderfamos também escrever a regra JIntro como:

ot/ ]
©

=P dIntro

Note que ¢ pode ja ocorrer em ¢, por exemplo, ¢ poderia ser P(t,x). As-
sim, inferir 3z P(t,x) de P(t,t) é uma aplicagdo correta de JIntro—pode-se
“substituir” uma ou mais, e nao necessariamente todas, as ocorréncias de t na
premissa pela variavel z ligada. Contudo, as condigoes de varidvel prépria em
VIntro e JElim exigem que a simbolo de constante a nao ocorra em . Portanto,
nao se pode inferir corretamente Yx P(a, z) de P(a,a) usando VIntro.

Em dIntro e VElim nao hé restrigoes, e o termo t pode ser qualquer coisa,
de modo que nao temos de nos preocupar com nenhuma condi¢cao. Por outro
lado, nas regras JElim e VIntro, a condigao de varidvel propria exige que a
simbolo de constante a nao ocorra em lugar algum na conclusao nem em uma
hipétese nao descarregada. A condigdo é necessaria para garantir que o sistema
seja correto, isto é, que s6 deriva sentencas de hipdteses nao descarregadas das
quais elas se seguem. Sem essa condicao, o seguinte seria permitido:

[p(a)]!
Jrp(x) Vo)
Va o(z)

*YIntro
JElim

Contudo, 3z p(z) ¥ Vr ().

Como as regras de eliminagao para quantificadores s6 permitem substituir
variaveis por termos fechados, segue-se que qualquer férmula que possa ser
derivada de um conjunto de sentencas é ela propria a sentenca.

ntd.4 Derivagoes

Ja dissemos o que é uma hipdtese e demos as regras de inferéncia. Derivagoes
em deducao natural sao geradas indutivamente a partir disso: cada derivacao
ou é uma hipdtese por si sd, ou consiste em uma, duas ou trés derivagoes
seguidas de uma inferéncia correta.

fol:ntd:der:
sec

Definicao ntd.2 (Derivacao). A derivacao de a sentenga o a partir de hipéteses I

é uma arvore finita de sentencas que satisfaz as seguintes condicoes:

1. As sentencas no topo da drvore ou estao em I ou sao descarregadas por
uma inferéncia na arvore.
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2. A sentenca na base da arvore é .

3. Toda sentenca na arvore exceto a sentenca ¢ na base é uma premissa
de uma aplicacao correta de uma regra de inferéncia cuja conclusao esta
diretamente abaixo daquela sentenga na arvore.

Dizemos entao que ¢ é a conclusao da derivagao e I', suas hipoteses nao des-
carregadas.

Se existe a derivacao de ¢ a partir de I', dizemos que ¢ é derivdvel a partir
de I', ou, em simbolos: I' - . Se ha a derivacao de ¢ em que toda hipétese é
descarregada, escrevemos F ¢.

Exemplo ntd.3. Toda hipétese por si sé é a derivagao. Assim, por exemplo,
@ por si s6 é a derivacao, e ¥ por si sé também. Podemos obter uma nova
derivacao a partir delas aplicando, digamos, a regra Alntro,

® Y
AP

Essas regras devem ser gerais: podemos substituir o ¢ e ¢ nela por quaisquer
sentengas, por exemplo, por x e 6. Entao a conclusao seria x A 6, e assim

Alntro

X

W Alntro

é uma derivacao correta. E claro que também podemos trocar as hipdteses, de
modo que 6 desempenhe o papel de ¢ e x o de 1. Assim,

2 X Alntro
0N x
também é uma derivagao correta.

Podemos agora aplicar outra regra, digamos, —Intro, que nos permite con-
cluir um condicional e nos permite descarregar qualquer hipdtese que seja
idéntica ao antecedente desse condicional. Assim, ambas as seguintes seriam
derivagoes corretas:

1 0 91
L Alntro u Alntro
XN XN
MY —Intro Y —Intro

Elas mostram, respectivamente, que 0 = x — (x A0) e x 0 — (x A 9).

Lembre-se de que descarregar hipdteses é uma permissao, nao uma exigéncia:
nao temos de descarregar as hipéteses. Em particular, podemos aplicar uma re-
gra mesmo que as hipéteses nao estejam presentes na derivagao. Por exemplo,
o seguinte é vélido, embora nao haja hipétese ¢ a ser descarregada:

Y

1 ——  —Intro
o=
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ntd.5 Exemplos de Derivagoes

fol:ntd:pro:
sec

Exemplo ntd.4. Vamos dar a derivagao da sentenga (¢ A 9)) — .
Comegamos escrevendo a conclusao desejada na parte inferior da derivacao.

(e ANY) =@

Em seguida, precisamos descobrir que tipo de inferéncia poderia resultar
em a sentenca desta forma. O operador principal da conclusao é —, entao
tentaremos chegar a conclusao usando a regra —Intro. O melhor é anotar as
suposigoes envolvidas e rotular as regras de inferéncia conforme avangamos,
para que seja facil ver se todas as suposigoes foram descarregadas ao final da

prova.

[w/\_w]l

e
(pA) =@
Agora precisamos preencher os passos da suposicao ¢ A até . Como 86
temos um conectivo com o qual lidar, A, devemos usar a regra A elim. Isso nos
d4a a seguinte prova:

—Intro

1
M AElim

©
1— —>Intr0
(A1) =

Agora temos uma derivacao correta de (¢ A1) — .

Exemplo ntd.5. Agora vamos dar a derivacao de (—p V) = (¢ = ).
Comegamos escrevendo a conclusao desejada na parte inferior da derivacao.

(V) = (¢ =)

Para encontrar uma regra légica que possa nos dar esta conclusao, observamos
os conectivos légicos na conclusao: —, V e —. Por enquanto, sé nos interessa
a primeira ocorréncia de —, porque é o operador principal da sentenca na
conclusao, enquanto —, V e a segunda ocorréncia de — estao dentro do escopo
de outro conectivo, entdao cuidaremos deles depois. Comegamos, portanto, com
a regra —Intro. Uma aplicagao correta deve ser assim:

[—e v Pt

Y
(V)= (¢ =)

—Intro
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Isso nos deixa com duas possibilidades para continuar. Podemos continuar
trabalhando de baixo para cima e procurar outra aplicacao da regra —Intro,
ou podemos trabalhar de cima para baixo e aplicar a regra VElim. Vamos
adotar a segunda opgao. Usaremos a suposi¢ao = V 1 como a premissa mais
a esquerda de VElim. Para uma aplicagao védlida de VElim, as outras duas
premissas devem ser idénticas a conclusao ¢ — ¥, mas cada uma pode ser
derivada, por sua vez, de outra suposicao, a saber, um dos dois disjuntos de
= V 1. Nossa derivagao ficara, entao, assim:

PP WP

[Vt =y o9
=
(e V) = (p =)
Em cada um dos dois ramos a direita, queremos derivar ¢ — 1, o que é
melhor feito usando —Intro.

VElim
—Intro

[_%0]2’ [90]3 [1/)]27 [50]4
v ¥
[~ V 1/)]1 3 m —Intro 4 m —>Ir?tro
" VElim
? —Intro

(V)= (¢ =)

Nas duas partes que faltam na derivagao, precisamos de derivacoes de ¥ a
partir de = e ¢ no meio, e a partir de ¢ e 1 a esquerda. Comecemos pelo
primeiro caso. - e ¢ sao as duas premissas de —Elim:
| I*

[ 2

T —Elim
G
Usando L, podemos obter ¥ como conclusao e completar o ramo.
[W12, )
2 3 .
M 1 Intro
L L .
v ! Y
[~V ¢]1 3 m —Intro 4 m —)IITtI“O
S0 VElim
? —Intro

(V) = (p =)
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Vejamos agora o ramo mais a direita. Aqui é importante perceber que
a definicao de derivagao permite que hipdteses sejam descarregadas mas nao
erige que o sejam. Em outras palavras, se pudermos derivar ¢ a partir de uma
das suposigoes ¢ e ¥ sem usar a outra, tudo bem. E para derivar ¢ a partir
de v é trivial: 9 por si 86 é tal a derivacao, e nenhuma inferéncia é necesséria.
Portanto, podemos simplesmente eliminar a suposicao .

2 3
[l -
L
v P2
[~V "/}]1 3 m —Intro m —Intro
VElim
g

oV i) o (pog) o

Observe que, na derivacao concluida, a inferéncia —Intro mais a direita na
verdade nao descarrega nenhuma hipdtese.

Exemplo ntd.6. Até agora ndo precisamos da regra 1. Ela é especial por-
que nos permite descarregar uma hipdtese que nao é uma sub-formula da con-
clusao da regra. Estd intimamente relacionada a regra 1;. Na verdade, a
regra 1 ; é um caso especial da regra | —existe uma légica chamada “légica
intuicionista” na qual apenas 1 ; é permitida. A regra 1 ¢ é um tltimo recurso
quando nada mais funciona. Por exemplo, suponha que queiramos derivar
@V . Nossa estratégia usual seria tentar derivar ¢ V = usando VIntro. Mas
isso exigiria derivar ¢ ou —¢ a partir de nenhuma suposicao, e isso nao pode
ser feito. Lo ao resgate!

P@YﬁwP

1
11— 1
Vg C

Agora procuramos a derivacgao de L a partir de =(¢ V —¢). Como L é a
conclusao de —Elim, podemos tentar isso:

[%wyﬂ@P [%wyﬂ@P

1 T 1 —-Elim
PV e

Nossa estratégia para encontrar a derivacao de - exige uma aplicacao de —Intro:
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[—(pV jsa)]l’ [p]?

[=(p V—)]!
2 ﬁi —Intro
P .
—Elim
1 # J—C
eV op

Aqui, podemos obter L facilmente aplicando —Elim & suposicao —(¢ V —p) e a
© V ¢, que segue da nossa nova suposicao ¢ por VIntro:

[@]2 [_'(90 \ ﬁ90)]1

V-9 pvop Yintro

T —Elim

2 —— —Intro
4 .
—-Elim
1 L 1
pV-p —C

No lado direito usamos a mesma estratégia, exceto que obtemos ¢ por Lc:

[]? Vnt [—]? ut

[Flevop)]t TpVop VIEO S(pV o)t TpViop VMO

—-Elim —Elim

2 # I t 3 i J_
—Intro c
e P .
—-Elim
1 7J_ lC
Ve

Problema ntd.1. Dé derivagoes que mostrem o seguinte:
Loon@Ax)F(eAd)Ax.
2.V (VX F (V) VX
3= (W= x)FY—=(e—=x)
4. =
Problema ntd.2. Dé derivagoes que mostrem o seguinte:
L (V)= xFe—x
2. (p=X)N W= x)F (V) =X
3. F (oA —o).
4. Y=ot p— .
5. F (p—=—p) = —p.

6. F=(p— ) = .
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7o o= xFoleA=x)
8. ¢ A=x k(e —=x).
9. VU, F .
10. — Vb =(p A).
1L E (= A=) = = (o V).
12. F (e V) = (mo A1),
Problema ntd.3. Dé derivagoes que mostrem o seguinte:
1. =(p =) F .
2. 2(@ A) ooV g
3. p =Y V.
4. F—=p — .
5. =, — P .
6. (pAY)=xE (=) V(¥ —=X)
T (p=2y) ek
8. F (=) V(¢—x).

(Todos exigem a regra L¢ .)

ntd.6 Derivacoes com Quantificadores

Exemplo ntd.7. Ao lidar com quantificadores, temos de cuidar para nao vi-
olar a condicao de variavel prépria, e as vezes isso exige que brinquemos com
a ordem de execucao de certas inferéncias. Em geral, ajuda tentar cuidar
primeiro das regras sujeitas & condigao de varidvel prépria (elas ficardo mais
abaixo na prova finalizada).

Vamos ver como darfamos a derivagiao de férmula 3z —p(z) — =V p(z).
Comecando como de costume, escrevemos

Fz —p(x) = Vo o(z)

Comegamos escrevendo o que seria necessario para justificar esse tltimo passo
usando a regra —Intro.
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3o ~p(@)"

Ve p(a)
Az —p(z) =~V p(z)

—Intro

Como nao hd uma regra ébvia para aplicar a —Vz (), prosseguiremos mon-
tando a derivagao de modo que possamos usar a regra JElim. Aqui devemos
prestar atencao a condicao de variavel prépria e escolher uma constante que
nao aparega em Jz p(x) nem em quaisquer suposigoes das quais ela dependa.
(Como, no entanto, nenhum simbolo de constante aparece, qualquer escolha
servird.)

[~e(a)]?

Br-g@)]'  Vap()
Vi (@)
Jz () = Vo p(x)

JElim
—Intro

Para derivar —Vz ¢(z), tentaremos usar a regra —Intro: isso exige que derive-
mos uma contradigao, possivelmente usando Vz ¢(x) como suposigao adicional.
E claro que essa contradigdo pode envolver a suposigdo —p(a), que serd des-
carregada pela inferéncia JElim. Podemos monté-la da seguinte forma:

[~e(a)]?, [Vo o(2)]?

1

Boop@)! " Woplm o
vz o(x) "
—Intro

Jz —p(x) = Vo o(z)

Parece que estamos perto de obter uma contradicao. A regra mais fécil de apli-
car é a VElim, que nao possui condicao de variavel prépria. Como podemos usar
qualquer termo que queiramos para substituir o £ universalmente quantificado,
faz mais sentido continuar usando a para chegarmos a uma contradigao.

v 3
9 7[ (@) VElim
0 T N
—Elim
1 gt —Intro
[Fz ~p(z)] vz () .
JElim
vz p(x) I
Jz —p(x) = Vo o(z) —rintro
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E importante, especialmente ao lidar com quantificadores, verificar com
cuidado neste ponto que a condigao de varidvel prépria nao foi violada. Como
a Unica regra que aplicamos sujeita a condicao de variavel prépria foi JElim, e
a variavel propria a nao ocorre em nenhuma suposicao da qual dependa, esta
é uma derivacao correta.

Exemplo ntd.8. As vezes podemos derivar a férmula a partir de outras férmulas.
Nesses casos, podemos ter suposi¢goes nao descarregadas. E importante acom-
panhar nossas suposicoes, bem como o objetivo final.

Vamos ver como darfamos a derivacao de férmula Jx x(z,b) a partir das
suposigoes 3z (p(x)A(x)) e Vo (¢ (x)—x(x,b)). Comegando como de costume,
escrevemos a conclusao na parte inferior.

Jo x(,b)

Temos duas premissas com as quais trabalhar. Para usar a primeira, isto
é, tentar encontrar a derivacao de 3z x(z,b) a partir de Jz (p(x) A ¢¥(z)),
usarfamos a regra JElim. Como ela possui condi¢ao de varidvel prépria, apli-
caremos essa regra primeiro. Obtemos o seguinte:

[pla) A (@)

[ Fe@ave)  Fex@b)
e JElim

As duas suposi¢oes com as quais estamos trabalhando compartilham . Pode
ser util neste ponto aplicar AElim para separar ¢ (a).

3z (p(z) A (x)) 3z x(w,b)

Sax (2 0) JElim

A segunda suposigao com a qual temos de trabalhar é Va (¢)(x) — x(x,b)).
Como nao héa condicao de variavel prépria, podemos instanciar £ com o simbolo
de constante a usando VElim para obter ¥ (a) — x(a,b). Agora temos tanto
¥(a)—x(a,b) quanto (a). Nosso préximo passo deve ser uma aplicagdo direta
da regra —Elim.
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Vo () o x(@b) o [pa) At
V@) o xa) o)
x(a,b)
@ av@)  Fex(ed)

3z x(z,b)
Estamos quase 14! Uma aplicacao de JIntro e atingimos nosso objetivo.

vz (¢(x) — x(,b)) . [p(a) Ap(a)]! .
w(a) = x(a,b) VElim w(a) AElim
x(a;b)
| 32 (p(2) Ay(2)) Jz x(z,b)
3z x(z,b)

—Elim
dIntro
JElim

Como garantimos em cada etapa que as condigoes de varidvel préopria nao foram
violadas, podemos estar confiantes de que esta é uma derivagao correta.

Exemplo ntd.9. Dé a derivacao de férmula —Vz ¢(x) a partir das suposigoes
Ve p(z) = Jyd(y) e =Ty (y). Comecgando como de costume, escrevemos a
férmula alvo na parte inferior.

vz o(x)

A dltima linha da derivacao é uma negacdo, entao vamos tentar usar —Intro.
Isso exigirda que descubramos como derivar uma contradigao.

Vo p(@)]!

L —Intro
vz p(x)
Até aqui, tudo bem. Podemos usar VElim, mas nao é 6bvio se isso nos ajudara
a alcancar nosso objetivo. Em vez disso, vamos usar uma de nossas suposicoes.
Yz p(z) = Jy(y) junto com Vz p(x) nos permitird usar a regra —Elim.

Veo(z) = yely)  [Voe()]!
Jy 1_#(3/)

—Elim

1
=
=V ¢(z) nero
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Agora temos uma suposi¢ao final com a qual trabalhar, e parece que isso nos
ajudard a chegar a uma contradigao usando —Elim.

Veo(z) = yely)  [Voe()]

Iy (y) Jy Y (y)

1
1=
-V () neTo

—Elim

—-Elim

Problema ntd.4. Dé derivacdes que mostrem o seguinte:
L F (Vo o) Ay d(y)) = Yz (0(2) A(2).
2. F Fzp(x) v Iyy(y) = 3z (0(2) V 1(2)).
3. Va (e(z) = ¢) Iy e(y) = .
4. Vo —p(z) b ~Jx p(z).
5. F =3z p(x) = Vo ~p(x).
6. = =3y ((o(2,y) = ~0(y, ) A (~e(y,y) = (2,9))).
Problema ntd.5. Dé derivacdes que mostrem o seguinte:
1. b —Vzp(z) = 3z —p(z).
2. (Veo(x) =) F 3y (p(y) = ¥).
3. F 3z (p(x) = Yy p(y)).

(Todas exigem a regra L¢ .)

ntd.7 Nocgoes da Teoria da Prova

fol:ntd:ptn:
sec

Esta secao reune as definigoes da relagao de demonstrabilidade e de
consisténcia para a dedugao natural.

explanation  Assim como definimos vdrias nogoes seménticas importantes (validade, con-
sequéncia, satisfatibilidade), agora definimos nogoes da Teoria da Prova cor-
respondentes. Elas nao sao definidas por apelo a satisfacao de sentencas em
estruturas, mas por apelo a derivabilidade ou nao derivabilidade de certas sen-
tencas a partir de outras. Foi uma descoberta importante que essas nogoes
coincidem. Que coincidem é o conteiudo dos teoremas de corregdo e comple-
tude.
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fol:ntd:ptn:
prop:reflexivity

fol:ntd:ptn:

prop:monotonicity

fol:ntd:ptn:
prop:transitivity

fol:ntd:ptn:

prop:incons

Definigao ntd.10 (Teoremas). Uma sentenca ¢ é um teorema se hd uma de-
rivacao de ¢ em dedugao natural na qual todas as hipdteses sdo descarregadas.
Escrevemos F ¢ se ¢ é um teorema e ¥ ¢ se nao o é.

Defini¢ao ntd.11 (Derivabilidade). A sentenca ¢ é derivdvel de um con-
junto de sentencas I', I' F ¢, se ha uma derivacao com conclusao ¢ e na qual
toda hipétese é ou descarregada ou estd em I'. Se ¢ nao é derivavel de I,
escrevemos I ¥ .

Defini¢ao ntd.12 (Consisténcia). Um conjunto de sentengas I" é inconsis-
tente se, e somente se, I' = L. Se I' nao é inconsistente, isto é, se I" ¥ 1,
dizemos que é consistente.

Proposicao ntd.13 (Reflexividade). Se ¢ € I', entdo I' F .

Prova. A hipétese ¢ por si sé é uma derivagao de ¢ em que toda hipdtese nao
descarregada (isto é, ¢) estd em I. O

Proposicao ntd.14 (Monotonicidade). Se I' C A e '+ ¢, entdo AF .

Prova. Qualquer derivagao de ¢ a partir de I' é também uma derivacao de ¢
a partir de A. O

Proposicao ntd.15 (Transitividade). Se I' - ¢ e {p} U A F 4, entdo
FuAky.

Prova. Se I' F ¢, hd uma derivacao dg de ¢ com todas as hipéteses nao des-
carregadas em I'. Se {¢} U A F 1), entdo hd uma derivagao §; de 9 com todas
as hip6teses nao descarregadas em {p} U A. Considere agora:

Aol
0 r
¥ 2o
1 —— — —Intro
oY —Elim
(G
As hipéteses nao descarregadas estao agora todas entre I' U A, de modo que
isto mostra I" U A F 4. O
Quando I' = {¢1, 2, ...,k } é um conjunto finito, podemos usar a notagao
simplificada @1, @a,...,r F ¥ para I' - ¢; em particular, ¢ - 1 significa que

{} F 9.
Note quese I' - @ e p -1, entao I' F 1. Segue também que se ¢1,..., o,
¥ e I' - ¢; para cada i, entao I' - .

Proposigao ntd.16. As sequintes afirmacies sio equivalentes.
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1. I' € inconsistente.
2. I' + ¢ para toda sentenca .

3. I'ky e I' -~ para alguma sentenca .
Prova. Exercicio. O
Problema ntd.6. Prove Proposicao ntd.16

Proposicao ntd.17 (Compacidade). fol:ntd:ptn:

prop:proves-compact

1. Se I' ¢, entdo hda um subconjunto finito Iy C I tal que Iy F .

2. Se todo subconjunto finito de I' é consistente, entdo I' € consistente.

Prova. 1. Se I' F ¢, entao hd uma derivagao § de ¢ a partir de I'. Seja I
o conjunto de hipdteses nao descarregadas de §. Como toda derivagao é
finita, Iy 86 pode conter finitamente muitas sentencas. Assim, § é uma
derivacao de ¢ a partir de um Iy finito C I

2. Isto é a contrapositiva de (1) no caso especial ¢ = L. O

ntd.8 Derivabilidade e Consisténcia

Estabeleceremos agora vérias propriedades da relacao de derivabilidade. Elas folntd:prv:
sao independentemente interessantes, mas cada uma desempenhard um papel *
na prova do teorema da completude.

Proposicao ntd.18. Se I' F ¢ e I' U {p} € inconsistente, entao I' € incon- fointdipro:
sistente. prop:provability-contr

Prova. Seja a derivacao de ¢ a partir de I" igual a §; e a derivacdo de L a
partir de I'U {¢} igual a d3. Podemos entao derivar:

I o]
: r
s 02 :
: 201
= —Intro :
s Y Elim
L
Na nova derivacao, a hipdtese ¢ é descarregada, de modo que é uma derivacao
a partir de I O
Proposicao ntd.19. I'F ¢ se, e somente se, I' U {—p} € inconsistente. folntd:pro:

PTOP:PTOV-INCONS
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Prova. Primeiro suponha que I' - ¢, isto é, hd uma derivacao dg de ¢ a partir
de hipodteses nao descarregadas I'. Obtemos uma derivagao de 1 a partir de
I' U {—p} da seguinte forma:

r
= 8o

-y
L

—-Elim

Agora suponha que I' U {—¢} é inconsistente, e seja 01 a derivagao corres-
pondente de L a partir de hip6teses nao descarregadas em I'U{—p}. Obtemos
uma derivacao de ¢ apenas a partir de I" usando L¢:

I, [_‘QO]l
-0y

1
15 Le O

Problema ntd.7. Prove que I' - — se, e somente se, I'U{¢} é inconsistente.

folmtd:pro: Proposigao ntd.20. Se ' ¢ e —p € I', entdo I' € inconsistente.

prop:explicit-inc
Prova. Suponha que I' - ¢ e —¢ € I'. Entao ha uma derivacao é de ¢ a partir
de I'. Considere esta aplicacao simples da regra —Elim:

r
)

P
L

—Elim

Como —p € I', todas as hipdteses nao descarregadas estdo em I'; isto mostra
que I'+ 1. O

fotmtdpro: Proposicao ntd.21. Se I'U{p} e I'U{—p} sdo ambos inconsistentes, entao
prop:provability-ezhaustive I é inconsistente.

Prova. H4 derivagoes 1 e d2 de L a partir de I' U {¢} e de L a partir de
I' U {—¢p}, respectivamente. Podemos entdo derivar

L[] Lol
52 51

2 L —Intro 1 % —Intro

n —Elim
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Como as hipéteses p e = sdo descarregadas, isto é uma derivacao de L apenas
a partir de I'. Logo I" é inconsistente. O

ntd.9 Derivabilidade e os Conectivos Proposicionais

explanation Hstabelecemos que a relacao de derivabilidade - da dedugao natural é forte o folntd:ppr:
suficiente para estabelecer alguns fatos bésicos envolvendo os conectivos pro- *°
posicionais, tais como @ A Y F p e ¢, — 1 1 (modus ponens). Esses fatos
sao necessarios para a prova do teorema da completude.

Proposigéo ntd.22. fol:ntd:ppr:
prop:provability-land
1. Tanto p AN p quanto ¢ A F . folintd:ppr:
prop:provability-land-left
2. @, ’ll) - 2] N 'l/) fol:ntd:ppr:
prop:provability-land-right
Prova. 1. Podemos derivar ambos:
oA . M AELm
7 AElim ¥

2. Podemos derivar:

W Alntro O
PI‘OpOSigéO ntd.23. fol:ntd:ppr:
prop:provability-lor

1. ¢ Vb, —p, ) € inconsistente.

2. Tanto ¢ F o V1 quanto ¥ F ¢ V 1.
Prova. 1. Considere a seguinte derivacao:

o [yl - W
— —Elim  ——— —Elim
\Y € L
AL VElim

1
Esta é a derivacao de L a partir das hipdteses nao descarregadas ¢ V 1,
—|(p e —|’l/}

2. Podemos derivar ambos:

@ Y
—— VIntro ——— VIntro
oV VY U

PI’OpOSigéO ntd.24. fol:ntd:ppr:
prop:provability-lif
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fol:ntd:ppr: 1 807 90 — w '_ ¢

prop:provability-lif-left

fol:ntd:ppr: 2. Tanto % F %) — '(/} quanto w = ® — 1/)

prop:provability-lif-right

Prova. 1. Podemos derivar:

= ®
(0

—Elim

2. Isso é mostrado pelas duas derivacoes seguintes:

1

L. .
L
I
1 —— — —Intro L —Intro
o= o=
Note que —Intro pode, mas nao precisa, descarregar a hipétese . O

ntd.10 Derivabilidade e os Quantificadores

folntd:qpr: O teorema da completude também requer que as regras de dedug@o natural explanation
*¢ produzam os fatos sobre - estabelecidos nesta secao.

fotmtd:gpr: ' Teorema ntd.25. Se ¢ é uma constante que ndo ocorre em I' ou p(x) e
thm:strong-generalization I+ QD(C) entdo I+ VZL' SO(ZC)
, .

Prova. Seja § uma derivacao de ¢(c) a partir de I'. Adicionando uma inferéncia
VIntro, obtemos uma derivacao de Yz ¢(x). Como ¢ nao ocorre em I" ou p(z),
a condicao de variavel propria é satisfeita. O

fol:ntd:qpr: PrOpOSigaO ntd.26.
prop:provability-quantifiers
1. o(t) F Jx ().

2. Ve o(x) - p(t).

Prova. 1. A seguinte é uma derivacao de 3x ¢(x) a partir de p(¢):
p(t)
52 o(2) JIntro

2. A seguinte é uma derivagao de @(t) a partir de Vz p(z):

Vee(z)
W VElim O

natural-deduction rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 19


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

explanation

ntd.11 Correcgao

Um sistema de derivacao, como a dedugao natural, é correto se nao pode de-
rivar coisas que de fato nao seguem. A corregao é assim uma espécie de pro-
priedade de seguranca garantida para sistemas de derivagao. Dependendo de
qual propriedade da Teoria da Prova estd em questao, gostariamos de saber,
por exemplo, que

1. toda sentenca derivavel é valida;

2. se uma sentenca é derivavel a partir de outras, ela também é uma con-
sequéncia delas;

3. se um conjunto de sentencas é inconsistente, ele é insatisfativel.

Estas sao propriedades importantes de um sistema de derivacao. Se alguma
delas nao vale, o sistema de derivacao é deficiente—ele deriva demais. Con-
sequentemente, estabelecer a correcao de um sistema de derivacao é da maior
importancia.

Teorema ntd.27 (Correcao). Se ¢ € derivdvel a partir das hipdteses naio
descarregadas I', entao I' F .

Prova. Seja § uma derivacao de ¢. Procedemos por indugdo no nuimero de
inferéncias em 6.

Para a base da indug@o, mostramos a afirmagao quando o numero de in-
feréncias é 0. Neste caso, d consiste apenas de uma unica sentenga (, isto
é, uma hipdtese. Essa hipdtese é nao descarregada, pois hipoteses s6 podem
ser descarregadas por inferéncias, e ndao hé inferéncias. Assim, qualquer estru-
tura 9T que satisfaz todas as hipdteses nao descarregadas da prova também
satisfaz .

Agora o passo indutivo. Suponha que 0 contém n inferéncias. A(s) pre-
missa(s) da inferéncia mais baixa sdo derivadas usando sub-derivagoes, cada
uma das quais contém menos de n inferéncias. Assumimos a hipétese de
inducdo: as premissas da inferéncia mais baixa seguem das hipdteses nao des-
carregadas das sub-derivacoes que terminam nessas premissas. Temos que mos-
trar que a conclusao ¢ segue das hipdteses nao descarregadas de toda a prova.

Distinguimos casos de acordo com o tipo da inferéncia mais baixa. Primeiro,
consideramos as possiveis inferéncias com apenas uma premissa.

1. Suponha que a tltima inferéncia é —Intro: a derivacao tem a forma
I [g]"
61

L
"5 —Intro
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Pela hipdtese de indugdo, L segue das hipSteses nao descarregadas I'U{p}
de ;. Considere a estrutura 9. Precisamos mostrar que, se 9 E I,
entao MM F —p. Suponha por redugao ao absurdo que 9 F I', mas
M E -, isto é, M E . Isto significaria que M E I' U {p}. Isto é
contrario a nossa hipétese de indugao. Logo, I F —p.

2. A dltima inferéncia é AElim: hé duas variantes: ¢ ou 1) pode ser inferido
da premissa ¢ A ¥. Considere o primeiro caso. A derivacao J tem este
aspecto:

r
-6y

oA

2 AElIm

Pela hipdtese de indugao, ¢ A segue das hipdteses nao descarregadas I’
de ;. Considere a estrutura 9. Precisamos mostrar que, se 9 F I,
entdo M F ¢. Suponha M E I'. Pela nossa hipdtese de indugao (I'" F
@ A1), sabemos que M F ¢ A 1. Por definicao, M E ¢ A9 se, e somente
se, ME p e ME Y. (O caso em que ¥ é inferido de v A ¢ é tratado de
forma similar.)

3. A dltima inferéncia é VIntro: ha duas variantes: ¢ V 9 pode ser inferido
da premissa ¢ ou da premissa . Considere o primeiro caso. A derivacao
tem a forma

I
-y
©

—— VIntro
VY

Pela hipétese de inducao, ¢ segue das hipéteses nao descarregadas I
de é;. Considere a estrutura 9. Precisamos mostrar que, se MM F I
entdo M E ¢ V1. Suponha Mk I'; entdo M E ¢, pois I' E ¢ (a hipbtese
de indu¢ao). Logo também deve ser o caso que M E ¢ V1. (O caso em
que ¢ V1 é inferido de v é tratado de forma similar.)

4. A dltima inferéncia é —Intro: ¢ — v é inferido de uma subprova com
hipétese ¢ e conclusao 1, isto é,

L[]
61
n ﬁ —Intro
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Pela hipdtese de inducao, ¥ segue das hipéteses nao descarregadas de 91,
isto é, I' U {p} E ¢. Considere a estrutura 9. As hipSteses nao des-
carregadas de § sao apenas I, pois ¢ é descartada na tultima inferéncia.
Precisamos mostrar que I' F ¢ — 1. Por redugao ao absurdo, suponha
que para alguma estrutura 9%, 9t E I’ mas M ¥ ¢ — 1. Assim, M E ¢
e M K 1. Mas por hipétese, ¢ é uma consequéncia de I" U {¢}, isto é,
M E 1, o que é uma contradicao. Logo, I' F ¢ — 1.

. A 1ltima inferéncia é 1;: aqui, é termina em

r
-y

1
o L1
Pela hipétese de indugao, I' F 1. Temos que mostrar que I F ¢. Supo-
nha o contrario; entao para algum 9 temos 9 E I" e M Z . Mas sempre
temos M ¥ L, de modo que isto significaria que I' ¥ L, contrariando a
hipétese de indugao.

. A iltima inferéncia é 1 o: Exercicio.

. A ultima inferéncia é VIntro: entao ¢ tem a forma

W VIntro

A premissa (a) é consequéncia das hipéteses nao descarregadas I' pela
hipotese de inducao. Considere alguma estrutura 9t tal que 9t F I.
Precisamos mostrar que M F Va p(z). Como YV p(x) é a sentenga, isto
significa que temos que mostrar que para toda atribuigao de variaveis s,
M, s Ep(x) (7). Como I" consiste inteiramente em sentencas, M, s F ¢
para todo ¢ € I" por ?2. Seja MM como M, exceto que a™ = s(x).
Como a nao ocorre em I', M’ E I" por ??7. Como I' E ¢(a), M' E p(a).
Como p(a) é a sentenca, M, s E p(a) por ?7. M, s E p(x) se, e somente
se, M E p(a) por 7?7 (lembre que ¢(a) é apenas (z)[a/x]). Assim,
M, s E ¢(x). Como a nao ocorre em p(x), por 7?7, M, s E p(z). Mas s
foi uma atribuicdo de varidveis arbitréria, de modo que M E V p(z).

8. A 1ltima inferéncia é JIntro: Exercicio.

9. A ultima inferéncia é VElim: Exercicio.
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Agora consideremos as possiveis inferéncias com vérias premissas: VElim,
Alntro, —Elim, e FElim.

1. A dltima inferéncia é Alntro. ¢ A é inferido das premissas ¢ e ¥ e 0
tem a forma

Iy I3
01 02
@

——  Alntro

eAY

Pela hipotese de inducao, ¢ segue das hipdteses nao descarregadas I

de 01 e 1) segue das hipdteses nao descarregadas Iy de do. As hipbteses

nao descarregadas de ¢ sao I} U I, de modo que temos que mostrar que

It Uy E o Avy. Considere a estrutura 9 com 9 F I U I. Como

M E I, deve ser o caso que M F ¢, pois 11 F ¢, e como M E I, M E 1,

pois I's F 1. Juntas, M E p A 1.

2. A ltima inferéncia é VElim: Exercicio.

3. A tltima inferéncia é —Elim. v é inferido das premissas ¢ — 1 e . A
derivacao 0 tem este aspecto:

Fl [‘2
101 6

o ©
P

—Elim

Pela hipotese de inducao, p— 1 segue das hipdteses nao descarregadas I'y
de ;1 e @ segue das hipdteses nao descarregadas I3 de do. Considere
a estrutura 9. Precisamos mostrar que, se M E I'1 U I, entao M F 1.
Suponha M F I1 U I5. Como I1 F o — ¢, ME ¢ — 1. Como I F o,
temos M E . Isto significa que M E 1 (pois se M ¥ ¢, como M E ¢,
terfamos M ¥ ¢ — 1), contradizendo M E ¢ — ).

4. A dltima inferéncia é —Elim: Exercicio.

5. A 1ltima inferéncia é JElim: Exercicio. O

Problema ntd.8. Complete a prova de Teorema ntd.27.

folmtd:sou: Corolario ntd.28. Se b ¢, entdo ¢ € vdlida.

cor:weak-soundness

folntd:sou: Corolario ntd.29. Se I' € satisfativel, entdo € consistente.

cor:consistency-soundness
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Prova. Provamos a contrapositiva. Suponha que I' nao é consistente. Entao
I''+ 1, isto é, hd uma derivacao de L a partir de hipéteses nao descarregadas
em I'. Por Teorema ntd.27, qualquer estrutura 9t que satisfaz I" deve satisfazer
1. Como M ¥ L para toda estrutura 9%, nenhuma 97 pode satisfazer I, isto
é, I' nao é satisfativel. O

ntd.12 Derivagoes com Predicado de identidade

As Derivagoes com predicado de identidade requerem regras de inferéncia adi- fol:ntd:ide:
sec

cionais.

t1 =t t
L . 20 i
r— =Intro plt2)
by =19 o(t2) — Flim
o(t1)

Nas regras acima, t, t; e to sdo termos fechados. A regra =Intro nos permite
derivar qualquer afirmacao de identidade da forma ¢ = t¢ diretamente, sem
hipéteses.

Exemplo ntd.30. Se s e t s@o termos fechados, entdo ¢(s),s =t p(t):
s=t (s
¢(t)

Isto pode ser familiar como o “principio da substituibilidade dos identicos”, ou
Lei de Leibniz.

=Elim

Problema ntd.9. Prove que = é simétrica e transitiva, isto é, dé derivagoes
deVaVy(z=y—oy=x)eVaeVyVz((zx =yAy=2) > x=2)

Exemplo ntd.31. Derivamos a sentenga
Va iy ((p(z) Ae(y) =z =1y)
a partir da sentenca

3z Vy (p(y) =y =)

Desenvolvemos a derivagao de trés para frente:

vy (py) >y =2) [p(a) A o))"

X a=b —— —Intro
(el A o) a=b) -
Yy (p(@) Ap(y)) = a=y) VIntro

Vo Vy ((p(z) A p(y)) = o =y)
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Agora teremos que usar a hipdtese principal: como é uma férmula existencial,
usamos JElim para derivar a conclusao intermedidria a = b.

Vy (p(y) =y = c)]?
[p(a) A_s@(b)]1

, JxVy (p(y) =y ;?b a=b JElim
—Intro
" (p(a) A p(B) > a = b) Vintro

Yy ((p(a) Ap(y)) = a=y)
Vo vy ((p(2) A e(y) =« = y)

A sub-derivacao no canto superior direito é completada usando suas hipéteses
para mostrar que a = ¢ e b = c¢. Isso requer duas derivacoes separadas. A
derivacao para a = ¢ é a seguinte:

Yy ((y) =y = o)]? VElim [p(a) A @(b)] NElim
pla) va=c a

VIntro

a=c
De a = c e b = ¢ derivamos a = b por =Elim.

Problema ntd.10. Dé derivacoes das seguintes formulas:

1L VaVy (. =y AN o(x)) = ¢(y))

2. Jxp(x) AVyVz ((p(y) Ap(2) =y = 2) = Tz (p(x) AVY (p(y) =y = x))

ntd.13 Correcao com Predicado de identidade

fol:ntd:sid:
sec

Proposigao ntd.32. A deduc¢do natural com regras para = € correta.

Prova. Qualquer formula da forma ¢t = t é vélida, pois para toda estrutura 91,
MEt =t (Note que assumimos que o termo ¢ é fechado, isto é, ndo contém
varidveis, de modo que as atribui¢oes de varidveis sao irrelevantes).

Suponha que a ultima inferéncia em uma derivagao é =Elim, isto é, a de-
rivacao tem a seguinte forma:

Fl FQ
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As premissas t1 = ta e ¢(t1) sdo derivadas a partir de hip6teses nao descarre-
gadas I e Iy, respectivamente. Queremos mostrar que (t3) segue de Iy U Is.
Considere uma estrutura 9% com 9 E [} U Is. Pela hipétese de inducao,
M E (1) e M E t; = to. Portanto, Val™ (¢1) = Val™ (t3). Seja s qualquer
atribuicdo de varidveis e m = Val™ (t;) = Val™ (t5). Por 72, M, s E o(t,) se, e
somente se, M, sim/x] F p(z) se, e somente se, M, s F p(t2). Como M E p(t1),
temos M F p(t2). O
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