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Capitulo udf

Teorias e Seus Modelos

mat.1 Introducao

O desenvolvimento do método axiomdtico é uma conquista significativa na
histéria da ciéncia, e é de especial importancia na histéria da matemaética. Um
desenvolvimento axiomético de um campo envolve o esclarecimento de muitas
questoes: Do que trata o campo? Quais sao os conceitos mais fundamentais?
Como eles se relacionam? Todos os conceitos do campo podem ser definidos
em termos desses conceitos fundamentais? Que leis esses conceitos obedecem,
e devem obedecer?

O método axiomatico e a ldogica foram feitos um para o outro. A légica
formal fornece as ferramentas para formular teorias axiomaéticas, para provar
teoremas a partir dos axiomas da teoria de uma maneira precisamente espe-
cificada, para estudar as propriedades de todos os sistemas que satisfazem os
axiomas de uma maneira sistemadtica.

Defini¢cao mat.1. Um conjunto de sentencas I' é fechado sse, sempre que
I'E ¢ entao p € I'. O fecho de um conjunto de sentencas I' é {p : I' E p}.

Dizemos que I" é azxiomatizado por um conjunto de sentencas A se I" é o
fecho de A.

Podemos pensar em uma teoria axiomaéatica como o conjunto de sentengas
que é axiomatizado por seu conjunto de axiomas A. Em outras palavras,
quando temos uma linguagem de primeira ordem que contém simbolos nao
l6gicos para os primitivos da ciéncia desenvolvida axiomaticamente que deseja-
mos estudar, juntamente com um conjunto de sentencas que expressam as leis
fundamentais da ciéncia, podemos pensar na teoria como representada por to-
das as sentencas nessa linguagem que sao consequéncia dos axiomas. Isso varia
de exemplos simples com apenas um tnico primitivo e axiomas simples, como a
teoria das ordens parciais, até teorias complexas como a mecanica newtoniana.

Os fatos 16gicos importantes que tornam essa abordagem formal do método
axiomatico tao importante sao os seguintes. Suponha que I" é um sistema de
axiomas para uma teoria, isto é, um conjunto de sentengas.
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Podemos afirmar precisamente quando um sistema de axiomas captura
uma classe pretendida de estruturas. Isto é, se estamos interessados em
uma certa classe de estruturas, capturaremos com sucesso essa classe por
um sistema de axiomas I' sse as estruturas sao exatamente aquelas 9t
tais que M F I,

Podemos falhar nesse aspecto porque ha 9 tais que M F I', mas M nao
é uma das estruturas que pretendemos. Isso pode nos levar a adicionar
axiomas que nao sao verdadeiros em 9.

Se somos bem-sucedidos pelo menos no aspecto de que I' é verdadeiro em
todas as estruturas pretendidas, entao uma sentencga ¢ é verdadeira em
todas as estruturas pretendidas sempre que I' F ¢. Assim, podemos usar
ferramentas 16gicas (como métodos de derivacao) para mostrar que sen-
tengas sao verdadeiras em todas as estruturas pretendidas simplesmente
mostrando que elas sao consequéncia dos axiomas.

As vezes nio temos estruturas pretendidas em mente, mas em vez disso
partimos dos préprios axiomas: comecamos com alguns primitivos que
queremos que satisfacam certas leis que codificamos em um sistema de
axiomas. Uma coisa que gostariamos de verificar imediatamente é que os
axiomas nao se contradizem: se o fizerem, nao pode haver conceitos que
obedegcam a essas leis, e teremos tentado estabelecer uma teoria incoe-
rente. Podemos verificar que isso nao acontece encontrando um modelo
de I'. E se hd modelos da nossa teoria, podemos usar métodos logicos
para investigd-los, e também podemos usar métodos légicos para cons-
truir modelos.

A independéncia dos axiomas é, igualmente, uma questdo importante.
Pode acontecer que um dos axiomas seja, na verdade, uma consequéncia
dos outros, e seja, portanto, redundante. Podemos provar que um axioma
¢ em I' é redundante provando I' \ {¢} F ¢. Também podemos provar
que um axioma nao é redundante mostrando que (I" \ {¢}) U {—p} é
satisfativel. Por exemplo, foi assim que se mostrou que o postulado das
paralelas é independente dos outros axiomas da geometria.

Outra questao importante é a da definibilidade de conceitos em uma te-
oria: A escolha da linguagem determina em que consistem os modelos
de uma teoria. Mas nem todo aspecto de uma teoria deve ser represen-
tado separadamente em seus modelos. Por exemplo, toda ordenacao <
determina uma ordenagao estrita correspondente <—dada uma, nds po-
demos definir a outra. Entdo nao é necessario que um modelo de uma
teoria que envolve tal ordem deva conter também a ordenacao estrita cor-
respondente. Quando é o caso, em geral, de que uma relacdo pode ser
definida em termos de outras? Quando é impossivel definir uma relagao
em termos de outras (e, portanto, deve-se adicioné-la aos primitivos da
linguagem)?
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mat.2 Expressando Propriedades de Estruturas

Frequentemente é itil e importante expressar condigoes sobre fungoes e relagoes,
ou, mais geralmente, que as fungoes e relagées em uma estrutura satisfagam
essas condigoes. Por exemplo, nds gostariamos de ter maneiras de distinguir
aquelas estruturas para uma linguagem que “capturam” o que queremos que
os stimbolos de predicado “signifiquem” daquelas que nao capturam. E claro
que somos completamente livres para especificar quais estruturas “pretende-
mos”, por exemplo, podemos especificar que a interpretagdo do simbolo de
predicado < deve ser uma ordenacao, ou que estamos interessados apenas em
interpretacoes de £ nas quais o dominio consiste em conjuntos e € é interpre-
tado pela relagao “é um membro de”. Mas podemos fazer isso com sentencas da
linguagem? Em outras palavras, quais condigoes sobre a estrutura 9t podemos
expressar por a sentenca (ou talvez um conjunto de sentencas) na linguagem
de 91?7 H4 algumas condicGes que nao conseguiremos expressar. Por exemplo,
nao hé sentenga de L4 que seja verdadeira em uma estrutura 9 somente se
|9t] = N. Nao podemos expressar “o dominio contém apenas nimeros natu-
rais”. Mas hé “propriedades estruturais” de estruturas que talvez possamos
expressar. Quais propriedades de estruturas podemos expressar por sentencas?
Ou, dito de outra forma, quais cole¢oes de estruturas podemos descrever como
aquelas que tornam a sentencga (ou conjunto de sentencas) verdadeira?

Definigdo mat.2 (Modelo de um conjunto). Seja I' um conjunto de sen-
tengas em uma linguagem £. Nos dizemos que a estrutura 9 é um modelo
de I' se M FE ¢ para todo ¢ € I'.

Exemplo mat.3. A sentenca Yz z < 2 é verdadeira em 9 sse <™ é uma
relagdo reflexiva. A sentenga VaVy ((z < y Ay < x) = a = y) é verdadeira
em M sse <M & antissimétrica. A sentenca Ve VyVz (z <yAy <z)—xz < z)
é verdadeira em 9 sse <™ ¢ transitiva. Assim, os modelos de

{ Vaxz <z,
VeVy ((z <yAy<z)—x=y),
VeVyVz(z <yAy<z)—zx<z) }

sdo exatamente aquelas estruturas nas quais <™ ¢é reflexiva, antissimétrica
e transitiva, isto é, uma ordem parcial. Portanto, podemos tomé-las como
axiomas para a teoria de primeira ordem das ordens parciais.

mat.3 Exemplos de Teorias de Primeira Ordem
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Exemplo mat.4. A teoria das ordens lineares estritas na linguagem L. é
axiomatizada pelo conjunto

{ Va-ax<ux,
VaVy((z <yVy<z)Vz=y),
VeVyVz(z <yAy<z)—ax<z) }

Ela captura completamente as estruturas pretendidas: toda ordem linear es-
trita é um modelo deste sistema de axiomas e, vice-versa, se R é uma ordem
linear sobre um conjunto X, entdo a estrutura MM com M| = X e <™ = R é
um modelo desta teoria.

Exemplo mat.5. A teoria dos grupos na linguagem 1 (simbolo de constante),
- (simbolo de funcao de dois lugares) é axiomatizada por

Ve(z-1) ==z
VeVyVz(z-(y-2) = ((x-y) - 2)
Vedy(z-y) =1

Exemplo mat.6. A teoria da aritmética de Peano é axiomatizada pelas se-
guintes sentengas na linguagem da aritmética L4.

VeVy (2 =y =2 =1y)
Vro # 2

Ve (z+0)==x

VaVy (z +y') = (z +y)

Va (z X 0) =0

VaVy (2 x y') = ((z x y) + x)
VaVy(r <y« 3z (2 +2)=vy)

mais todas as sentengas da forma

(p(0) AV (p(x) = (")) = Y ()

Como hé infinitas sentencas desta ultima forma, este sistema de axiomas é
infinito. Esta ultima forma é chamada de esquema de inducao. (Na verdade, o
esquema de indugao é um pouco mais complicado do que deixamos transparecer
aqui.)

O 1ltimo axioma é uma defini¢do explicita de <.

Exemplo mat.7. A teoria dos conjuntos puros desempenha um papel impor-
tante nos fundamentos (e na filosofia) da matematica. Um conjunto é puro se
todos os seus membros sdo também conjuntos puros. O conjunto vazio conta,
portanto, como puro, mas um conjunto que tem como um membro algo que
nao é um conjunto nao seria puro. Entao os conjuntos puros sao aqueles que

4 models-theories rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

sdo formados apenas a partir do conjunto vazio e sem “urelementos”, isto €,
objetos que nao sao, eles préprios, conjuntos.

O seguinte poderia ser considerado um sistema de axiomas para uma teoria
dos conjuntos puros:

dr—-dyy € x
VeVy(Vz(z ez 2z €y) »x =y)
VeVy3IzVu(u € 2z (u=azVu=y))
VedyVz(z €y« Ju(z €EuNu € x))

mais todas as sentencas da forma

JxVy (y € z < o(y))

O primeiro axioma diz que hd um conjunto sem membros (isto é, () existe); o
segundo diz que conjuntos sao extensionais; o terceiro que, para quaisquer con-
juntos X e Y, o conjunto {X,Y} existe; o quarto que, para qualquer conjunto
X, o conjunto UX existe, onde UX é a uniao de todos os elementos de X.

As sentencas mencionadas por tltimo sdo chamadas coletivamente de es-
quema de compreensao ingénuo. Ele essencialmente diz que, para todo ¢(x), o
conjunto {x : ¢(x)} existe—entdao, & primeira vista, um axioma verdadeiro, 1til
e talvez até necessério. E chamado de “ingénuo” porque, como se vé, ele torna
esta teoria insatisfativel: se vocé toma ¢(y) como —y € y, obtém a sentenca

JxVy(y € x <~y €y)
e esta sentenca nao é satisfeita em nenhuma estrutura.

Exemplo mat.8. Na area da mereologia, a relagao de parte é uma relagao
fundamental. Assim como as teorias de conjuntos, ha teorias de parte que
axiomatizam vérias concepgoes (as vezes conflitantes) dessa relagao.

A linguagem da mereologia contém um tunico simbolo de predicado de dois
lugares P, e P(z,y) “significa” que z é uma parte de y. Quando temos essa
interpretacao em mente, a estrutura para essa linguagem é chamada de estru-
tura de parte. E claro que nem toda estrutura para um unico predicado de
dois lugares realmente merecerd esse nome. Para ter uma chance de capturar
“parte”, P™ deve satisfazer algumas condicGes, que podemos estabelecer como
axiomas para uma teoria de parte. Por exemplo, a parte é uma ordem parcial
sobre objetos: todo objeto é uma parte (ainda que uma parte imprdpria) de si
mesmo; dois objetos diferentes nao podem ser partes um do outro; uma parte
de uma parte de um objeto é, ela propria, parte daquele objeto. Note que,
nesse sentido, “é uma parte de” se assemelha a “é um subconjunto de”, mas
nao se assemelha a “é um elemento de”, que nao é nem reflexiva nem transitiva.

Va P(x, x)
Ve vy ((P(z,y) A Py, 2)) =2 =y)
VeVyVz (P(z,y) A P(y,2)) = P(z, z))
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explanation

Além disso, quaisquer dois objetos tém uma soma mereoldgica (um objeto que
tem esses dois objetos como partes, e é minimal nesse aspecto).

VaVy 3z Vu (P(z,u) < (P(z,u) A P(y,u)))

Estes sao apenas alguns dos principios béasicos de parte considerados pelos
metafisicos. Principios adicionais, no entanto, rapidamente se tornam dificeis
de formular ou escrever sem primeiro introduzir algumas relagoes definidas.
Por exemplo, a maioria dos metafisicos interessados em mereologia também
considera o seguinte como um principio valido: sempre que um objeto = tem
uma parte prépria y, ele também tem uma parte z que nao tem partes em
comum com ¥, e tal que a fusdo de y e z é .

mat.4 Expressando Relagoes em a Estrutura

Um uso principal que se pode dar as formulas é expressar propriedades e
relagoes em a estrutura 9 em termos dos primitivos da linguagem £ de 9.
Com isso queremos dizer o seguinte: o dominio de 9 é um conjunto de obje-
tos. Os simbolos de constante, simbolos de funcao e simbolos de predicado
sao interpretados em 91 por alguns objetos em |MM|, fungdes sobre ||, e
relagoes sobre |9. Por exemplo, se A3 estd em L, entdo M atribui a ele
uma relagio R = A3”. Entdo a férmula A3(vq, vo) erpressa exatamente essa
relacao, no seguinte sentido: se uma atribuicao de variaveis s mapeia v; para
a € |9M| e v, para b € |M|, entao

Rab sse M, sk A(vi, v).

Note que temos que envolver atribuigoes de varidveis aqui: nao podemos sim-
plesmente dizer “Rab sse M F AZ(a,b)” porque a e b ndo sdo sfmbolos da nossa
linguagem: eles sdo membros de |9].

Como ndo temos apenas formulas atoémicas, mas podemos combing-las
usando os conectivos légicos e os quantificadores, férmulas mais complexas
podem definir outras relagoes que nao estao diretamente embutidas em 9.
Estamos interessados em como fazer isso e, especificamente, quais relagoes po-
demos definir em a estrutura.

Definicao mat.9. Seja ¢(vi,...,V,) a férmula de £ na qual apenas vi,...,
V, ocorrem livres, e seja M a estrutura para L. ¢(vy,...,V,) ezpressa a
relagao R C |9M|" sse

Ray...a, sse M sEo(vi,...,v)
para qualquer atribuigao de varidveis s com s(v;) = a; (i =1,...,n).
Exemplo mat.10. No modelo padrao da aritmética 91, a formula vy < v, V

Vi = vy expressa a relagdo < sobre N. A férmula vo = v{ expressa a relagdo
sucessora, isto é, a relacio R C N2 onde Rnm vale se m é o sucessor de n. A
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férmula vy = v} expressa a relagdo predecessora. As formulas Jvg (v3 £ 0A vy =
(vi+v3)) e 3vs (v1 + v3') = vy ambas expressam a relagdo <. Isso significa que
o simbolo de predicado < é, na verdade, supérfluo na linguagem da aritmética;
ele pode ser definido.

Essa ideia nao é interessante apenas em estruturas especificas, mas geral-
mente sempre que usamos uma linguagem para descrever um modelo ou mode-
los pretendidos, isto é, quando consideramos teorias. Essas teorias frequente-
mente contém apenas alguns simbolos de predicado como simbolos béasicos, mas
no dominio que elas sao usadas para descrever muitas outras relagoes frequen-
temente desempenham um papel importante. Se essas outras relagdes podem
ser sistematicamente expressas pelas relagoes que interpretam os simbolos de
predicado basicos da linguagem, nos dizemos que podemos defini-las na lin-
guagem.

Problema mat.1. Encontre férmulas em £ 4 que definam as seguintes relagoes:

1. n esta entre ¢ e j;
2. n divide m exatamente (isto é, m é um multiplo de n);

3. n é um ntmero primo (isto é, nenhum ndimero além de 1 e n divide n
exatamente).

Problema mat.2. Suponha que a férmula ¢(vi, o) expressa a relagdo R C
2 , . . -
|9%]” em a estrutura 9. Encontre férmulas que expressem as seguintes relacoes:

1. ainversa R~! de R;
2. o produto relativo R | R;

Vocé consegue encontrar uma maneira de expressar BT, o fecho transitivo de R?

Problema mat.3. Seja £ a linguagem contendo apenas um simbolo de pre-
dicado de 2 lugares < (sem outros simbolos de constante, simbolos de fungao
ou simbolos de predicado— exceto, é claro, =). Seja 91 a estrutura tal que
9 =N, e <™ = {(n,m) : n < m}. Prove o seguinte:

1. {0} é definivel em 91;

2. {1} é definivel em N

3. {2} é definivel em N;

4. para cada n € N, o conjunto {n} é definivel em N;
5. todo subconjunto finito de || é definivel em 91;

6. todo subconjunto cofinito de |91] é definivel em 9N (onde X C N é cofinito
sse N\ X é finito).
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mat.5 A Teoria dos Conjuntos

Quase toda a matematica pode ser desenvolvida na teoria dos conjuntos. De-
senvolver a matematica nessa teoria envolve uma série de coisas. Primeiro,
requer um conjunto de axiomas para a relagao €. Varios sistemas de axiomas
diferentes foram desenvolvidos, as vezes com propriedades conflitantes de €. O
sistema de axiomas conhecido como ZFC, a teoria dos conjuntos de Zermelo—
Fraenkel com o axioma da escolha, destaca-se: é de longe o mais amplamente
usado e estudado, porque acontece que seus axiomas bastam para provar quase
todas as coisas que os matematicos esperam ser capazes de provar. Mas an-
tes que isso possa ser estabelecido, é primeiro necessario deixar claro como
podemos sequer expressar todas as coisas que os matematicos gostariam de
expressar. Para comecar, a linguagem nao contém simbolos de constante nem
simbolos de funcao, entao parece, a primeira vista, pouco claro que possamos
falar sobre conjuntos particulares (como () ou N), falar sobre operagdes sobre
conjuntos (como X UY e (X)), muito menos outras construgoes que envolvem
coisas diferentes de conjuntos, como relagoes e fungoes.

Para comecar, “é um elemento de” nao é a unica relagao na qual estamos
interessados: “é um subconjunto de” parece quase tao importante. Mas nds
podemos definir “é um subconjunto de” em termos de “é um elemento de”.
Para fazer isso, temos que encontrar a férmula ¢(x,y) na linguagem da teoria
dos conjuntos que é satisfeita por um par de conjuntos (X,Y) sse X C Y. Mas
X é um subconjunto de Y exatamente quando todos os membros de X sao
também membros de Y. Entao podemos definir C pela férmula

Vz(z€x—2€y)

Agora, sempre que quisermos usar a relagio C em uma férmula, ndés po-
derfamos, em vez disso, usar aquela férmula (com z e y adequadamente subs-
tituidos, e a varidvel ligada 2z renomeada se necessdrio). Por exemplo, a ex-
tensionalidade dos conjuntos significa que se quaisquer conjuntos x e y estao
contidos um no outro, entao x e y devem ser o mesmo conjunto. Isso pode ser
expresso por VaeVy ((z C y Ay C z) - x = y), ou, se substituirmos C pela
definigdo acima, por

VaVy (Vz(z €z =2 €y)AVz(z €y > 2 €2)) 5o =1y).

Este é, de fato, um dos axiomas de ZFC, o “axioma da extensionalidade”.

Nao h4a sfimbolo de constante para @), mas podemos expressar “x é vazio” por
—Jyy € x. Entao “f existe” torna-se a sentenca Iz —~Jyy € x. Este é outro
axioma de ZFC. (Note que o axioma da extensionalidade implica que hd
apenas um conjunto vazio.) Sempre que quisermos falar sobre () na linguagem
da teoria dos conjuntos, nds escreveriamos isso como “ha um conjunto que é
vazio e ...” Como exemplo, para expressar o fato de que () é um subconjunto
de todo conjunto, poderiamos escrever

Jz(-Fyy € x AVzx C 2)
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onde, é claro, x C z teria, por sua vez, que ser substituido por sua defini¢ao.

Para falar sobre operagoes sobre conjuntos, como X UY e p(X), nés temos
que usar um truque semelhante. Nao ha simbolos de fungao na linguagem da
teoria dos conjuntos, mas podemos expressar as relagoes funcionais X UY = Z
e p(X) =Y por

Yu((lu€exVu€ey) & ucE z)
Vu(u Czx+u€y)

ja que os membros de X UY sao exatamente os conjuntos que sao ou membros
de X ou membros de Y, e os membros de p(X) sdo exatamente os subconjuntos
de X. No entanto, isso ndo nos permite usar z Uy ou p(z) como se fossem
termos: sé podemos usar as férmulas inteiras que definem as relagoes XUY = Z
e p(X) =Y. De fato, ndo sabemos que essas relagoes sdo alguma vez satisfeitas,
isto é, nao sabemos que unides e conjuntos poténcia sempre existem. Por
exemplo, a sentenga Vz Iy p(z) = y é outro axioma de ZFC (o axioma do
conjunto poténcia).

E quanto a falar de pares ordenados ou fungdes? Aqui temos que explicar
como podemos pensar em pares ordenados e funcgdes como tipos especiais de
conjuntos. Uma maneira de definir o par ordenado (z,y) é como o conjunto
{{z},{z,y}}. Mas, como antes, ndo podemos introduzir a simbolo de fungao
que nomeie esse conjunto; sé podemos definir a relagdo (z,y) = z, isto é,

{{z} {z.y}} ==
Vu(ueze Wwveucv=z)VVo(veu+ (v=aVuv=y))))

Isso diz que os membros u de z sao exatamente aqueles conjuntos que ou
tém x como seu unico membro ou tém z e y como seus Unicos membros (em
outras palavras, aqueles conjuntos que sdo ou idénticos a {z} ou idénticos a
{z,y}). Uma vez que temos isso, podemos dizer outras coisas, por exemplo,
que X XY =Z7:

Vz(z€Z+Axy(ze X ANy eY Alx,y) =2))

Uma fungao f: X — Y pode ser pensada como a relagao f(z) =y, isto é,
como o conjunto de pares {(z,y) : f(z) = y}. N6s podemos entao dizer que um
conjunto f é uma fungdo de X em Y se (a) é uma relagao C X xY, (b) é total,
isto é, para todo x € X hd algum y € Y tal que (z,y) € f e (c) é funcional, isto
é, sempre que (z,y), (z,y) € f, y = ¢ (porque os valores de fungdes devem
ser Unicos). Entdo “f é uma fungdo de X em Y” pode ser escrito como:

Vu(ue f—=3aeTy(ze XAy eY Alx,y) =u)) A
Vo (z € X — (3y(y € Y Amapeia(f,z,y)) A
(VyVy' ((mapeia(f, z,y) A mapeia(f,z,y")) =y =y')))

onde mapeia(f,x,y) abrevia Jv (v € f A (x,y) = v) (esta férmula expressa

“flz)=1y").
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Agora também nao ¢ dificil expressar que f: X — Y é injetiva, por exemplo:

[ X =Y AVaVe (ze X A2 € XA
Jy (mapeia(f, z,y) A mapeia(f,2’,y))) =z = 2')

Uma funcao f: X — Y é injetiva sse, sempre que f mapeia z,z’ € X para um
Unico y, © = 2’. Se abreviarmos esta férmula como inj(f, X,Y), j4 estamos em
posicao de afirmar na linguagem da teoria dos conjuntos algo tao nao trivial
quanto o teorema de Cantor: nao hé funcao injetiva de p(X) em X:

VXVY (p(X) =Y — -3finj(f,Y, X))

Poderfamos pensar que a teoria dos conjuntos requer outro axioma que
garanta a existéncia de um conjunto para toda propriedade definidora. Se
©(z) é uma férmula da teoria dos conjuntos com a varidvel z livre, podemos
considerar a sentenca

JyVz (x € y > p()).

Esta sentenca afirma que ha um conjunto y cujos membros sao todos e somente
aqueles x que satisfazem ¢(z). Este esquema é chamado de “principio da
compreensao”. Parece muito util; infelizmente é inconsistente. Tome ¢(z) =
—x € x, entdo o principio da compreensao afirma

Ve (z ey ¢ ),
isto é, afirma a existéncia de um conjunto de todos os conjuntos que nao sao
membros de si mesmos. Nenhum tal conjunto pode existir—este é o Paradoxo
de Russell. ZFC, de fato, contém uma versdo restrita—e consistente—deste
principio, o principio da separagao:

Vz3yVe (z €y & (x € 2 A p(x)).

Problema mat.4. Mostre que o principio da compreensao é inconsistente
dando a derivacao que mostre

JyVe(zreyaxdz) b L

Pode ajudar mostrar primeiro (A — -A) A (A — A) - L.

mat.6 Expressando o Tamanho de Estruturas

explanation H& algumas propriedades de estruturas que podemos expressar mesmo sem fol:mat:siz:
usar os sfmbolos nao légicos de uma linguagem. Por exemplo, hd sentencas
que sao verdadeiras em a estrutura se, e somente se, o dominio da estrutura
tem pelo menos, no maximo ou exatamente um certo ntimero n de membros.
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Proposigao mat.11. A sentenca

Y>p =3z o ... 2y,
(xl75-732/\$175333/\%1#1‘4/\---/\1‘17&1‘"/\
T F X3 NTg FTa N NTo F# Tp A

Tp—1 # xn)

€ verdadeira em a estrutura M se, e somente se, |IM| contém pelo menos n
membros. Consequentemente, MM E —p>, 411 se, e somente se, | M| contém no
mazimo n membros.

Proposigao mat.12. A sentenca

Y=p = Jx1 22 ... J2)
(Il#Ig/\l‘l7&1‘3/\1‘17&174/\"'/\1717élfn/\
To £ X3 NTo ATy N NTo Ty N

xnfl#mn/\
Vy(ly=a1V---Vy=ux,))

é verdadeira em a estrutura O se, e somente se, |M| contém exatamente n
membros.

Proposicao mat.13. Uma estrutura € infinita se, e somente se, ¢ um modelo
de
{o>1,052, 023, }-

Nao hé uma unica sentenga puramente légica que seja verdadeira em 901 se,
e somente se, || é infinito. No entanto, pode-se dar sentengas com simbolos de
predicado nao légicos que s6 tém modelos infinitos (embora nem toda estrutura
infinita seja modelo delas). A propriedade de ser uma estrutura finita e a pro-
priedade de ser uma estrutura nao enumeravel nem sequer podem ser expressas
com um conjunto infinito de sentencas. Estes fatos seguem dos teoremas da
compacidade e de Lowenheim—Skolem.

Créditos das Imagens

11



Referéncias Bibliograficas

12



	Teorias e Seus Modelos
	Introdução
	Expressando Propriedades de [rgb]0,.5,0Estruturas
	Exemplos de Teorias de Primeira Ordem
	Expressando Relações em [rgb]0,.5,0a [rgb]0,.5,0Estrutura
	A Teoria dos Conjuntos
	Expressando o Tamanho de [rgb]0,.5,0Estruturas

	Créditos das Imagens
	Referências Bibliográficas

