mat.1 Expressando Propriedades de Estruturas

fol:mat:exs: Frequentemente é util e importante expressar condicoes sobre fungdes e relagoes, explanation

*“ ou, mais geralmente, que as funcoes e relacoes em uma estrutura satisfacam
essas condigoes. Por exemplo, nds gostariamos de ter maneiras de distinguir
aquelas estruturas para uma linguagem que “capturam” o que queremos que
os simbolos de predicado “signifiquem” daquelas que nao capturam. E claro
que somos completamente livres para especificar quais estruturas “pretende-
mos”, por exemplo, podemos especificar que a interpretagao do simbolo de
predicado < deve ser uma ordenacao, ou que estamos interessados apenas em
interpretacoes de £ nas quais o dominio consiste em conjuntos e € é interpre-
tado pela relagao “é um membro de”. Mas podemos fazer isso com sentencas da
linguagem? Em outras palavras, quais condicoes sobre a estrutura 99t podemos
expressar por a sentenca (ou talvez um conjunto de sentengas) na linguagem
de 91?7 H4 algumas condigGes que nao conseguiremos expressar. Por exemplo,
nao hé sentenga de £ que seja verdadeira em uma estrutura 9 somente se
|9t = N. Nao podemos expressar “o dominio contém apenas ntdmeros natu-
rais”. Mas ha “propriedades estruturais” de estruturas que talvez possamos
expressar. Quais propriedades de estruturas podemos expressar por sentencas?
Ou, dito de outra forma, quais colegbes de estruturas podemos descrever como
aquelas que tornam a sentenga (ou conjunto de sentencas) verdadeira?

Defini¢ao mat.1 (Modelo de um conjunto). Seja I" um conjunto de sen-
tencas em uma linguagem L£. Nos dizemos que a estrutura 9 é um modelo
de I' se M FE ¢ para todo ¢ € I'.

Exemplo mat.2. A sentenca Vzz < z é verdadeira em 9 sse <™ é uma
relacdo reflexiva. A sentenca VaVy((z < y Ay < z) » x = y) é verdadeira
em M sse <™ é antissimétrica. A sentenca Va Vy Vz (x<yny<z)—zx<z)
é verdadeira em 9 sse <™ ¢ transitiva. Assim, os modelos de

{ Vaxz <z,
VeVy((z <yAy<z) =z =y),
VeVyVz(z<yAy<z)—zx<z) }

sdo exatamente aquelas estruturas nas quais <™ ¢é reflexiva, antissimétrica
e transitiva, isto é, uma ordem parcial. Portanto, podemos tomé-las como
axiomas para a teoria de primeira ordem das ordens parciais.
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