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int.1 Satisfacao

Ja podemos avangar para a semantica da légica de primeira ordem assim que
sabemos o que sao férmulas: aqui, a definicao bésica é a de a estrutura. Para
nossa linguagem simples, uma estrutura 97 tem apenas trés componentes:
um conjunto nao vazio M| chamado de dominio, o que a designa em M, e
do que P é verdadeiro em 9. O objeto designado por a é denotado por a™
e o conjunto de coisas das quais P é verdadeiro por P™. A estrutura 9t
consiste apenas nestas trés coisas: ||, a™ € |M| e PP C |M|. O caso geral
serd mais complicado, pois haverda muitos simbolos de predicado e simbolos
de constante, os simbolos de constante podem ter mais de um lugar, e havera
também simbolos de fungao.

Isso basta para dar uma definicdo de satisfagdo para férmulas que néo
contém variaveis. A ideia é dar uma definicdo indutiva que espelha a ma-
neira como definimos férmulas. Especificamos quando uma férmula atémica é
satisfeita em 901, e entao quando, por exemplo, - é satisfeita em 9t com base
em se ¢ é ou nao satisfeita em 9. Por exemplo, poderiamos definir:

1. P(a) é satisfeita em 90 se, e somente se, 8™ € P™.
2. —p é satisfeita em 91 se, e somente se, ¢ nao é satisfeita em M.

3. (¢ A1) é satisfeita em DN se, e somente se, ¢ é satisfeita em M e ¢
também ¢é satisfeita em 901.

Digamos que |9 = {0,1,2}, a™ =1 e P™ = {1,2}. Esta definicdo nos diria
que P(a) é satisfeita em M (pois & = 1 € {1,2} = P™). Nos diria ainda que
—P(a) néo é satisfeita em M, e que, por sua vez, ~—=P(a) é, e que (—P(a)AP(a))
nao € satisfeita, e assim por diante.

A dificuldade surge quando queremos dar uma definicdo para os quantifi-
cadores: gostarfamos de dizer algo como: “Jvy P(vy) é satisfeita se, e somente
se, P(vp) é satisfeita.” Mas a estrutura 9% nao nos diz o que fazer com
varidveis. O que realmente queremos dizer é que P(vp) é satisfeita para algum
valor de vp. Para tornar isso preciso, precisamos de uma maneira de atribuir
membros de |9 nado apenas a a, mas também a vy. Para isso, introduzi-
mos atribuicoes de varidveis. Uma atribuicao de varidveis é simplesmente uma
fungdo s que mapeia varidveis para membros de |9t (em nosso exemplo, para
um entre 1, 2 ou 3). Como nao sabemos de antemao quais varidveis podem
aparecer em uma férmula, nao podemos limitar a quais variaveis s atribui va-
lores. A solucao simples é exigir que s atribua valores a todas as variaveis vy,
v, ... Usaremos apenas aquelas de que precisarmos.

Em vez de definir a satisfacao de formulas apenas em relagdo a uma estru-
tura, definiremos em relagdo a uma estrutura 9t e uma atribuigao de variaveis s,
e escreveremos M, s F ¢ por brevidade. Nossa definicdo agora incluird uma
clausula adicional para lidar com férmulas atomicas contendo varidveis:

1. M, s = P(a) se, e somente se, a™t € P,
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2. M, s E P(v;) se, e somente se, s(v;) € P™.
3. M, s F —p se, e somente se, nao M, s F .
4. M, s E (p A1) se, e somente se, M, s F ¢ e M, s F 1.

Ok, isso resolve um problema: agora podemos dizer quando 91 satisfaz P(vp)
para o valor s(vy). Para obter a defini¢ao correta para Jvy P(vy) temos que fazer
mais uma coisa: queremos que M, s F vy P(vp) se, e somente se, M, s E P(vy)
para alguma maneira s’ de atribuir um valor a vy. Mas o valor atribuido a v,
nao precisa necessariamente ser o valor que s(vg) escolhe. Introduziremos uma
notagao para isso: se m € ||, entdo deixamos s[m/v] ser a atribuicdo que é
igual a s (para todas as variaveis diferentes de vp), exceto que a vy atribui m.
Agora nossa defini¢ao pode ser:

5. M, s E v, v se, e somente se, M, s[m/v;] E ¢ para algum m € |M].

Funciona? Digamos que s(v;) = 0 para todo ¢ € N. 9, s E vy P(vp) se, e
somente se, hd um m € |9M| tal que M, s[m/w] E P(w). E hd: podemos
escolher m =1 ou m = 2. Note que isso é verdadeiro mesmo que o valor s(vp)
atribuido a vy por s—neste caso, 0—mnao faga o trabalho. Temos I, s[1/vp] F
P(vp), mas nao M, s = P(vp).

Se isso parece confuso e trabalhoso: é. Mas a complexidade adicional é
necessaria para dar uma definicao precisa e indutiva de satisfagao para todas
as férmulas, e precisamos de algo assim para definir precisamente as nogoes
semanticas. H4 outras maneiras de fazer isso, mas todas sao igualmente (in)elegantes.
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