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int.1 Fdérmulas

Eis a abordagem que usaremos para especificar rigorosamente as sentencas da
l6gica de primeira ordem e para lidar com as questoes decorrentes do uso de
variaveis. Primeiro definimos um conjunto diferente de expressoes: férmulas.
Uma vez feito isso, podemos considerar o papel que as variaveis desempenham
nelas—e, com base em algumas outras ideias, nomeadamente as de variaveis
“livres” e “ligadas”, podemos definir o que é uma sentenca (nomeadamente,
uma férmula sem varidveis livres). Fazemos isso ndo apenas porque torna a
definigao de “sentenca” mais gerenciavel, mas também porque sera crucial para
a maneira como definimos a nocao semantica de satisfacao.

Vamos definir “férmula” para uma linguagem simples de primeira ordem,
contendo apenas um unico simbolo de predicado P e um tnico simbolo de cons-
tante a, e apenas os simbolos 16gicos =, A e 3. Nossas defini¢oes completas serao
muito mais gerais: permitiremos infinitos simbolos de predicado e simbolos de
constante. De fato, também consideraremos simbolos de fun¢ao que podem ser
combinados com simbolos de constante e varidveis para formar “termos”. Por
enquanto, a e as varidveis serdo nossos unicos termos. Precisamos de infinitas
variaveis. Oficialmente usaremos os simbolos vy, V1, ..., como varidveis.

Definigao int.1. O conjunto de formulas Frm é definido da seguinte forma:
1. P(a) e P(v) sdo féormulas (i € N).
2. Se ¢ é uma formula, entdao —¢ é uma férmula.
3. Se ¢ e 1 sdo férmulas, entdo (¢ A1) é uma férmula.
4. Se ¢ é uma formula e x é uma variavel, entao dx ¢ é uma férmula.

5. Nada mais é uma formula.

(1) nos diz que P(a) e P(v;) sdo férmulas, para qualquer ¢ € N. Estas
sao as chamadas formulas atémicas. Elas nos dao algo com que comegar. As
outras cldusulas nos dao maneiras de formar novas férmulas a partir daquelas
que ja formamos. Assim, por exemplo, por (2), obtemos que =P(vy) é uma
férmula, ja que P(w) jid é uma férmula por (1). Entao, por (4), obtemos que
Jva = P(va) é outra férmula, e assim por diante. (5) nos diz que somente cadeias
que podemos formar desta maneira contam como férmulas. Em particular,
vy P(a) e vy vy P(a) contam como férmulas, e (—P(a)) ndo conta, por causa
dos parénteses externos supérfluos.

Esta maneira de definir formulas é chamada de definicdo indutiva, e nos
permite provar coisas sobre férmulas usando uma versao de prova por indugao
chamada inducao estrutural. Estas sao discutidas de maneira geral em 77 e
7?7, que voce deve revisar antes de mergulhar nas provas mais adiante. Basi-
camente, a ideia é que, se vocé quer dar uma prova de que algo é verdadeiro
para todas as férmulas, mostra primeiro que é verdadeiro para as formulas
atomicas e entao que se for verdadeiro para qualquer férmula ¢ (e 1), também
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é verdadeiro para —, (p A1) e 3z ¢. Por exemplo, isso prova que é verdadeiro
para v, =P (v,): da primeira parte vocé sabe que é verdadeiro para a férmula
atomica P(vz). Entao obtém que é verdadeiro para =P(vy) pela segunda parte,
e novamente que é verdadeiro para vy =P (v,) em si. Como todas as férmulas
sao geradas indutivamente a partir de formulas atomicas, isso funciona para
qualquer uma delas.
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