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com.l Identidade

A construgdo do modelo de termos dada na secao anterior é suficiente para explanation

estabelecer a completude da logica de primeira ordem para conjuntos I' que
nao contém =. O modelo de termos satisfaz todo ¢ € I'* que nao contém =
(e, portanto, todo ¢ € I'). Ele nao funciona, no entanto, se = estd presente. A
razao é que I'* pode entdo conter a sentenca t = t’, mas no modelo de termos
o valor de qualquer termo é esse préprio termo. Logo, se t e t' sao termos
diferentes, seus valores no modelo de termos — isto é, t e t’, respectivamente
— sao diferentes, e assim ¢t = t’ é falsa. Podemos corrigir isso, no entanto,
usando uma construcao conhecida como “fatoragao”.

Definigao com.1. Seja '™ um conjunto consistente e completo de sentengas
em L. Definimos a relacdo ~ sobre o conjunto de termos fechados de £ por

t~t seesomentese t=t eIl*

Proposigao com.2. A relagdo =~ tem as sequintes propriedades:

1.

Q

€ reflexiva.
2. & € simétrica.
3. =~ ¢ transitiva.

. Set =t f éasimbolo de funcao, ety, ..., ti—1, tix1, ..., ty SG0 termos
fechados, entdo

f(tl,...,ti_17t,ti+1,...,tn) ~ f(tl,...,ti_17t,,ti+1,...,tn).

5 Set=t', R ¢éa simbolo de predicado, e t1, ..., ti_1, tix1, ..., tn $GO
termos fechados, entao

R(t1, ..., ti—1,t,tix1, ..., tn) € I'" se e somente se
R(tl,n-;tiflat/ytiJrl,---;tn) el .

Prova. Como I'* é consistente e completo, t =t € I'* se e somente se I'* -
t =t'. Assim, basta mostrar o seguinte:

1. I+t =t para todos os termos fechados t.
2. Se I'*+t =1t entao I+t =t.
3.Sel*Ft=tel*Ft =t" entao I' +t=1t".
4. Se I'* Ht =1, entao
T fty, .ottt tit, ey tn) = flt1, oo tim, Ui tint, ooy tn)
para todo simbolo de funcao f de n lugares e termos fechados t1, ...,

i1, ti+17 sy tne
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5. Sel™ I—t:t’ef'* l—R(th...,ti,l,utiﬂ,...,tn),entéof‘* }_R(tl,...,ti,htl,tﬂrl,...

para todo simbolo de predicado R de n lugares e termos fechados ¢4, ...,
ti—17ti+17 sy e O

Problema com.1. Complete a prova de Proposicao com.2.

Definigao com.3. Suponha que I'* seja um conjunto consistente e completo
em uma linguagem L, ¢t seja um termo fechado e &~ como na definicao anterior.
Entao:

[tlo ={t' :t' € Ttm(L),t ~ t'}

e Trm(L)/x = {[t]~ : t € Trm(L)}.

Definicao com.4. Seja M = M(I™*) o modelo de termos para I'* de ?7. fol:comide:

defn:term-model-factor

Entao M/~ é a seguinte estrutura:

1. |9M/e| = Trm(L) fx.

2. M= =[]~
3. ([, [taln) = [f (1, - - tn)]~
4. {[ti]a, - - -, [tn)~) € R/~ se e somente se M E R(ty,...,t,), isto é, se e

somente se R(t1,...,tn) € I'*.

Note que definimos f™/= ¢ R™/~ para elementos de Trm(L)/~ referindo-
nos a eles como [t]~, isto é, por meio de representantes t € [t|~. Temos
que nos assegurar de que essas definicoes nao dependam da escolha desses
representantes, isto é, de que, para algumas outras escolhas ¢’ que determinam
as mesmas classes de equivaléncia ([t]~ = [t']~), as definigoes produzam o
mesmo resultado. Por exemplo, se R é um simbolo de predicado de um lugar,
a tltima cldusula da definigao diz que [t]~ € R™/~ se e somente se M E R(t).
Se, para algum outro termo t' com ¢ &~ t', MM ¥ R(t), entdo a definigio exigiria
[t'|l~ ¢ R™/~. Se t ~ t', entdo [t|~ = [t'|~, mas ndo podemos ter ao mesmo
tempo [t]~ € R™/= e [t]~ ¢ R™/~. Entretanto, Proposicio com.2 garante que
isso nao pode acontecer.

Proposicdo com.5. M/~ estd bem definida, isto €, se ty, ..., tn, 1, ..., t
sdo termos fechados, e t; =~ t., entao

1. [f(tla cee 7tn)]% = [f(tllv cee 7t/n)]z; 15t0 é;
Flte, .o ty) = f(ty,...,t)
e

2. ME R(t1,...,tn) se e somente se ME R(t),... 1)), isto €,

R(t1,...,tn,) € I'* se e somente se R(t},...,t,) € I'*.
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Prova. Segue de Proposicao com.2 por indugao sobre n. O

Como no caso do modelo de termos, antes de provar o lema da verdade
precisamos do seguinte lema.

Lema com.6. Seja 9 = M(I™*); entio Val™/~(t) = [t]~.

Prova. A prova é similar a de ?77. O
Problema com.2. Complete a prova de Lema com.6.

Lema com.7. M/ E ¢ se e somente se ¢ € I'* para todas as sentengas .

Prova. Por indugao sobre ¢, exatamente como na prova de ??7. O unico caso
que precisa de atencao adicional é quando ¢ =t =t'.

M/~ Et =1 se e somente se [t]~ = [t']~ (por definicao de M /)

se e somente se t ~ t' (por definigao de [t]~)

se e somente se t =t € I'* (por definigao de ~). O

Note que, embora M (I™*) seja sempre enumerdvel e infinita, 9/~ pode ser
finita, j4 que pode ocorrer que haja apenas finitas classes [t]~. Isso é de se
esperar, ja que I' pode conter sentencas que exigem que qualquer estrutura na
qual elas sejam verdadeiras seja finita. Por exemplo, YV Vyx = y é a sentenca
consistente, mas é satisfeita apenas em estruturas com a dominio que contém

exatamente um membro.
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