com.l1 Expansao de Henkin

fol:com:hen: Parte do desafio em provar o teorema da completude é que o modelo que explanation
¢ construimos a partir de um conjunto consistente completo I" deve tornar ver-
dadeiras todas as féormulas quantificadas em I'. Para garantir isso, usamos um
truque devido a Leon Henkin. Em esséncia, o truque consiste em expandir a
linguagem por infinitos simbolos de constante e adicionar, para cada formula
com uma varidvel livre ¢(z), uma férmula da forma 3z ¢(z) — ¢(c), onde ¢
é um dos novos simbolos de constante. Quando construimos a estrutura que
satisfaz I', isso garantird que cada sentenga existencial verdadeira tenha uma
testemunha entre as novas constantes.

fol:com:hen: Proposicao com.1. Se I' € consistente em L e L' € obtida de L adicionando-
proplang-czp - ge q infinito enumerdvel conjunto de novos simbolos de constante dy, dy, ...,
entdo I' € consistente em L'.

Defini¢ao com.2 (Conjunto saturado). Um conjunto I" de férmulas de uma
linguagem L é saturado se e somente se, para cada férmula ¢(z) € Frm(£) com
uma variavel livre z, existe a simbolo de constante ¢ € L tal que 3z p(x) —
p(c) eI

A definigdo a seguir serd usada na prova do préximo teorema.

fol:com:hen: Definigdo com.3. Seja £’ como em Proposigao com.1. Fixe uma enumeracao

defnchenkin-exp 50 (), @1(x1), -..de todas as férmulas ¢;(z;) de £ nas quais uma varidvel
(z;) ocorre livre. Definimos as sentengas 6,, por indugao sobre n.

Seja ¢y o primeiro simbolo de constante dentre os d; que adicionamos a £

que néo ocorre em o(xg). Supondo que by, ..., 0,1 ji tenham sido definidas,
seja ¢, o primeiro dentre os novos simbolos de constante d; que nao ocorre nem
em 6, ..., 0,_1 nem em @, (z,).

Agora seja 0, a férmula Iz, o, (z,) = ©n(cn).

fol:com:hen: Lema com.4. Todo conjunto consistente I' pode ser estendido a um conjunto
lemhenkin  gqturado consistente I".

Prova. Dado um conjunto consistente de sentencas I' em uma linguagem L,
expanda a linguagem adicionando a infinito enumerdvel conjunto de novos
simbolos de constante para formar £’. Por Proposicao com.l, I" ainda é con-
sistente na linguagem mais rica. Além disso, seja #; como em Definicao com.3.
Seja
Iy=r
Iy1=T,U{0,}
isto é, I'yp1 = I'U{bp,...,0,}, eseja I" =, I',. I" é claramente saturado.
Se I'” fosse inconsistente, entéo, para algum n, I, seria inconsistente (Exercicio:

explique por qué). Portanto, para mostrar que I'' é consistente, basta mostrar,
por indugao sobre n, que cada conjunto I, é consistente.
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explanation

A base da inducao é simplesmente a afirmagao de que Iy = I" é consis-
tente, que é a hipdtese do teorema. Para o passo de inducgao, suponha que I,
seja consistente mas I, 11 = I, U {0,} seja inconsistente. Lembre que 6,, é
Iz, on(Tn) = @nlcy), onde v, (x,) é a férmula de £’ com apenas a varidvel x,,
livre. Pela maneira como escolhemos os ¢, (ver Defini¢ao com.3), ¢, ndo ocorre
em @, (z,) nem em I,.

Se I',U{6,,} é inconsistente, entao I}, - =6, e, portanto, ambos os seguintes
valem:

Lok 3z, 0n(zn)  Tn b —pnlcn)

I b —pn(en), obtemos I, F Va, —@,(x,). Assim, temos que ambos I}, +
Iz, on(xn) € Iy B Ya, ~@,(x,), de modo que o préprio I3, é inconsistente.
(Note que Va, ~pn(x,) b =3z, on(x,).) Contradigdo: supunha-se que I,
fosse consistente. Logo, I, U {6, } é consistente. O

Mostraremos agora que conjuntos completos, consistentes que sao saturados
tém a propriedade de que contém uma sentenca universalmente quantificada
se e somente se contém todas as suas instancias e contém uma sentenca exis-
tencialmente quantificada se e somente se contém pelo menos uma instancia.
Usaremos isso para mostrar que a estrutura que geraremos a partir de um
conjunto completo, consistente, saturado torna todas as suas sentencas quan-
tificadas verdadeiras.

Proposicao com.5. Suponha que I' seja completo, consistente e saturado.

1. 3z p(x) € I' se e somente se ¢(t) € I' para pelo menos um termo fe-
chado t.

2. Ve p(x) € I' se e somente se p(t) € I' para todo termo fechado t.

fol:com:hen:

prop:saturated-instances

Prova. 1. Suponha primeiro que 3z ¢(x) € I'. Como I” é saturado, (Fz p(z)—

item (1), e 72272, p(c) € I'.
Para a outra diregao, a saturagio nao é necessaria: Suponha @(t) € I.

I.

2. Suponha que @(t) € I' para todo termo fechado t. Por contradigio,
assuma vV ¢(x) ¢ I'. Como I" é completo, =Va ¢(x) € I'. Por saturacao,
(Fz —p(x)——p(c)) € I' para algum simbolo de constante ¢. Por hipdtese,
como ¢ é um termo fechado, ¢(c) € I'. Mas isso tornaria I" inconsistente.
(Exercicio: dé a derivagao que mostra que

Yz p(z), 3z —p(z) = —p(c), p(c)

é inconsistente.)
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Para a diregdo reversa, ndo precisamos de saturacdo: Suponha Vz p(z) €

por ?7. O
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