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Capitulo udf

O Teorema da Completude

com.l Introducao

O teorema da completude é um dos resultados mais fundamentais sobre légica.
Ele vem em duas formulagoes, cuja equivaléncia iremos provar. Em sua pri-
meira formulacao, ele diz algo fundamental sobre a relacao entre consequéncia
semantica e nosso sistema de derivacao: se a sentenca ¢ segue de algumas
sentencas I, entao também existe a derivacao que estabelece I' F . Assim,
o sistema de derivacao é tao forte quanto pode possivelmente ser sem provar
coisas que de fato nao se seguem.

Em sua segunda formulacao, ele pode ser enunciado como um resultado
de existéncia de modelo: todo conjunto consistente de sentencas é satisfativel.
A consisténcia é uma nocao da teoria da prova: ela diz que nosso sistema de
derivagao € incapaz de produzir certas derivacoes. Mas quem garante que,
86 porque nao ha derivacoes de um certo tipo a partir de I', estd garantido
que existe a estrutura 97 Antes de o teorema da completude ser provado pela
primeira vez — na verdade, antes de termos os sistemas de derivacao que temos
hoje — o grande matemaético alemao David Hilbert defendia a visao de que a
consisténcia das teorias matematicas garante a existéncia dos objetos de que
elas tratam. Ele colocou isso da seguinte forma em uma carta a Gottlob Frege:

Se os axiomas dados arbitrariamente nao se contradizem uns aos
outros com todas as suas consequéncias, entao eles sao verdadeiros
e as coisas definidas pelos axiomas existem. Este é para mim o
critério de verdade e existéncia.

Frege discordou veementemente. A segunda formulacao do teorema da com-
pletude mostra que Hilbert estava certo pelo menos no sentido de que, se os
axiomas sao consistentes, entao existe alguma estrutura que os torna todos
verdadeiros.

Estas nao sao as unicas razoes pelas quais o teorema da completude — ou
melhor, sua prova — é importante. Ele tem uma série de consequéncias im-
portantes, algumas das quais discutiremos separadamente. Por exemplo, como



toda derivacao que mostra I F ¢ é finita e, portanto, sé pode usar uma quan-
tidade finita das sentencas em I', segue do teorema da completude que, se ¢ é
uma consequéncia de I, entao ja é uma consequéncia de um subconjunto finito
de I'. Isso é chamado de compacidade. Equivalentemente, se todo subconjunto
finito de I" é consistente, entao o préprio I' deve ser consistente.

Embora o teorema da compacidade decorra do teorema da completude pelo
desvio através de derivacoes, também é possivel usar a prova do teorema da
completude para estabelecé-lo diretamente. Pois o que a prova faz é tomar
um conjunto de sentencas com uma certa propriedade — a consisténcia — e
construir a estrutura a partir desse conjunto que possui certas propriedades
(neste caso, que ela satisfaz o conjunto). Quase exatamente a mesma cons-
trugao pode ser usada para estabelecer a compacidade diretamente, partindo
de conjuntos “finitamente satisfativeis” de sentencas em vez de conjuntos con-
sistentes. A constru¢do também produz outras consequéncias, por exemplo,
que todo conjunto satisfativel de sentencas tem um modelo finito ou infinitos
enumeraveis. (Esse resultado é chamado de teorema de Lowenheim—Skolem.)
Em geral, a construcao de estruturas a partir de conjuntos de sentencas é usada
com frequéncia em ldgica, e as vezes até em filosofia.

com.2 Esboco da Prova

A prova do teorema da completude é um pouco complexa e, em uma primeira
leitura, é facil se perder. Entdo, vamos esbogar a prova. O primeiro passo é
uma mudanga de perspectiva, que nos permite enxergar um caminho para uma
prova. Quando a completude é pensada como “sempre que I' E ¢ entao I' - ¢”,
pode ser dificil até mesmo ter uma ideia: pois, para mostrar que I" - ¢, temos
que encontrar a derivacao, e nao parece que a hipdtese de que I' F ¢ nos ajude
nisso de alguma forma. Para alguns sistemas de prova, é possivel construir
diretamente a derivacao, mas adotaremos uma abordagem um pouco diferente.
A mudanca de perspectiva necessédria € esta: a completude também pode ser
formulada como: “se I' é consistente, entao é satisfativel”. Talvez possamos
usar a informacao em I’ juntamente com a hipdtese de que ela é consistente
para construir a estrutura que satisfaca toda sentenca em I'. Afinal, sabemos
que tipo de estrutura estamos procurando: uma que seja como I a descreve!

Se I' contém apenas sentencas atomicas, é facil construir um modelo para
ele. Suponha que as sentencas atomicas sejam todas da forma P(ay,...,a,)
onde os a; sao simbolos de constante. Tudo o que temos a fazer é apresentar
a dominio 9| e uma atribuigdo para P de modo que MM & P(aq,...,a,). Mas
isso ndo é muito dificil: faga |M| = N, ¢™ = i e, para cada P(ay,...,a,) €
I, coloque a tupla (ki,...,k,) em P™ onde k; é o indice do simbolo de
constante a; (isto é, a; = ¢y, ).

Agora suponha que I' contenha alguma férmula —, com @ atomica. Po-
derfamos temer que a construgdo de 9t interfira na possibilidade de tornar —)
verdadeira. Mas é aqui que entra a consisténcia de I': se =) € I', entdo ¢ ¢ I',
caso contrério I' seria inconsistente. E se 1) ¢ I, entdo, de acordo com nossa
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construcao de M, M ¥ ¢, logo M E —p. Até aqui, tudo bem.

E se I' contiver férmulas complexas, nao atémicas? Digamos que ele con-
tenha ¢ A 1. Para tornar isso verdadeiro, devemos proceder como se tanto ¢
quanto 1 estivessem em I'. E se ¢ V¢ € I', entao teremos que tornar pelo
menos um deles verdadeiro, isto é, proceder como se um deles estivesse em I'.

Isso sugere a seguinte ideia: adicionamos férmulas adicionais a I' de modo
a (a) manter o conjunto resultante consistente e (b) garantir que, para toda
sentenca ¢ atOmica possivel, ou @ estd no conjunto resultante, ou —y esta, e
(¢) tais que, sempre que A estd no conjunto, entao tanto ¢ quanto ¥ também
estao; se V1 estd no conjunto, pelo menos um dentre ¢ ou ¢ também estd, etc.
Continuamos fazendo isso (potencialmente para sempre). Chame o conjunto
de todas as férmulas assim adicionadas de I'*. Entao a nossa construgao acima
nos forneceria a estrutura 9t para a qual poderfamos provar, por inducao, que
ela satisfaz todas as sentencas em '™ e, portanto, também todas as sentengas
em I', j4 que I' C I'*. Acontece que garantir (a) e (b) é suficiente. Um
conjunto de sentencas para o qual (b) vale é chamado de completo. Assim,
nossa tarefa sera estender o conjunto consistente I' a um conjunto consistente
e completo ™.

H4 um problema neste plano: se 3z p(z) € I', esperariamos poder escolher
algum simbolo de constante ¢ e adicionar ¢(c) neste processo. Mas como sabe-
mos que sempre podemos fazer isso? Talvez tenhamos apenas alguns simbolos
de constante em nossa linguagem, e, para cada um deles, tenhamos —p(c) € I'.
Também nao podemos adicionar ¢(c), ja que isso tornaria o conjunto inconsis-
tente, e ndo saberfamos se M tem que tornar p(c) ou —¢(c) verdadeira. Além
disso, pode acontecer de I' conter apenas sentengas em uma linguagem que
nao tem sfmbolo de constante algum (por exemplo, a linguagem da teoria dos
conjuntos).

A soluc@o para este problema é simplesmente adicionar infinitas constan-
tes no comego, além de sentencas que as conectam com os quantificadores da
maneira correta. (Claro, temos que verificar que isso nao pode introduzir uma
inconsisténcia.)

Nossa construcao original funciona bem se tivermos apenas simbolos de
constante nas sentencas atomicas. Mas a linguagem também pode conter
simbolos de fungao. Nesse caso, pode ser complicado encontrar as fungoes
certas em N para atribuir a esses simbolos de funcao de modo a fazer tudo
funcionar. Entao, aqui vai outro truque: em vez de usar i para interpretar
¢;, basta tomar o préprio conjunto de simbolos de constante como o dominio.
Entao 9 pode atribuir cada simbolo de constante a si mesmo: ¢ = ¢;. Mas
por que nao ir até o fim: seja |M| o conjunto de todos os termos da linguagem!
Se fizermos isso, hd uma atribuigdo ébvia de fungdes (que tomam termos como
argumentos e tém termos como valores) aos simbolos de funcao: atribuimos ao

simbolo de funcao £ a funcao que, dados n termos ¢, ..., t, como entrada,
produz o termo f*(t1,...,t,) como valor.
A dltima pega do quebra-cabeca é o que fazer com =. O simbolo de pre-

dicado = tem uma interpretacio fixa: 9 £ t = ' se e somente se Val™ (t) =
Valm(t’ ). Agora, se ajustarmos as coisas de modo que o valor de um termo ¢
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explanation

seja o proprio t, entao esta estrutura nao tornard verdadeira nenhuma sen-
tenga da forma ¢ = t' a menos que t e ¢’ sejam um tnico e mesmo termo.
E, claro, isso é um problema, ji que basicamente toda teoria interessante em
uma linguagem com simbolos de func¢ao terd como teoremas sentencas t = t/
onde t e t' ndo sdo o mesmo termo (por exemplo, em teorias da aritmética:
(0 +0) = 0). Para resolver este problema, mudamos o dominio de 9: em vez
de usar termos como os objetos em |9|, usamos conjuntos de termos, e cada
conjunto ¢ tal que contém todos aqueles termos que as sentengas em I exigem
que sejam iguais. Assim, por exemplo, se I' é uma teoria da aritmética, um
desses conjuntos conterd: 0, (0 + 0), (0 X 0), etc. Este serd o conjunto que
atribuimos a 0, e acontecerd que este conjunto também ¢é o valor de todos os
termos nele, por exemplo, também de (0+0). Portanto, a sentenga (0+0) = 0
serd verdadeira nesta estrutura revisada.

Entao, aqui estd o que faremos. Primeiro investigamos as propriedades
dos conjuntos consistentes completos; em particular, provamos que um con-
junto consistente completo contém ¢ A 1) se e somente se contém tanto ¢
quanto 1, contém ¢ V 1) se e somente se contém pelo menos um deles, etc.
(Proposigao com.2). Em seguida, definimos e investigamos conjuntos “satura-
dos” de sentencas. Um conjunto saturado é aquele que contém condicionais que
ligam cada sentenca quantificada as suas instancias (Definicao com.5). Mos-
tramos que qualquer conjunto consistente I' sempre pode ser estendido a um
conjunto saturado I"” (Lema com.6). Se um conjunto é consistente, saturado
e completo, ele também tem a propriedade de conter 3z () se e somente se
contém ¢(t) para algum termo fechado ¢t e Va p(x) se e somente se contém
©(t) para todo termo fechado ¢ (Proposigao com.7). Em seguida, tomaremos
o conjunto consistente saturado I e mostraremos que ele pode ser estendido
a um conjunto saturado, consistente e completo I'* (Lema com.8). Este con-
junto I'* é o que usaremos para definir nosso modelo de termos M(I™*). O
modelo de termos tem o conjunto de termos fechados como seu dominio, e a
interpretagao de seus simbolos de predicado é dada pelas sentencgas atomicas
em I'* (Definigao com.9). Usaremos as propriedades dos conjuntos consisten-
tes completos e saturados para mostrar que, de fato, (™) E ¢ se e somente
se ¢ € I'* (Lema com.12) e, portanto, em particular, (™) F I". Por fim,
consideraremos como definir um modelo de termos se I' contém = também
(Definigao com.16) e mostraremos que ele satisfaz I'* (Lema com.19).

com.3 Conjuntos Consistentes Completos de Sentencas

Defini¢ao com.1 (Conjunto completo). Um conjunto I' de sentencas é
completo se e somente se, para qualquer sentenca ¢, ou ¢ € I' ou —p € I'.

Conjuntos completos de sentencas nao deixam questoes sem resposta. Para
qualquer sentenca ¢, I' “diz” se ¢ é verdadeira ou falsa. A importancia dos
conjuntos completos estende-se para além da prova do teorema da completude.
Uma teoria que é completa e axiomatizavel, por exemplo, é sempre decidivel.

4 completeness rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY.

fol:com:ccs:

sec
fol:com:ccs:

def:complete-set


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

fol:com:ccs:
prop:ccs
fol:com:cecs:
prop:ces-prov-in
fol:com:ccs:
prop:ccs-and
fol:com:ccs:
prop:ccs-or
fol:com:ccs:

prop:ccs-if

Conjuntos consistentes completos sao importantes na prova de completude

ja que podemos garantir que todo conjunto consistente de sentencas I esta

contido em um conjunto consistente completo I'™*. Um conjunto consistente
completo contém, para cada sentenca @, ou ¢ ou sua negacao —p, mas nao
ambas. Isso é verdade em particular para sentencas atémicas, de modo que,
a partir de um conjunto consistente completo em uma linguagem adequada-
mente expandida por simbolos de constante, podemos construir a estrutura
onde a interpretacao dos simbolos de predicado é definida de acordo com quais
sentencas atomicas estao em I'*. Pode-se entdo mostrar que esta estrutura
torna verdadeiras todas as sentencas em I'* (e, portanto, também todas aque-
las em I'). A prova deste dltimo fato requer que —p € I'* se e somente se
pe& I, (pV) €I seesomente se p € ['* ou ) € I'*, ete.

No que se segue, usaremos com frequéncia, de modo técito, as propriedades
de reflexividade, monotonicidade e transitividade de = (ver 2?772?7272772727).

Proposigao com.2. Suponha que I' seja completo e consistente. Entao:
1. Sel't p, entao p € I'.
2. pANY eI seesomentesepel epel.
3. Vel seesomente se p €l outhp el

4. o= €T seesomente se p g I outp eI

Prova. Suponhamos, para tudo o que se segue, que I seja completo e consis-
tente.

1. Se I' F ¢, entao p € I

Suponha que I' F ¢. Suponha, ao contrario, que ¢ ¢ I'. Como I’
é completo, ~¢ € I'. Por ??7772777?777?7, I' é inconsistente. Isso
contradiz a suposicao de que I" é consistente. Logo, nao pode ser o caso
que ¢ ¢ I', de modo que ¢ € I

2. pANp €l seesomentese pe e el

item (2), 'F@A. Por (1), pAp €.

3. Primeiro mostramos que, se ¢ V1 € I', entdo ¢ € I' ou ¢ € I'. Suponha
eV el mas o ¢ I'etp ¢ I'. Como I' é completo, =p € ' e =) €

item (2), ' F V. Por (1), ¢ V¢ € I', como requerido.

completeness rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 5

explanation


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

explanation

4. Para a direcao direta, suponha ¢ — ¢ € I' e suponha, ao contrério,
que ¢ € I''e ) ¢ I'. Sob essas suposigoes, p = € I''e ¢ € I

contradizendo a suposigao de que ¢ ¢ I

Para a diregao reversa, considere primeiro o caso em que ¢ ¢ I'. Como

Novamente por (1), obtemos que ¢ — 1 € I, como requerido.
Agora considere o caso em que ¢ € I'. Por ??7?7272?72727277, item (2)
novamente, I' - ¢ — 9. Por (1), p > ¢p € I. O

Problema com.1. Complete a prova de Proposi¢ao com.2.

com.4 Expansao de Henkin

Parte do desafio em provar o teorema da completude é que o modelo que
construimos a partir de um conjunto consistente completo I deve tornar ver-
dadeiras todas as formulas quantificadas em I'. Para garantir isso, usamos um
truque devido a Leon Henkin. Em esséncia, o truque consiste em expandir a
linguagem por infinitos simbolos de constante e adicionar, para cada formula
com uma varidvel livre ¢(z), uma férmula da forma 3z p(z) — ¢(c), onde ¢
é um dos novos simbolos de constante. Quando construimos a estrutura que
satisfaz I, isso garantird que cada sentenga existencial verdadeira tenha uma
testemunha entre as novas constantes.

fol:com:hen:
sec

Proposicao com.3. Se I é consistente em L e L' € obtida de L adicionando- foi:com:hen:

se a infinito enumerdvel conjunto de novos simbolos de constante dy, dy, ...,
entdo I' € consistente em L'.

Defini¢do com.4 (Conjunto saturado). Um conjunto I" de férmulas de uma
linguagem L é saturado se e somente se, para cada férmula ¢(x) € Frm (L) com
uma varigvel livre z, existe a simbolo de constante ¢ € L tal que Iz p(z) —
p(c) eI

A definicao a seguir sera usada na prova do préximo teorema.

Definigdo com.5. Seja L' como em Proposi¢ao com.3. Fixe uma enumeragao
wo(zo), v1(x1), ...de todas as férmulas ¢;(x;) de £’ nas quais uma varidvel
(x;) ocorre livre. Definimos as sentengas 6, por indugao sobre n.

Seja ¢y o primeiro simbolo de constante dentre os d; que adicionamos a £

que ndo ocorre em pg(zg). Supondo que by, ..., 6,1 jd tenham sido definidas,
seja ¢, o primeiro dentre os novos simbolos de constante d; que nao ocorre nem
em 6, ..., 0,_1 nem em @, (z,).

Agora seja 6, a féormula 3z, n(x,) = @nlcn).

Lema com.6. Todo conjunto consistente I' pode ser estendido a um conjunto
saturado consistente I".
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prop:saturated-instances

Prova. Dado um conjunto consistente de sentencas I' em uma linguagem L,
expanda a linguagem adicionando a infinito enumerdvel conjunto de novos
simbolos de constante para formar £’. Por Proposicao com.3, I' ainda é con-
sistente na linguagem mais rica. Além disso, seja 6; como em Defini¢ao com.5.
Seja

Iy=1T
Fn+1:FnU{0n}

isto é, I'nny1 =I'U{bg,...,0,}, eseja I" =, I,. I'" é claramente saturado.

Se I'’ fosse inconsistente, entdo, para algum n, I, seria inconsistente (Exercicio:

explique por qué). Portanto, para mostrar que I é consistente, basta mostrar,
por inducao sobre n, que cada conjunto I, é consistente.

A base da inducao é simplesmente a afirmagdao de que [y = I' é consis-
tente, que é a hipdtese do teorema. Para o passo de inducgao, suponha que I,
seja consistente mas I, 11 = I, U {0,} seja inconsistente. Lembre que 6, é
Fx,, on(Tn) = @n(cn), onde v, (x,) é a férmula de £’ com apenas a varidvel x,,
livre. Pela maneira como escolhemos os ¢, (ver Defini¢ao com.5), ¢, néo ocorre
em @, (z,) nem em I,.

Se I, U{0,} é inconsistente, entao I, F =0, e, portanto, ambos os seguintes
valem:

I, + —pn(ey), obtemos I, b Va, =, (x,). Assim, temos que ambos I,
Iz, on(zy) € I, B VYo, 2o, (x,), de modo que o préprio I, é inconsistente.
(Note que Vx, —p,(x,) b =3z, ¢n(z,).) Contradicdo: supunha-se que I,
fosse consistente. Logo, I, U {6, } é consistente. O

Mostraremos agora que conjuntos completos, consistentes que sao saturados
tém a propriedade de que contém uma sentenca universalmente quantificada
se e somente se contém todas as suas instancias e contém uma sentenca exis-
tencialmente quantificada se e somente se contém pelo menos uma instancia.
Usaremos isso para mostrar que a estrutura que geraremos a partir de um
conjunto completo, consistente, saturado torna todas as suas sentengas quan-
tificadas verdadeiras.

Proposigao com.7. Suponha que I' seja completo, consistente e saturado.

1. 3z p(x) € I' se e somente se p(t) € I' para pelo menos um termo fe-
chado t.

2. Vzp(x) € I' se e somente se p(t) € I' para todo termo fechado t.

explanation

Prova. 1. Suponha primeiro que 3z ¢(z) € I". Como I é saturado, (Fx ¢(z)—

item (1), e Proposi¢ao com.2(1), ¢(c) € I'.

completeness rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 7


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

explanation

Para a outra diregao, a saturagio nao é necessaria: Suponha @(t) € I.

Jzp(x) eT.

2. Suponha que ¢(t) € I' para todo termo fechado ¢t. Por contradigao,
assuma Yz ¢(x) ¢ I'. Como I' é completo, =Va ¢(z) € I'. Por saturacao,
(Fz —p(x)—=—p(c)) € I' para algum simbolo de constante ¢. Por hipdtese,
como ¢ é um termo fechado, ¢(c) € I'. Mas isso tornaria I" inconsistente.
(Exercicio: dé a derivagdo que mostra que

-V (), Iz ~p(x) = —p(c), ¢(c)

é inconsistente.)

Para a direcgéo reversa, ndo precisamos de saturagdo: Suponha Vz ¢(x) €

por Proposicao com.2. O

com.5 Lema de Lindenbaum

Provamos agora um lema que mostra que qualquer conjunto consistente de
sentencas estd contido em algum conjunto de sentengas que nao é apenas con-
sistente, mas também completo. A prova funciona adicionando uma sentenca
de cada vez, garantindo a cada passo que o conjunto permanece consistente.
Fazemos isso de modo que, para todo ¢, ou ¢ ou —y seja adicionada em algum
estdgio. A unido de todos os estagios dessa construcao entdo contém ou ¢ ou
sua negagao —p e é, portanto, completa. Ela também é consistente, ja que nos
asseguramos, a cada estdgio, de nao introduzir uma inconsisténcia.

fol:com:lin:
sec

Lema com.8 (Lema de Lindenbaum). Todo conjunto consistente I' em fol:comsiin:

uma linguagem L pode ser estendido a um conjunto consistente completo I'*.

Prova. Seja I' consistente. Sejam g, ¢1, ... uma enumeracao de todas as
sentencas de L. Defina Ihy =1, e

o= I,U{en}t sel, U{p,} é consistente;
o I, U{—p,} caso contririo.

Seja I'™* = U,,>0 In-

Cada I, é consistente: I} é consistente por definigao. Se I, 11 = I, U{pn},
isso é porque este 1ltimo é consistente. Se nao é, I, 11 = I, U {—p,}. Temos
que verificar que I, U {—p,} é consistente. Suponha que nao seja. Entao
ambos Iy, U{pn} e I, U {—p,} sdo inconsistentes. Isso significa que I, seria

Para todo n e todo ¢ < n, I'; C I',. Isso segue por uma simples inducao
sobre n. Para n = 0, nao hd i < 0, de modo que a afirmacao vale automa-

ticamente. Para o passo indutivo, suponha que ela seja verdadeira para n.
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Mostramos que, se i < n+ 1, entdo I; C I, 41. Temos Iy, = I, U{p,p} ou
= I, U{—p,} por construcao. Logo I, C I',41. Sei <n+ 1, entdo I3 C T,
por hipdtese indutiva (se ¢ < n) ou pelo fato trivial de que I, C I}, (se i = n).
Obtemos que I C I, 41 por transitividade de C.

Disso segue que I'* é consistente. Eis o porqué: Seja IV C I'* finito. Cada
1 € I'" também estd em I para algum i. Seja n o maior destes. Como I'; C I,
se i < n, todo ¢ € I'" também estd € I, isto é, ' C I}, e I}, é consistente.

I'* é consistente.

Toda sentenga de Frm(L) aparece na lista usada para definir I'*. Se ¢, ¢
I'*, entao isso é porque I, U {¢,} era inconsistente. Mas entdao —p,, € I'*, de
modo que I'* é completo. O

com.6 Construcao de um Modelo

fol:com:mod: POI Ora, ndo nos preocupamos com =, isto é, queremos apenas mostrar que um

sec

conjunto consistente I' de sentencas que nao contém = é satisfativel. Primeiro

estendemos I' a um conjunto consistente, completo e saturado I'*. Nesse caso,
a defini¢do de um modelo M(I™) é simples: Tomamos o conjunto de termos
fechados de £’ como o dominio. Atribuimos cada simbolo de constante a si
mesmo e nos asseguramos de que, mais geralmente, para todo termo fechado ¢,
Val™ (™) (4) = t. Aos simbolos de predicado sdo atribuidas extensoes de tal
forma que uma sentenca atémica é verdadeira em 9(I™) se e somente se esta
em I'™*. Isso obviamente tornard verdadeiras em 9([™) todas as sentencas
atomicas em I'*. As demais sao verdadeiras desde que o I'™* com que comegamos
seja consistente, completo e saturado.

fol:com:mod: Definicao com.9 (Modelo de termos). Seja I'™* um conjunto consistente,
defnitermmodel  completo e saturado de sentengas em uma linguagem L£. O modelo de ter-
mos M(I™*) de I'* é a estrutura definida como segue:

1.
2.

O dominio |9M(I™*)| é o conjunto de todos os termos fechados de L.

A interpretacao de a simbolo de constante ¢ é o préprio ¢: ™) = ¢.

Ao simbolo de funcao f é atribuida a fung@ao que, dados como argu-
mentos os termos fechados t1, ..., t,, tem como valor o termo fechado

f(t1,...,tn)t .
PRI 4y b)) = [ty t)

Se R é um simbolo de predicado de n lugares, entao

(t1,...,tn) € R se e somente se R(t1,. .. t,) € I'*.

Verificaremos agora que de fato temos Valf'm(r*)(t) =t

fol:commod: Lema com.10. Seja M(I™*) o modelo de termos de Definicao com.9; entdo
lem:val-in-termmodel Valf)j’t(]"‘*)(t) =t
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explanation

Prova. A prova é por inducgéo sobre ¢, onde o caso base, quando t é a simbolo de
constante, segue diretamente da definigao do modelo de termos. Para o passo de
indugao, assuma que tq,...,t, sao termos fechados tais que Valm(F*)(ti) =1
e que f é a simbolo de fungao n-dria. Entao

Val' T (f(ty, .. tn) = FRT) (VA ) (1), . Val i (¢,)
= Uy, )
= f(t1,... tn),

e, assim, por indugao, isto vale para todo termo fechado t. O

A estrutura 9 pode tornar verdadeira uma sentenga 3z p(x) existencialmente
quantificada sem que haja uma instancia () que ela torne verdadeira. A estru-
tura 9 pode tornar verdadeiras todas as instancias () de uma sentenca Va ¢(x)
universalmente quantificada sem tornar V ¢(z) verdadeira. Isso ocorre por-
que, em geral, nem todo membro de |9| é o valor de um termo fechado (9
pode nao ser coberta). Esta é a razao pela qual a relacao de satisfagao é de-
finida por meio de atribuigoes de varidveis. Entretanto, para o nosso modelo
de termos (™) isso ndo seria necessdrio — porque ela é coberta. Este é o
conteiido do préoximo resultado.

Proposicao com.11. Seja M(I™) o modelo de termos de Defini¢ao com.9.

1. M(I*) E Bz p(z) se e somente se M(I'™*) E p(t) para pelo menos um
termo fechado t.

2. M(I™*) E Yxo(x) se e somente se M(I™) E p(t) para todo termo fe-
chado t.

Prova. 1. Por 2?7, MM(I'™*) E 3z p(x) se e somente se, para pelo menos uma
atribuigdo de varidveis s, M(I™), s E p(x). Como |[MM(I™*)| consiste nos
termos fechados de L, este é o caso se e somente se ha pelo menos um
termo fechado t tal que s(z) =t e M(I™), s E p(z). Por 77, M(I'™*),s F
©(x) se e somente se M(I™*), s F p(t), onde s(x) =t. Por 27, M(I™), s k
©(t) se e somente se M(I™) F ¢(t), j4 que ¢(f) é uma sentenca.

2. Por 7?7, M(I'™*) F Vxp(x) se e somente se, para toda atribuigao de
varidveis s, M(I™),s F ¢(z). Lembre que |9M(I™)| consiste nos ter-
mos fechados de £, de modo que, para todo termo fechado ¢, s(z) =t é
uma tal atribuicao de varidveis, e, para qualquer atribuicao de varidveis,
s(x) é algum termo fechado t. Por 7?7, M(I™), s E p(z) se e somente se
M(I™),s E p(t), onde s(x) =t. Por 72, M(I'™), s E p(t) se e somente se
M) E p(t), j4 que (t) é uma sentenga. O

Lema com.12 (Lema da Verdade). Suponha que ¢ ndo contenha =. Entdo
M) E v se e somente se o € T'*.
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fol:com:ide:
sec

Prova. Provamos ambas as direcoes simultaneamente e por inducao sobre .

1.

p=1: M) E L por definicdo de satisfagdo. Por outro lado, L ¢ I'*
ja que I'* é consistente.

p=T: MMUI™)E T por defini¢ao de satisfagao. Por outro lado, T € I'*
ja que I'* é consistente e completo, e I'™* = T.

0= R(t1,...,tn): MI™) E R(ty,...,t,) se e somente se (t1,...,t,) €
R™UI™) (pela definicdo de satisfacdo) se e somente se R(ty,...,t,) € I'*
(pela construgao de MM (I™)).

p = p: M(I™*) E p se e somente se M(I™) ¥ ¢ (por definigdo de
satisfagao). Por hipdtese de inducao, (™) ¥ 1 se e somente se ¢ ¢ I'*.
Como I'* é consistente e completo, ¥ ¢ I'* se e somente se = € I'*.

p =1 Ax: MUI™) E ¢ se e somente se temos ambos M(I™) E ¢ e
M(I™*) E x (por defini¢do de satisfagdo) se e somente se p € [ e y € I'*
(pela hipétese de indugao). Por Proposicao com.2(2), este é o caso se e
somente se (1 A x) € I'™*.

p=1vYVx MI*)FE ¢ see somente se M(I™) E p ou M(I™) F x
(por definigdo de satisfagdo) se e somente se ¢p € I'* ou x € I'* (por
hipétese de indugao). Este é o caso se e somente se (¢ V x) € '™ (por
Proposigao com.2(3)).

p=v—-x: MI™)E ¢ se e somente se M(I™) ¥ 1 ou M(I™) E x
(por definigdo de satisfagdo) se e somente se 1p ¢ I'* ou y € I'* (por
hipétese de indugao). Este é o caso se e somente se (1) — x) € I'™* (por
Proposi¢ao com.2(4)).

p =Vey(z): M) E ¢ se e somente se M(I™*) F 1(¢) para todos os
termos ¢ (Proposigao com.11). Por hipétese de indugao, este é o caso se
e somente se 1(t) € I'* para todos os termos t; por Proposi¢ao com.7,
isto, por sua vez, é o caso se e somente se Vz ¢(x) € I'*.

p = Jxp(x): MI™*) E ¢ se e somente se M(I™) F (t) para pelo
menos um termo ¢ (Proposi¢ao com.11). Por hipdtese de inducao, este
é o caso se e somente se ¥(t) € I'* para pelo menos um termo ¢. Por

Proposicao com.7, isto, por sua vez, é o caso se e somente se Jx ¢ (x) € I'*.
O

com.7 Identidade

A construgdo do modelo de termos dada na secao anterior é suficiente para
estabelecer a completude da légica de primeira ordem para conjuntos I' que
nao contém =. O modelo de termos satisfaz todo ¢ € I'* que nao contém =

(e, portanto, todo ¢ € I'). Ele nao funciona, no entanto, se = estd presente. A
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razao é que I'* pode entao conter a sentenca t = ¢/, mas no modelo de termos
o valor de qualquer termo é esse préprio termo. Logo, se t e t' sao termos
diferentes, seus valores no modelo de termos — isto é, t e ¢/, respectivamente
— sao diferentes, e assim ¢t = ' é falsa. Podemos corrigir isso, no entanto,
usando uma construgao conhecida como “fatoragao”.

Defini¢ao com.13. Seja I'™* um conjunto consistente e completo de sentencgas
em L. Definimos a relagao = sobre o conjunto de termos fechados de £ por

t~t seesomentese t=t eI*

Proposigao com.14. A relagdo = tem as sequintes propriedades:

1.

Q

¢ reflexiva.
/R € simétrica.

~ ¢ transitiva.

e

. Set=t, f €asimbolo de funcao, ety, ..., ti—1, tiz1, - - ., tn SG0 termos
fechados, entdo

f(t17"'ati—17t7ti+17"' atn) ~ f(t17' "ati—lat/ati-‘rla"-atn)-

5 Set=t', R éa simbolo de predicado, e ty, ..., ti—1, tiz1, .., tn $GO
termos fechados, entao

R(t1, ..., ti—1,t, tiv1,...,tn) € I'" se e somente se
R(tl,...,ti_1,t/,ti+1,...,tn) el

Prova. Como I'* é consistente e completo, t = t' € I'* se e somente se ['*
t = t'. Assim, basta mostrar o seguinte:
1. I'" t =t para todos os termos fechados t.
2. Se I'*+t=1t entdo I'* Ht' =1t.
3.Sel*Ft=tel*Ht =t" entao I'*Ft=1t".
4. Se I'* -t =1, entao
T F ftr, ooy ticay tytintyy ey tn) = flt1y ootz tign, ooy tn)

para todo simbolo de funcao f de n lugares e termos fechados t1, ...,
ti—17 ti+17 RN tp-

fol:com:ide:

PTOP:APPTOT-EqUIY

5. Sel™*Ft=tel™ l—R(tl,...,ti,1,t,ti+1,...,tn),entéof* }—R(tl,...,tifl,t/,tidH,...

para todo simbolo de predicado R de n lugares e termos fechados ¢4, ...,
Lie1s tig1s ooy Ene 0
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Problema com.2. Complete a prova de Proposi¢ao com.14.

Definigao com.15. Suponha que I'* seja um conjunto consistente e completo
em uma linguagem L, t seja um termo fechado e &~ como na defini¢gao anterior.
Entao:

[tle ={t' : t' € Trm(L),t ~ t'}

e Trm(L)/~ = {[t]~ : t € Trm(L)}.

fol:icom:ide: Definicdo com.16. Seja M = M(I™*) o modelo de termos para I'* de De-
defniterm-model-factor - finjc3o com.9. Entdo M/~ é a seguinte estrutura:

1. |9M/e| = Trm(L) fx.

2. M= =[]~
3. [T ([t]ms - [tal) = [f(tr, -t~
4. {[t]my - - -, [tn)~) € R/~ se e somente se M E R(ty,...,t,), isto é, se e

somente se R(t1,...,t,) € I'".

Note que definimos f™/~ e R™/~ para elementos de Trm(L)/~ referindo- explanation
nos a eles como [t]~, isto é, por meio de representantes t € [t|~. Temos
que nos assegurar de que essas definicoes nao dependam da escolha desses
representantes, isto é, de que, para algumas outras escolhas ¢’ que determinam
as mesmas classes de equivaléncia ([t]» = [t']~), as defini¢oes produzam o
mesmo resultado. Por exemplo, se R é um simbolo de predicado de um lugar,
a tltima cldusula da defini¢ao diz que [t]~ € R™/= se e somente se M E R(t).
Se, para algum outro termo ' com ¢ ~ t', M ¥ R(t), entdo a definigio exigiria
[t'|~ ¢ R™/~. Se t ~ t/, entdo [t]~ = [t']~, mas ndao podemos ter ao mesmo
tempo [t]x € R™/~ e [t]» ¢ R™/~. Entretanto, Proposicio com.14 garante
que isso nao pode acontecer.

Proposicao com.17. M/~ estd bem definida, isto €, se t1, ..., tn, t, ...,
t!. sdo termos fechados, e t; = t, entdo

Lo[f(t, . t)]e = [f(H, . E)]w, isto €,
flte, .. tn) = f(ty,...,t)
e

2. ME R(ty,...,tn) se e somente se ME R(t,...,t)), isto é,

R(t1,...,tn,) € I'* se e somente se R(t},...,t,) € I'*.

Prova. Segue de Proposicao com.14 por indugao sobre n. O

Como no caso do modelo de termos, antes de provar o lema da verdade
precisamos do seguinte lema.
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Lema com.18. Seja M = M(I*); entdo Val™/=(t) = [t]~. Jol:comside:

lem:val-in-termmodel-factored

Prova. A prova é similar a de Lema com.10. O
Problema com.3. Complete a prova de Lema com.18.

Lema com.19. M/~ F ¢ se e somente se p € I'* para todas as sentengas p. fol:comside:
lem:truth

Prova. Por indugao sobre ¢, exatamente como na prova de Lema com.12. O

Unico caso que precisa de atencao adicional é quando ¢ =t = t'.

M/~ Et =1 se e somente se [t]~ = [t']~ (por definicao de M /)
se e somente se t ~ t' (por definigao de [t]~)

se e somente se t =t € I'* (por definigao de ~). O

digression Note que, embora M (I™*) seja sempre enumerdvel e infinita, 9/~ pode ser
finita, j& que pode ocorrer que haja apenas finitas classes [t]~. Isso é de se
esperar, ja que I pode conter sentencas que exigem que qualquer estrutura na
qual elas sejam verdadeiras seja finita. Por exemplo, Vx Vyx = y é a sentenca
consistente, mas é satisfeita apenas em estruturas com a dominio que contém

exatamente um membro.

com.8 O Teorema da Completude

explanation Vamos combinar nossos resultados: chegamos ao teorema da completude. fol:com:cth:

sec

Teorema com.20 (Teorema da Completude). Seja I' um conjunto de foi:comscth:
sentencas. Se I' € consistente, entdo € satisfativel. thancompleteness

Prova. Suponha que I" seja consistente. Por Lema com.6, existe um conjunto
saturado consistente I” D I'. Por Lema com.8, existe um I'™* D I que é
consistente e completo. Como IV C I'*, para cada férmula ¢(z), I'* contém
a sentenca da forma 3z p(x)—¢(c) e, assim, I'* é saturado. Se I ndo contém =,
entdao, por Lema com.12, MM(I™) E ¢ se e somente se ¢ € I'*. Disso segue, em
particular, que, para todo ¢ € I', M(I'™*) E ¢, de modo que I' é satisfativel.
Se I' de fato contém =, entdo, por Lema com.19, para todas as sentengas ¢,
M/~ E ¢ se e somente se ¢ € ['*. Em particular, MM/~ E ¢ para todo ¢ € I,
de modo que I' é satisfativel. O

Corolério com.21 (Teorema da Completude, Segunda Versao). Para foi:com:cth:
todo I' e sentencas p: se I' F ¢ entao I' F ¢. coricompleteness

Prova. Note que os I' em Corolario com.21 e Teorema com.20 sdo univer-
salmente quantificados. Para nos certificarmos de que nao nos confundimos,

reformulemos Teorema com.20 usando uma varidvel diferente: para qualquer
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conjunto de sentencas A, se A é consistente, entdo é satisfativel. Por contra-
posigao, se A nao é satisfativel, entao A é inconsistente. Usaremos isso para
provar o coroldrio.

Suponha que I' £ ¢. Entao I' U {—p} é insatisfativel por ??. Tomando
I' U {—¢} como nosso A, a versdo anterior de Teorema com.20 nos dd que
I' U {—p} é inconsistente. Por 2?7?77?2272772727, ' - . O

Problema com.4. Use Corolario com.21 para provar Teorema com.20, mos-
trando assim que as duas formulagoes do teorema da completude sao equiva-
lentes.

Problema com.5. Para que um sistema de derivacao seja completo, suas re-
gras devem ser fortes o suficiente para provar que todo conjunto insatisfativel
é inconsistente. Quais das regras de derivacao foram necesséarias para provar a
completude? Alguma dessas regras nao é usada em nenhum lugar da prova?
Para responder a essas perguntas, faga uma lista ou diagrama que mostre quais
das regras de derivacao foram usadas em quais resultados que levam a prova
de Teorema com.20. Certifique-se de anotar quaisquer usos tacitos de regras
nessas provas.

com.9 O Teorema da Compacidade

fol:com:com: Uma consequéncia importante do teorema da completude é o teorema da com-
*¢ pacidade. O teorema da compacidade afirma que, se cada subconjunto finito
de um conjunto de sentencas é satisfativel, o conjunto inteiro é satisfativel —
mesmo que o proprio conjunto seja infinito. Isso estd longe de ser ébvio. Nao
hé nada que pareca descartar, ao menos a primeira vista, a possibilidade de
existirem conjuntos infinitos de sentencas que sejam contraditérios, mas em
que a contradi¢do s6 surge, por assim dizer, do niimero infinito. O teorema da
compacidade diz que tal cenario pode ser descartado: nao existem conjuntos
infinitos insatisfativeis de sentencas tais que cada subconjunto finito deles seja
satisfativel. Como o teorema da completude, ele tem uma versao relacionada a
consequéncia logica: se um conjunto infinito de sentencas implica algo, entao

ja um subconjunto finito o implica.

Definigao com.22. Um conjunto I' de férmulas é finitamente satisfativel se
e somente se todo Iy C I finito é satisfativel.

fot:com:com: Teorema com.23 (Teorema da Compacidade). O seguinte vale para quais-
thm:compactness quer Sente'fL?a/S F e QO

1. I'E ¢ se e somente se existe um Iy C I finito tal que Iy F .

2. I' € satisfativel se e somente se € finitamente satisfativel.

Prova. Provamos (2). Se I' ¢é satisfativel, entdo existe a estrutura 9 tal que
M E p para todo p € I'. E claro que essa M também satisfaz todo subconjunto
finito de I', de modo que I é finitamente satisfativel.
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Agora suponha que I' seja finitamente satisfativel. Entao todo subcon-
junto finito I'y C I' é satisfativel. Pela corregio (?7?????2?277277), todo

ele é satisfativel. O
Problema com.6. Prove (1) de Teorema com.23.

Exemplo com.24. Em todo modelo 9t de uma teoria I', cada termo ¢ ob-
viamente designa um membro de |99%|. Podemos garantir que também seja
verdade que todo membro de |9 seja designado por algum termo? Em outras
palavras, existem teorias I" cujos modelos sao todos cobertos? O teorema da
compacidade mostra que esse nao é o caso se I' tem modelos infinitos. Eis
como ver isso: Seja M um modelo infinito de I, e seja ¢ a simbolo de constante
que nao esta na linguagem de I'. Seja A o conjunto de todas as sentencgas ¢ # ¢
para t um termo na linguagem £ de I, isto é,

A={c#t:teTrm(L)}.

Um subconjunto finito de I' U A pode ser escrito como I" U A’, com IV C I
e A" C A Como A’ é finito, ele pode conter apenas finitos termos. Seja
a € || um membro de |M| que ndo é designado por nenhum deles, e seja
M’ a estrutura que é exatamente como M, mas com ™' = g também. Como
a # Val™(t) para todo ¢ que ocorre em A/, 9 E A’. Como ME T, I" C I,
e ¢ nao ocorre em I, também 9’ E I'. Juntando, M’ & IV U A’ para todo
subconjunto finito I U A" de I'U A. Assim, todo subconjunto finito de I"U A
é satisfativel. Por compacidade, o préprio I' U A é satisfativel. Logo, existem
modelos MM F I' U A. Todo tal 9t é um modelo de I', mas nao é coberto, ji
que Val™(c) # Val™(t) para todos os termos t de L.

Exemplo com.25. Considere a linguagem £ contendo o simbolo de predi-
cado <, simbolos de constante 0, 1, e simbolos de funcao +, x, e —. Seja I
o conjunto de todas as sentencas nesta linguagem verdadeiras na estrutura Q
com dominio Q e as interpretacoes 6bvias. I' é o conjunto de todas as sen-
tencas de L verdadeiras a respeito dos ntimeros racionais. E claro que, em Q
(e mesmo em R), ndo hd nimeros r que sejam maiores que 0 mas menores que
1/k para todo k € ZT. Tal ntimero, se existisse, seria um infinitesimal: nao
nulo, mas infinitamente pequeno. O teorema da compacidade pode ser usado
para mostrar que ha modelos de I" nos quais infinitesimais existem. Nao temos
a simbolo de funcao para a divisdo em nossa linguagem (a divisdo por zero é
indefinida, e simbolos de func¢ao tém de ser interpretadas por fungoes totais).
Contudo, ainda podemos expressar que r < 1/k, j& que isso ocorre se e somente
se r-k < 1. Agora seja ¢ a simbolo de constante nova e seja A

{o<clU{exk<1:keZ"}

(onde k= (1+ (1+---+(1+1)...)) com k 1’s). Para qualquer subconjunto
finito Ag de A existe um K tal que todas as sentencas ¢ x k < 1 em 4y tém
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fol:com:cpd:
sec

k < K. Se expandirmos 9 para ' com ¢2" = 1/K temos que ' E [yUA, para
qualquer Iy C I finito, e assim I"'UA é finitamente satisfativel (Exercicio: prove
isso em detalhe). Por compacidade, I" U A é satisfativel. Qualquer modelo &
de I' U A contém um infinitesimal, a saber ¢®.

Problema com.7. No modelo padrao da aritmética 91, ndo ha membro k €
|9 que satisfaca toda férmula @ < = (onde 7@ é o'’ com n 7’s). Use o teorema
da compacidade para mostrar que o conjunto de sentencas na linguagem da
aritmética que sao verdadeiras no modelo padrao da aritmética 91 também sao
verdadeiras em a estrutura 9 que contém um membro que de fato satisfaz
toda férmula 7 < x.

Exemplo com.26. Sabemos que a logica de primeira ordem com predicado de
identidade pode expressar que o tamanho do dominio deve ter algum tamanho
minimo: A sentenga ¢>, (que diz “existem pelo menos n objetos distintos”) é
verdadeira apenas em estruturas onde |91| tem pelo menos n objetos. Assim,
se tomarmos

A={p>p:n>1}

entao qualquer modelo de A deve ser infinito. Desse modo, podemos garantir
que uma teoria s6 tenha modelos infinitos adicionando A a ela: os modelos de
I' U A sao todos os modelos infinitos de I, e apenas eles.

Portanto, a légica de primeira ordem pode expressar a infinitude. O teorema
da compacidade mostra que ela nao pode expressar a finitude, no entanto.
Pois suponha que algum conjunto de sentencas /A fosse satisfeito em todas as
estruturas finitas, e apenas nelas. Entao A U A é finitamente satisfativel. Por
qué? Suponha que A’ U A’ € AU A seja finito, com A’ C Ae A C A. Sejan
o maior nimero tal que >, € A’. A, sendo satisfeito em todas as estruturas
finitas, tem um modelo 9 com um nimero finito de membros, mas > n deles.
Mas entao M F A’ U A’. Por compacidade, A U A tem um modelo infinito,
contradizendo a suposi¢ao de que A é satisfeito apenas em estruturas finitas.

com.10 Uma Prova Direta do Teorema da Compacidade

Podemos provar o Teorema da Compacidade diretamente, sem apelar ao Teo-
rema da Completude, usando as mesmas ideias da prova do teorema da comple-
tude. Na prova do Teorema da Completude, comegamos com um conjunto I
consistente de sentencas, expandimos-o para um conjunto I'* de sentencas
consistente, saturado, e completo, e entao mostramos que no modelo de ter-
mos M (I™*) construido a partir de I'*, todas as sentencas de I" sdo verdadeiras,
de modo que I é satisfativel.

Podemos usar o mesmo método para mostrar que um conjunto finitamente
satisfativel de sentengas é satisfativel. S6 temos que provar as versoes corres-
pondentes dos resultados que levam ao lema da verdade, substituindo “consis-
tente” por “finitamente satisfativel”.

completeness rev: 51c2271 (2026-07-12) por OLP / CC-BY. 17


https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt
https://github.com/OpenLogicProject/OpenLogic-pt/commits/master
http://openlogicproject.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Proposigao com.27. Suponha que I' € completo e finitamente satisfativel.
Entao:

1. (pANY) €T se, e somente se, tanto ¢ € I' quanto ¢ € I'.

2. (pV) €I se, e somente se, p €I outp €T

3. (p—= ) €T se, e somente se, p ¢ I' outp € I.
Problema com.8. Prove Proposicao com.27. Evite o uso de .

Lema com.28. Todo conjunto finitamente satisfativel I' pode ser estendido
a um conjunto saturado finitamente satisfativel I'".

Problema com.9. Prove Lema com.28. (Dica: o passo crucial é mostrar que
se I, é finitamente satisfativel, entao I, U {6, } também o é, sem qualquer
apelo a derivagoes ou consisténcia.)

Proposigao com.29. Suponha que I' é completo, finitamente satisfativel e
saturado.

1. 3z p(x) € I' se, e somente se, p(t) € I' para pelo menos um termo
fechado t.

2. Ve p(x) € I' se, e somente se, o(t) € I' para todos os termos fechados t.
Problema com.10. Prove Proposicao com.29.

Lema com.30. Todo conjunto finitamente satisfativel I' pode ser estendido
a um conjunto completo e finitamente satisfativel .

Problema com.11. Prove Lema com.30. (Dica: o passo crucial é mostrar que
se I, é finitamente satisfativel, entao ou I, U{p,} ou I, U{—p, } é finitamente
satisfativel.)

Teorema com.31 (Compacidade). I' € satisfativel se, e somente se, € fi-
nitamente satisfativel.

Prova. Se I' é satisfativel, entao ha a estrutura 9t tal que 9 E ¢ para todo
pel. E claro que esta 9 também satisfaz todo subconjunto finito de I', de
modo que I' é finitamente satisfativel.

Agora suponha que I" é finitamente satisfativel. Por Lema com.28, ha um
conjunto finitamente satisfativel e saturado I D I'. Por Lema com.30, I'"" pode
ser estendido a um conjunto completo e finitamente satisfativel 1™, e I'* ainda
é saturado. Construa o modelo de termos (™) como em Defini¢ao com.9.
Note que Proposi¢ao com.11 ndao dependeu do fato de que I'* é consistente (ou
completo ou saturado, alids), mas apenas do fato de que 9 (I™*) é coberta. A
prova do Lema da Verdade (Lema com.12) funciona se substituirmos referéncias
a Proposicao com.2 e Proposi¢ao com.7 por referéncias a Proposicao com.27 e
Proposigao com.29 O
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fol:com:dls:
sec

fol:com:dls:
thm:downward-ls

fol:com:dls:

noidentity-ls

Problema com.12. Escreva a prova completa do Lema da Verdade (Lema com.12)
na versao necessaria para a prova de Teorema com.31.

com.1ll O Teorema de Lowenheim—Skolem

O Teorema de Lowenheim—Skolem diz que se uma teoria tem um modelo infi-
nito, entao ela também tem um modelo que é no méximo infinito enumeravel.
Uma consequéncia imediata desse fato é que a logica de primeira ordem nao
pode expressar que o tamanho de a estrutura é nao enumeravel: qualquer
sentencga ou conjunto de sentencas satisfeito em todas as estruturas nao enu-
meraveis também é satisfeito em alguma estrutura enumeravel.

Teorema com.32. Se I' é consistente, entdo ela tem um modelo enumerdvel,
isto €, € satisfativel em a estrutura cujo dominio € finito ou infinito enumerdvel.

Prova. Se I' é consistente, a estrutura 9t fornecida pela prova do teorema da
completude tem um dominio |9| que nao é maior do que o conjunto dos termos
da linguagem L. Assim 91 é no maximo infinito enumerdvel. O

Teorema com.33. Se I' é um conjunto consistente de sentencas na lingua-
gem da logica de primeira ordem sem identidade, entao ela tem um modelo
infinito enumeravel, isto €, € satisfativel em a estrutura cujo dominio € infi-
nito e enumerdvel.

Prova. Se I' é consistente e nao contém sentengas em que a identidade aparece,
entdo a estrutura 9 fornecida pela prova do teorema da completude tem um
dominio |90] idéntico ao conjunto dos termos da linguagem £’. Assim 91 é
infinito enumerével, pois Trm(L’) o é. O

Exemplo com.34 (Paradoxo de Skolem). A teoria dos conjuntos de Zermelo—
Fraenkel ZFC é um arcabougo muito poderoso no qual praticamente todas as
afirmagoes matematicas podem ser expressas, incluindo fatos sobre os tama-
nhos de conjuntos. Assim, por exemplo, ZFC pode provar que o conjunto R
dos nimeros reais é nao enumeravel, pode provar o Teorema de Cantor de que
o conjunto poténcia de qualquer conjunto é maior do que o préprio conjunto,
etc. Se ZFC ¢ consistente, seus modelos sao todos infinitos e, além disso,
todos contém membros sobre os quais a teoria diz que sao nao enumeraveis,
como o elemento que torna verdadeiro o teorema de ZFC de que o conjunto
poténcia dos nimeros naturais existe. Pelo Teorema de Léwenheim—Skolem,
ZFC também tem modelos enumeraveis—modelos que contém conjuntos “nao
enumeraveis”, mas que eles mesmos sdo enumeraveis.
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