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com.1 Uma Prova Direta do Teorema da Compacidade

Podemos provar o Teorema da Compacidade diretamente, sem apelar ao Teo-
rema da Completude, usando as mesmas ideias da prova do teorema da comple-
tude. Na prova do Teorema da Completude, comecamos com um conjunto I”
consistente de sentencas, expandimos-o para um conjunto I'* de sentencas
consistente, saturado, e completo, e entao mostramos que no modelo de ter-
mos M (™) construido a partir de I'*, todas as sentencas de I" sdo verdadeiras,
de modo que I é satisfativel.

Podemos usar o mesmo método para mostrar que um conjunto finitamente
satisfativel de sentengas é satisfativel. S6 temos que provar as versoes corres-
pondentes dos resultados que levam ao lema da verdade, substituindo “consis-
tente” por “finitamente satisfativel”.

Proposicao com.1. Suponha que I' é completo e finitamente satisfativel.
Entao:

1. (p A1) €I se, e somente se, tanto ¢ € I' quanto 1 € I.
2. (pV) €T se, e somente se, p €I outp €T
3.

(g =) €T se, e somente se, p ¢ I' outp €I
Problema com.1. Prove Proposicao com.1. Evite o uso de |-.

Lema com.2. Todo conjunto finitamente satisfativel I' pode ser estendido a
um conjunto saturado finitamente satisfativel I".

Problema com.2. Prove Lema com.2. (Dica: o passo crucial é mostrar que
se I, é finitamente satisfativel, entdao I, U {6, } também o é, sem qualquer
apelo a derivacoes ou consisténcia.)

Proposigao com.3. Suponha que I' é completo, finitamente satisfativel e
saturado.

1. 3xp(z) € I' se, e somente se, p(t) € I' para pelo menos um termo
fechado t.

2. Ve p(x) € I' se, e somente se, p(t) € I' para todos os termos fechados t.
Problema com.3. Prove Proposi¢ao com.3.

Lema com.4. Todo conjunto finitamente satisfativel I' pode ser estendido a
um conjunto completo e finitamente satisfativel I'*.

Problema com.4. Prove Lema com.4. (Dica: o passo crucial é mostrar que

se I, é finitamente satisfativel, entao ou I, U{p,} ou I, U{—p,} é finitamente
satisfativel.)
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Teorema com.5 (Compacidade). I' € satisfativel se, e somente se, é fini- fol:com:cpd:

tamente satisfativel.

Prova. Se I' é satisfativel, entdo ha a estrutura 9 tal que 9 E ¢ para todo
pel. E claro que esta 90 também satisfaz todo subconjunto finito de I', de
modo que I" é finitamente satisfativel.

Agora suponha que I' é finitamente satisfativel. Por Lema com.2, hd um
conjunto finitamente satisfativel e saturado I O I'. Por Lema com.4, I’ pode
ser estendido a um conjunto completo e finitamente satisfativel I, e I'* ainda
é saturado. Construa o modelo de termos 9M(I™*) como em ??. Note que
?? néo dependeu do fato de que I'* é consistente (ou completo ou saturado,
alids), mas apenas do fato de que 9M(I'*) é coberta. A prova do Lema da
Verdade (??) funciona se substituirmos referéncias a 7?7 e 7?7 por referéncias a
Proposigao com.1 e Proposi¢ao com.3 O

Problema com.5. Escreva a prova completa do Lema da Verdade (??) na
versao necessaria para a prova de Teorema com.5.
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