byd.1 Loégica de Multiplas Ordenagoes

fol:byd:msl: Na 1égica de primeira ordem, varidveis e quantificadores variam sobre um tnico
*“ dominio. Mas ¢ frequentemente 1til ter varios dominios (disjuntos): por exem-
plo, pode-se querer ter a dominio de nimeros, a dominio de objetos geométricos,
a dominio de fungoes de niimeros para nimeros, a dominio de grupos abelianos,
e assim por diante.

A légica de multiplas ordenagdes fornece esse tipo de arcabouco. Comega-
se com uma lista de “ordenagoes”—a “ordenagao” de um objeto indica o
“dominio” que ele deveria habitar. Tem-se entao variaveis e quantificadores
para cada ordenacdo e (geralmente) uma predicado de identidade para cada
ordenacao. Fungoes e relagoes também sao “tipadas” pelas ordenacoes dos
objetos que podem receber como argumentos. Caso contrario, mantém-se as
regras usuais da légica de primeira ordem, com versoes das regras de quantifi-
cadores repetidas para cada ordenacao.

Por exemplo, para estudar relagoes internacionais, poderiamos escolher uma
linguagem com dois tipos de objetos, cidadaos franceses e cidadaos alemaes.
Poderiamos ter uma relacao unaria, “bebe vinho”, para objetos da primeira
ordenacao; outra relagdo undria, “come wurst”, para objetos da segunda or-
denagao; e uma relagdo bindria, “forma um casal multinacional”, que recebe
dois argumentos, onde o primeiro argumento é da primeira ordenacao e o se-
gundo argumento é da segunda ordenacao. Se usarmos varidveis a, b, ¢ para
variar sobre cidadaos franceses e x, y, z para variar sobre cidadaos alemaes,
entao

VaVz[(CasadoCom(a,x) — (BebeVinho(a) V ~ComeW urst(z))]]

afirma que, se algum francés for casado com um alemao, ou o francés bebe
vinho ou o alemao nao come wurst.

A légica de miltiplas ordenacoes pode ser embutida na légica de primeira
ordem de maneira natural, reunindo todos os objetos dos dominios de miltiplas
ordenacoes em um tnico dominio de primeira ordem, usando simbolos de pre-
dicado unarios para acompanhar as ordenagoes e relativizando quantificadores.
Por exemplo, a linguagem de primeira ordem correspondente ao exemplo acima
teria simbolos de predicado unarios “Alemao” e “Frances”, além das outras
relacoes descritas, com os requisitos de ordenacao eliminados. Um quantifica-
dor ordenado Vz ¢, onde x é a variavel da ordenacgao alema, traduz-se para

Vo (Alemao(z) — ¢).

Precisamos adicionar axiomas que garantam que as ordenagoes sejam separadas—
por exemplo, Va —(Alemao(z) A Frances(z))—, bem como axiomas que garan-
tam que “bebe vinho” s6 vale de objetos que satisfazem o simbolo de predi-
ado Frances(x), etc. Com essas convengoes e axiomas, nao ¢ dificil mostrar
que sentencas de multiplas ordenacoes traduzem-se em sentencas de primeira
ordem, e derivacoes de multiplas ordenacoes traduzem-se em derivacoes de
primeira ordem. Além disso, estruturas de multiplas ordenagoes “traduzem-
se” em estruturas de primeira ordem correspondentes e vice-versa, de modo
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que também temos um teorema de completude para a légica de multiplas or-
denagoes.
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